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67. Vypottéte integrily: a) f (ax+ b* dz, a = 0,

b) f E‘iz_z)T 0) f sin2z dz, d) f cos(3z — 5) d,
®) fcos’3a: )fsm’(‘lz—l- 1y 8) fl + cosz

$8. Vypottite integraly: a) f (8 —=1)zdz, b) f R

sinz dz
)f(cos:c+ Y d)fsm.‘.’.:cda:, e)f l—cos49:'

69. Vysledek cvié. 58 dokaZfte piimo methodou substi-
tudni.

70. Na zdklad$ toho, %e tgtz = tg"—2z

—— 1), do-
cos?r

ka¥te, Ze v intervalech (1(2k — 1)z, 1(2k + 1) =) (k celé)
plati pro n &= — 1

ftg":vda:: ﬁtg"—lz— ftg"-“::dz.

VIII. FUNKCE INVERSNI

JiZ na str. 74 jsme zavedli pojem funkce rostouci a klesa-
jici v intervalu. Tyto funkce nazyvédme spolednym jménem
funkce monotonni. Maji n&které jednaduché vlastnosti
& proto se jimi nyni budeme zabyvat soustavnéji, adkoli jsme
se 8 nimi jiZ diive n&kolikrit pfi riznych prileZitostech
setkali.

Vime na pHklad, %e pro n celé kladné z nerovnosti 0 <
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< 7, < 7, plyne 2} < a3 (v&ta 1); je tedy funkce f(z) = z"
pro n celé kladné rostouci v intervalu (0, co). Naproti tomu
Pro #; < ;5 0 je 2% < 23 jen pfi kladném a lichém n; pki
7 kladném a sudém je tomu prév® naopak. Proto funkce
f(z) == zm, kde n je kladné a liché, je rostouci v celém inter-
valu (—o0, 00) (pro n = 3 viz obr. 18), kde%to funkce f(z) =
= z® pro n kladné a sudé je klesajici v intervalu (—oo, 0)
a rostoucf v intervalu {0, o0) (pro n = 2 viz obr. 17). Pro n
celé zdporné z nerovnosti 0 << z;, < z, plyne 2} > x3 (v&ta 2),
takZe funkce f(x) = z" pro n celé zdporné je klesajici v inter-
valu (0, o). Naproti tomu pro z; < z, < 0 je 2} > =3 jen i
n zdporném a lichém, kdeZto pfi zdporném a sudém » je tomu
prévé naopak. Proto funkce f(z) = z", kde n je zdporné

a liché, je klesajici také v intervalu (—co, 0) (pron= —1
viz obr. 19), kdeZto funkee f(z) = z" pro n zdporné a sudé je
rostouci v intervalu (—o0, 0) (pro » = — 2 viz obr. 20).

Podobns je z obr. 23 vidét, Ze funkce sinx je rostouci v kaz-
dém intervalu {(}(4k — 1) =, L(4k 4+ 1) =), kde %k je celd,
a klesajicf v kaZdém intervalu {(1(4k + 1) 7, }(4k + 3) =),
kde k je celé. Funkce cosz je klesajici v kazdém intervalu
{2kn, (2k + 1) ), a rostouci v kaZdém intervalu {(2k — 1) x,
2kx), kde k je opét celé.

Vé&a 43. Je-li funkce f monotonni v intervalu J,
a je-li zdroven v tomto intervalu spojité, existuje
takovy interval J,, Ze

1. prokatdézzJ hodnotay—= f(z) padnedo J,a

2. ke ka%Zdému y z J, existuje jediné z z J, tak, Ze
y= [(z).

Dikaz. Je-li funkce f monotonn{ v intervalu J, a je-li x,
libovolny bod z J ., nabyvé funkce f hodnoty f(x,) prdvé jen
v bodé z, a v 24dném jiném. Kdyby totiZ nabyvala hodnoty
f(z;) jeltd v néjakém jiném bod& z, + =,z J ., bylo by f(z,) =
= f(z,); to ale neni moZné, nebot vzhledem k definici mono-
tonnf funkce pro z; + x, musi také f(z,) ¥ f(z,).
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Déle dokdZeme toto tvrzeni: Je-li funkce f monotonni a na-
byvé-li v intervalu J . nejvétdf nebo nejmensi hodnoty v bodé
¢, je bod ¢ krajnim bodem intervalu J,. Kdyby toti¥ bod ¢
nebyl krajnim bodem intervalu J,, existovala by v J, &isla
z, a z, tak, e z, < ¢ < z,. Pak by ale podle definice mono-
tonni funkece bylo bud f(z,) < f(c) < f(z,), nebo f(z,) >
> f(¢) > f(z,), a hodnota f(¢) by nebyla nejvéts{ ani nejmensi
hodnota, jiz funkce f v J, nabyva.

Nyni vezmeme v tivahu mnoZinu F viech hodnot [(x) pH-
sludnych ke viem bodiim x z J ;. Jsou celkem &ty¥i moZnosti:

a) MnoZina F je omezend. Pak mé urdité supremum M
a urtité infimum m. Je-li z libovolné &slo z J,, pak m <
< f(z) < M. Je-li naopak y libovolné &fslo takové, Ze m <
< y < M, existuj{ vzhledem k vlastnostem suprema & in-
fima (str. 12) takové body a, b z J,, Ze f(a) < y < f(b), pFi
dem? f(a) = m, f(b) < M. Je-li a < b, oznadme J, interval
{a, b); je-lia > b, oznadme J ; interval (b, ). To je uzavieny
interval a funkce f je v n8m spojitd, nebot je spojitd v celém
intervalu J,, a proto tim spife v J,. Proto podle vty 21
existuje k ¥slu y takové z v J., a tedy také v J, Ze f(z) = .
Toto z je podle toho, co bylo fedeno na po&dtku ditkazu, je-
diné. ProtoZe to plati pro ka%dé y, které vyhovuje nerovnos-
tem m < y < M, je intervalem J, jeden z intervall {(m, M),
{m, M), (m, M), (m, M) podle toho, je-li funkce f definovina
v krajnich bodech intervalu J,, &i neni-li v nékterém z nich
definovéna.

b) Neexistuje-li supremum mnoZiny F, t. j. je-li moZno ke
ka?dému é&islu y najit takové b z J ,, Ze f(b) > y, a existuje-li
naproti tomu infimum m mnofiny F, pak pro ka¥dé z z J,
plati f(z) = m. Naopak ke ka¥dému &slu y > m lze najit
takové a z J,, %o f(a) < y. Oznadme J, interval (a, b), je-li
a < b, nebo interval (b, @), je-lia > b. Pondvadi funkee f
jo spojitd v J, je tim spife spojitd v J_, ktery je uzavieny;
proto k &fslu y existuje takové z z J,, a tedy také z J, fe
f(z) = y. Toto z je jediné. ProtoZe to plati pro ka¥dé y > m,
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je intervalem J, bud interval (m, c0), nebo interval (m, o),
a to podle toho, je-li funkce f definovédna v levém krajnim
bodu intervalu JJ ,.
¢) Neexistuje-li infimum mno#iny F a existuje-li supre-
mum M této mnoZiny, poloZme g(z) = — f(z). Pak m4 mno-
Zina G hodnot g(r) infimum — M, ale nemd supremum;
proto je podle odst. b) intervalem J, pro funkei g bud inter-
va.l {— M, o0), nebo interval (— M, o0). Je tedy intervalem
y pro funkm { bud interval (—oo, M), nebo interval
(—00 M).
d) Neni-li mno¥ina F omezend, pak hodnota f(a:) pro kazdé
z z J ; padne do intervalu (— o0, ). Naopak je-li y libovolné
Uslo, existuji &isla a, b z J, tak,
Ze f(a) < y < f(b). Znak J, bude

y__ . mit tyZ vyznam jako v odst. a).
| Protoze funkce f je spojitd v J,

24 =) je tim spide spojitd v J,, ktery
- — -yl - —— je uzavieny; proto k &slu y exi-

L X H stuje takové z z J,, a tedy také

0 I X zJ, Ze f(z) = y. Toto = je opdt

jediné. ProtoZe to plati pro kaZdé
y, je intervalem J, interval
(—00, 0). Tim je v&ta dokdzéna.

Vétu 43 ilustruje obr. 57, ktery je proveden pro funkei
klesajici a spojitou v uzavieném intervalu J,. Pro ka?dé z
z J , hodnota f(z) padne do J,, a pro kaZdé y z J, moZno najit
jediné z z J , tak, Ze f(z) = .

Je-li funkce f monotonni a spojitd v intervalu J ,, pak ka%-
dému z z J, odpovidé urtité a jediné y z J,. To vy]a.drme
vztah

y = f(2). (a)
Podle véty 43 odpovid4 také kaZdému y z J, uréité a jediné z
z J ; miiZeme tedy také hodnotu z povaZovat za funkci nékte-
rého y z J,,. Oznadime-li tuto funkeci pismenem g, pak je

z = g(y), (b)
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pfi Eemz se v rovnicich (a) i (b) vyskytujf tytéZ hodnoty =

a y; obé roviice tedy znadi pfesnd totéZ. Z rovnice (a) plyne

rovnice (b) a také obricend z rovnice (b) plyne rovnice (a).
Dosadime-li za y podle (a) do (b), dostaneme

z = glf(=)],
a dosadime-li za z podle (b) do (a), vyjde
y = flg)].

Funkce f a g, které maji popsanou vlastnost, nazyviame na-
vzdjem inversnimi; funkce g je inversni k funkei f a naopak
funkee f je inversni k funkei g.
Véta 44. Je-li funkce f ;((;::g}li?i a zdroven spojitd
vintervaluJ,, jefunkceg, kterd jeinversnik funkei
rostouci . .. .
f,.rovndz klesajici® zdrovei spojitd vodpovidajicim

intervalu J,.

Dikaz provedeme nejprve y
pro piipad, Ze funkce f je
rostouci v J ,.

Jsou-li ¢, z, dv® libovolné
hodnoty z J_, které vyhovuji
nerovnosti z, > z,, je f(z;) >
= f(z;). Zvolme dvé hodnoty
Y1, Y2 2 J , pro né% plati y, <
< ¥, (obr. 58). K nim podle Obr. 58
véty 43 existuji dvd hodnoty
z,, 2, 2 J  tak, Ze f(x)) = yy, f(%5) = s, PEi Somi f(z,) < f(z,).
Pak ale musf také z, < x,. Kdyby totiz z, = z,, muselo by
byt f(z,) > f(zy), ale to nenf. Protofe 7, = g(y,), 73 = g(¥),
proto z nerovnosti y, < y; plyne g(y,) < g(y,). Tim je
dokézdno, %e funkce g je rostouci v J,.

Jeité je tieba dokdzat, Ze g je spojitd v J . Je-li ¢ vnitfnim
bodem intervalu J,, nemiZe byt bod f(¢) = d krajnim bodem

b ——— — - ——

A

O ox axo

|

l

!

|

|
1 | -
a A cx a

135



intervalu J,. Kdyby byl bod d krajnim bodem intervalu .J,,
musel by byt bod ¢ krajnim bodem intervalu J, jak plyne
z druhého odstavce ditkazu véty 43. Je tedy bod d vnitinim
bodem intervalu J,. Pfedpokldddéme, Ze funkce f je spojitd
v bodd ¢, t. j. je-li (y;, ¥,), kde y; < f(¢) << ¥,, libovolné okoli
bodu f(¢) = d, pak k nému existuje takové okoli (z, z,)
bodu ¢, %e ke kaZdému z z (z,, z,) hodnota f(x) padne do
(¥1, ¥2), DI Eemz 2, = g(y,), ¥, = g(y,) (viz stéle obr. 58). Pak
ale také pro kaZdé y z intervalu (y,, ¥,), pro néZ plati y, <
<y <y jo gly) < g(y) < gy, &ili z, < gly) <=z ¢ j.
hodnota g(y) padne do okoli (x,, z,) bodu ¢ = g(d). Je tedy
funkee g spojitd v bodé d.

Existuje-li krajni bod e intervalu J,, je f(a)=b rovnéi
krajnim bodem intervalu J,, nebot kdyby byl bod b vnitinim
bodem.intervalu J,, byl by bod a = g(b) podle pfedchdzeji-
ctho rovnd% vnitinim bodem intervalu J; a to neni. Je-li bod
a levym kra,]nim bodem intervalu J,, je v ném funkce / spo-
jits zprava, t!§. je-li (b, y,), kde y, > b, libovolné pravé okoli
bodu f(e) = b, pak k nému existuje takové pravé okol
{a, z;) bodu a, Ze ke ka%dému z z {a, z,) hodnota f(x) padne
do ¢b,y,), pfi emZ z, = g(y,). Pak ale také pro kaZdé y
z intervalu (b, y,), pro né% plati b < y < ¥y, je g(b) < g(y) <
< gly), &ili ¢ < gly) < z,, t. j. hodnota g(y) padne do pra-
vého okoli (a, z,) bodu a = g(b). Je tedy funkce g spojitd
Zprave v bodé b. Obdobné bychom dok4zali toto: Existuje-li
pravy krajnf bod b’ intervalu J,, je v ném fun.kce g spojitd
zleva.

Kdyby &lo o funkei klesajici, nic by se na diikazu nezms-
nilo a% na to, Ze by se obrétilo znameni nékterych nerovnosti.

Dosud jsme diislednd oznaovali proménnou u funkce f
pismenem z a u funkce g, kters je inversnf k funkei f, pisme-
nem 3. Nebudeme to viak jiZ d4le délat, nebot viibec nezdleZi
na tom, jak je proménnd oznadena. Proménnou budeme ozna-
&ovat, jak je vSeobecnym zvykem, pismenem z. V naSem di-
véjiim oznadeni rovnice y = f(z) 8 z = g(y) znadi ty% vztah,
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jim¥ jsou vdzény hodnoty z a y. Obé& rovnice jsou znézornény
tou¥ kiivkou. Vyménime-li viak ve druhé rovnici pismena z
a y mezi sebou, dostaneme inversnf funkci ve tvaru y = g(z).
Jsou-li z a y soufadnice n&kterého bodu na kfivece y = /(:c),
pak bude na kiivee y = g(z) leZet
bod o soufadnicich y, x, které jsou
stejné aZ na pofddek. Je vSak znd-
mo, %e body o soufadnicich =z, y
a ¥, « jsou soumérné poloZeny vzhle-
dem k pimce pilici dhel kladnd y
orientovanych soufadnicovych os. _A{ .~/
Proto je-li funkce y = f(x) zndzor- o
néna jakousi kfivkou, je inversni ,” 0/ X
funkce y = g(x) zndzorndna kiivkou Obr. 59
soumérns poloZenou vzhledem k pie-

deslé kfivee podle pfimky pilici Ghel kladné orientovanych
soufadnicovych os (obr. 59).

NeZ postoupime déle, probereme si podrobnéji nékteré in-
versnf funkce. Nejprve prozkoumdme funkei inversni k funkei

y = [(z) = 2", n celé kladné.

Protofe je tieba, aby funkce f, k ni% chceme konstruovat
funkei inversni, byla monotonni, omezime se jen na takovy
interval, v ném% je funkce f rostouci pfi ka#dém celém klad-
ném 7, t. j. na interval {0, c0). Funkce f je spojitd ve viech
bodech tohoto intervalu (véta 16); proto k nf existuje inversni
funkce g, jejim% oborem je interval {0, 00) a je% je rovnéZ
spojitd v ka¥dém bodd tohoto intervalu. Inversni funkei g
nazyvéme n-td odmocnina & znadime ji

L)
y= ]/a_:, n celé kladné, z > 0; (o)
pti tom vyjde také y > 0. Rovnice (c) znai oviem totéZ jako

rovnice

z =y, n celé kladné, y > 0. (d)
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Dosadime-li z rovnice (c) za y do (d), dostaneme

n
xr = (V.‘l_t)", x g 0;
dosadime-li naopak z rovnice (d) za z do (c), dostaneme

y=]/?/—nr ygo'

Ponévad? funkce f je rostouct a spojitd v intervalu (0, o), je
také funkce ¢ rostouci a spojitd v intervalu {0, o).

. 1 .
Pron=1jey= Vx, cof je totéz jako x = y1 = y. Je tedy

1 2

VI: z. Pro n = 2 piSeme zpravidla pouze V; misto V:v.

Pfi lichém kladném » miiZeme rozsifit definici n-té odmoc-
niny i na zéporné z vzhledem k tomu, Ze funkce f je pro liché
n rostouci a spojitd v celém intervalu (— oo, c0). Naproti
tomu pfi sudém n n-tou odmocninu zdporného &isla neza-
viddime.

Z ptedchézejiciho plyne, %e n-t4 odmocnina (pokud je vii-
bec definovéna) je vidy definovdna jednoznaénd. Zejména

druh4 odmocnina je vidy é&islo

Y yex? nezéporné; proto je tteba ddvat
pozor: plati vzorce
v V2 = |af prokaidéz, (44)
1 — sin®z = |cosz],
, [Tk,
o ]1—cos:v=|smx|
Obr. 60 rovnéZz pro kaZdé z. V té&chto

. dvou vzorcich se dasto chybuje
tim, Ze se znatka absolutni hodnoty vynechdv4.

Priibéh funkce y = l/ z spolu s inversni funkei y = z? (pro
x > 0,y = 0) je zndzorndn na obr. 60. Podobny priibh maji
kfivky i pro jind m.
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Pomoci odmocnin definujeme mocninu, jejim# mocnitelem
je libovolné raciondlni &slo:*) Je-i >0 a n = —;l, kde

P, q jsou &isla celd. a ¢ >0, rozumime znakem z"
q-—
¢islo an = Vﬂ

Lze ukézat, Ze pro poditdni s mocninami, jejichz mocnitelé
jsou &fsla raciondln{ a jejichZ zdklady jsou kladn4 &sla, plati
pfesnd taZ pravidla jako pro poditdni s mocninami, jejichZ
mocnitelé jsou &fsla celd.

Déle si probereme funkci inversni k funkei y = smz Ta je
spojitd pro kazdé z (v&ta 18), ale monotonni je jen v uréitych
intervalech; proto se pfi konstrukei inversnf funkce omezime
na interval (— 37, 37, v némi je funkce sinz rostouci. Je-li
— <L z< im, je — 1 < sinz < 1, a proto je intervalem,
v némi je definovédna funkce mversni interval {—1, I).
Inversni funkei oznadujeme ndzvem arkussinus a zapisujeme
ji z= arcsiny, pfi dem¥ — 1< y < 1. Volime-li za pro-
ménnou pismeno z, jde o funkei

y=arcsinz, kde — 1< z<1
(teme arkussinus z), coZ znamend totéZ jako
z=gsiny, kde — In< y< in.
Z t&chto rovnic opét dostdvdme
z = sin(aresinz), — 1 <z<L 1,
y = arcsin(siny), — Iz < y < Im.
Vzhledem k tomu, %e funkce sinz je v intervalu (— %=, im)
rostouci, je i funkce arcsinz funkce rostouci v intervalu
{—1, 1). Priib&h funkce arcsinz je znézorn&n na obr. 61.

Obdobné funkce y = cosz je spojitd pro kaZdé z, ale mono-
tonn{ je opét jen v urditych intervalech. Je tfeba se omezit

*) Nézvem ractondlni &fslo oznalujeme kaidé &islo, které se dé
vyjadtit ve tvaru zlomku, jehoZ &itatel i jmenovatel jsou &fsla celd.
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opét jen na takovy interval, v némz je funkce cosz monoton-

ni; zpravidla to byvd interval (0, #>, v némZ je cosz funkei

klesajici. Jo-li0 < 2 < m, je 1 > cosz = — 1, a proto je obo-

rem funkce inversni v tomto pfi-

pad® interval (—1,1). Inversni

" funkei nazyvdme arkuskosinus

y* a znadime 2z = arccosy, kde

=arcc — 1< y £ 1. Oznadime-li pro-

. ménnou pismenem 2z, mdme

P y-arcsinx

y = arccosz, kde —1 < z2< 1

(¢teme arkuskosinus x), coZ zna-
mené toté} jako

-1 0 1 z=cosy, kde 0 < y < .

Funkce coszr je v intervalu {0, =)
klesajici a spojitd, proto i funkce
arccosz je v intervalu (—1,1)
klesajici a spojitd (obr. 61).
Obr. 61 Funkce y = tgr je rostouci
a spojitd v kaidém intervalu
(3(2% — 1) =, 3(2k + 1) =), kde k je celé. Abychom k ni mohli
sestrojit funkei inversni, musime si vybrat jeden z t&chto
intervalti. Zpravidla bereme interval (— 1z, im). Je-li
— <z <}inm je tgz v intervalu (—o0, ). Oborem
inversnf funkce je tedy interval (—o0, c0). Inversni funkci
nazyvédme v tomto piipad& arkustangens a zapisujeme z =
= arctgy. Oznadime-li proménnou zase pismenem z jako
obvykle, mdme

~In

y = arctgz pro kaZdé z
(8teme arkustangens z), coZ znamend totéz jako
z=tgy, kde — }n <y < }m.
Funkece tgz je v intervalu (— 3, 37) rostouct a spojité, proto

140



je i funkce arctgz v intervalu (— o0, 00) rostouci a spojit4.
Pritbéh této funkce je zndzornén na obr. 62.

Kone&né funkce y = cotgz je klesajici & spojitd v kaZdém
intervalu (kx, (k 4+ 1) ), kde k je celé. K sestrojeni inversni

2.
y-tM\
1
2 n y=arc
0
4

Obr. 62

funkce bereme zpravidla interval (0, z). Je-li 0 < z<m, jo
cotgz v intervalu (— o0, c0). Oborem inversnf funkce je tedy
interval (— oo, 00). Nazyvdme ji arkuskotangens a zapisujeme
z = arccotgy. Rovnice

y = arccotgr pro kaidé z
(%teme arkuskotangens z) znadi piesnd totéZ jako rovnice
z = cotgy pro 0 < y < .

Funkece cotgz je v intervalu (0, 7) klesajic{ a spojitd, proto je
i funkce arccotgz v intervalu (— oo, o0) klesajici a spojitd.
Jeji priibéh je zndzornén na obr. 62.
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Funkce arcsinz, arccosz, arctge, arcotgz se dasto nazyvaji
spolednym jménem funkce cyklometrické. Jejich uZitf si uké-
Zeme na pifkladech.

Pifklad 53. Kterd z vyhovuji rovnici sinx = a, kde
—1<ag 1

Pokud — 3z < 2 < i, lze tuto rovnici prepsat podle de-
finice funkce arcsin ve tvaru z — arcsing, co? je jediné Feent
dané rovnice v intervalu {— iz, }n). Vime viak, Ze podle
vzorce (6) pro kaZdé z je sin(x — 2kx) = sinz, kde k je celé;
proto dané rovnici vyhovu]e také kaidé z, které vyhovuje
rovnici sin(x — 2kn) = a, t. j. kaZdé z, pro néi z — 2kn =
= arcsing, &ili

z = 2kn -} arcsina.

Pro ka¥dé toto feeni plati — In< z—2%kn< I &l
4k — DNl 14k+ D)2

Dile podle vzorce (16) pro kaZdé z je sin(z — z) = sinz,
a tedy také sin(2kw 4 m — z) = sinz, kde & je celé. Proto
dané rovnici vyhovuji také takové z, kterd vyhovuji rovnici
sin[2k+ 1)m— z]=a, t. j. (2k+ 1) ® — & = arcsina.
Odtud dostdvdme

z = (2k + 1) x — arcsina.

Ka¥dé z t8chto Felenf spadd do intervalu, pro néjZ — in <
<@+ Da—z<in, b Hk+D)a<a< Hak+
+ 3) z. Tim jsou viecky i.nterva,ly, a tedy také viecka fedeni,
vyderpény.
Piiklad 54. DokdZeme, Ze pro kaZdé z je
arctgz | arccotgz = }m.

PoloZime y = arctgz, &ili z = tgy, kde — in <y < }m.
Vedle toho platf cotg(}n — y) = tgy, takZe cotg(inm — y) =
= z. Aviak 0 < }n — y < =, tak¥e };r — y = arccotgz, pfi
demZ y = arctgz. Je tedy vskutku arctgz | arccotgr = 3.
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Podobné Ize dokdzat, fepro — 1 < 2 1 je
arcsinz 4 arccosz = }zn. °
Obr4time se nyni k derivacim inversnich funkei. Plati vita:

Vé&ta 45. Je-li funkce g monotonni v intervalu J,
amé-livevnitfnimbodéytohotointervalu derivaci
g'(y) + 0, mé funkce finversni k funkecig v bodd z =
= g(y) derivaci f'(z) = 1:¢'(y).

Dikaz. Pfedpokldddme, Ze funkce g mé v bodé y derivaci,
t. j. pfedpokliddme, Ze existuje limita

” s 1o 9@+ b)) — gy)
9(y)—ﬂf=|=0- -

To znamend, Ze Mr_’_]@ = ¢'(y) + @), kde ¢ je
funkce prom&nné A, jeZ je nekoneénd mals v okoli bodu 2= 0,
t. j. hmq)(h) = 0. Pro 2 = 0 neni hodnota funkce ¢ defino-

vé,na., poloz1me li p(0) = 0, je funkce @ spojitd v bod& A = 0.
Oznadme ¢g(y) = =, g(y + h) = z + k. Odtud plyne y = f(2),
¥+ h = f(x 4 k). Potom pro k 50 je
flz+ k) — Hz) h 1
k Tyt h—g@ g + k)
Funkce ¢ mé v bodé y derivaci, proto je v ném spojitd, a proto
je také funkce f spojitd v bodé 2. Protofe h = f(z + k) —

— f(z), je také h spojitd funkce proménné % v bod& k = 0, pfi

¢em? limh = 0. ProtoZe ¢(k) je spojitd funkce proménné A
k—0

v bods % = 0, je to také spojitd funkce proménné k v bodd

k=0 (vita 41), takie limgp(k) = 0. Proto také existuje
k-0
derivace funkece f v bodé z a je rovna

i Sz B @) 1 1
= TO el 7@

f'(z)=
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Dokdzané véty uZijeme ke stanoveni derivace inversnich
q_ 1

funkei. Nejprve vezmeme funkei y = Va: = 2%. Ta je defino-

véna v intervalu {0, o0). Funkce k ni inversnf je z = g1,

kde y je v intervalu (0, c0) a q je celé kladné. Tato funkce m4

v kazdém bod& y > 0 derivaci gye—! & 0. Proto podle véty

q—
45 m4 derivaci i funkce ]/ z a tato derivace je rovna
1—g 1
= ~—1
ER IS U W O )
W g q q

Z tohoto vysledku nynt odvodime derivaci mocniny 2

s raciondlnim mocnitelem 7 = %, kde p, g jsou é&isla celd

. ? 1
ag>0,vboddz>0.JetotiZa" =2 7= (:cq)p. Pak podle
pravidla o derivaci sloZenych funkef

1,0 L =1, 1,
@) =p@?) @) =pz’ -;x" =
1
_p e _p
q q
Dostdvame tedy vzorec
(@) = nan-1, (46)

platny pro libovolné raciondlnf » a pro = > 0. Porovnédme-li
jej se vzorcem (27) na str. 71, shleddvdme, Ze je snim totoZny;
vzorec (46) viak pro » Z4d4 méné, pro z zato vice.

Diéle dokéZzeme

(arcsinz)’ = , (arccosz)’ = , (47)

1 1
JT—==2 CJi—a
kde —1<z<1.
Je-li y=arcsinz, kde — 1< 2<1, je z=siny, kde
—in<y< jn. V kaidém vnitinim bodé y intervalu
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{— 37, i) je (siny)’ = cosy > 0; proto v katdém vnitfnim
bodé z intervalu (—1, 1) existuje derivace funkce arcsinz.
Aviak (siny)’ = cosy = J/1 — sin?y = J/1 — 2% (cosy >0,
& proto neni tfeba psit absolutni hodnotu). Je tedy

1 1
Giny)  J1—m
Ponévady déile arccosr = 1z — arcsinx (pfklad 54 konec),
proto je (arccosz)’ = — (aresinz)’, coZ plati opdt pro —-1<
<z<l

Obdobné dostaneme

(a.rcsm:c)’

(48)

, 1 ' 1
(arctgz) = Tz (arccotgz)’ = — Tra

pro kazdé z.
Je-li y = arctgz, je z = tgy pro — iz < y < }ia. Pa.k pro
ka?dé y z intervalu (— iz, izn) je (tgy) =

cos’y
a proto pro kaZdé x existuje derivace
1 1 1
arctgz)’ = co = .
(Bretes) = gy — Y = T gy — 12
PonévadZ arccotgr = }m — arctgr (pfiklad 54), proto
(arccotgzr)’ = — (arctgz)’ pro kazdé z.
PiSeme-li nalezené vzorce ve tvaru integrild, dostdviame
q Zn+l 40
f z" de = ~ 1 (49)

pro ka%dé raciondlni n = — 1 v intervalu (0, o0),

4z = aresinz v intervalu (—1, 1), (50)
l/l — z3

fl - ple arctgz v intervalu (—o0, ™). (61)
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Piiklad 55. (/T 2?)' = [(1 4 2]’ = L(1 + 2?)~+ 2z =

-z pro kaZdé = podle pravidel o derivovani slo-
l/l + 2
Zené funkce.

Ptiklad 56. Méme stanovit derivaci funkce y =
='aresin(sinz). Tato funkce je definovina pro kaZdé z, nebot
sinz je definovan pro kaZdé z a jeho hodnota je v intervalu
{—1, 1>; k této hodnotd lze vZdy najit prisluiny arkussinus.
Derivaci potitdme podle pravidla o derivovdn{ slofené
funkce:

1 cOsx
= —_— . O = ——,
i foosa]

’

Y

nebof Vl — sin%z = |cosz| podle vzorce (45). Tfeba rozliSo-
vat tii piipady: (1) Je-li cosz > 0, t. j. pro 3(4k — 1) w <
<z<}4k+ 1)m, kde k jo celé, je |cosz|= cosz =0,
apaky = 1. (2) Je-licosz < 0,t.j.pro 14k + N <z <
< $(4k+ 3) 7 je |cosx| = —cosz 0, a pak ¥y = — 1.
(3) Kone&né pro z = }(2k + 1) = je cosz = 0 a derivace ne-
existuje.

Zajimavy je priib&h kiivky y = arcsin(sinz) (obr. 63). Nej-
prve vidime, Ze arcsin[sin(z + 2kn)] = arcsin(sinz); je tedy

AN AN
R A R

Obr. 63

studovand funkce periodickd s periodou 2z. Vedle toho pro
— < 2 < Jn je arcsin(sinz) = x (str. 139); je tedy nale
funkce v intervalu {(— }x, }z) zobrazena &isti pHmky y =
=z. Pro Inlz<$n je —inln— =z §n, takie
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arcsin(sinx) = arcsin[sin(z — 2)] = n# — x; funkce je tedy
v intervalu {(}n, §x) zobrazena &isti piimky y =n — «.
V bodech }(2k + 1) z derivace neemtu]e a funkce tam na-
byvé krajmch hodnot.

P¥iklad 57. Integril f%—, kde @ & 0, poditdme

substitucf ax + b= t; pak a dz = dt, takZe

i
4 _ d_1 (ria= l.’T=
Vazx+ o V a 3
. b I . b
v intervalu — |, je-lia >0, a v intervalu —oo,—; R
je-li @ < 0; musi totiz vidy ax + b > 0.

Piiklad 58. Integril f kde a & 0, poditdme sub-

2 + zz
stitucf 2 = af, dr = a df. Dostaneme

dz adt 1 de
_/‘az—}—:cz__[a’-i—a’t2 _/'1-[-t2

1 1
= — tgf — — —
P arctg 2 arctga +c

v intervalu (—o0, o0).

Ptiklad 59. Integrl /I — 2 dz v intervalu (—1, 1) po-
titéme po &dstech. Polo¥ime u = Vl — 23, v =1, pak je

—X
u = V__=.2-, v = z, takZe
l1—2

fl/l—:c“da:_a: 1_z=+fvi’zd’2
—x
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Zlomek v poslednim integrilu upravime takto:
x% =1—(1—:1:”)== 1 —]/l_—a:_z
e == Ji=2 ’
nebof 1 > 2% Pak

e L

takZe

[T=dx = %xl”l — a2+ 1 arcsinz + c.

Mi¥eme viak poditat také substituci £ = sint, dz = cost d¢.
Aby byl i obréeeny pfechod od ¢ k z jednoznadny, omezi-
me se-na t z intervalu (— 1, 1n), takfe ¢t = arcsinz. Po do-
sazeni médme

ST —%2dz = [}/T —sin*. cost dt =" fcos dt,

nebot cost > 0, takze Vl — sin% = ‘cost. PonévadZ cos? —
= 1 — sin%, je

feos® dt = [(1 — sin*)dt = [dt — [sin* dt =
=t — }(¢ — sinf cost)

podle piikladu 42. Zavedeme-li sem opét pivodni proménnou
z, dostaneme

Vl — 2% dx = }(arcsinz 4- xl./iTa:T)- +c.

budeme poéitat substituei

1
P#iklad 60. Integral f ’:_di,

0
z=1tgt, de = %, Ppti demZ proménnou ¢ omezime opdt na

interval (— }m, }7). Pak je t = arctgz, takZe dolnf mez po
tomto dosazenf bude arctgd = O a horni mez arctgl = }sx.
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Dostdvdme tedy

1 in in
2P dx tg? de sin® df =
T+a* | T tg% cos? .| cos®t
0 0 0
=[tgt — )" =1—in
podle pFikladu 40.

Cvident.
71. Stanovte funkci inversni k funkei: a) 1;, b) %,

x

1
c)l/l_mz’d)]/u-;.;a’ e)l/I—x“

72. Jaky tvar musi mit graf funkce f(z), aby byla funkce
inversni totoZnd s funkei piivodni?

73. Naleznéte viecka fefieni rovnice a) tgz = a, b) cosz =

=a,kde — 1< a< 1, ¢) cotgz = a. .

74. Dokaite, %e a) arcsinz = arccosVl —2tpro 0L 2 <
<1, arcsine = — a.rccosVl —z* pro —1 < z< 0, b)
arcsinz = arctg V___ pro —1<z<1, ¢) arctgr =
= arcsin -———— d > d) arcsin(— z) = — arcsinz pro — 1<

Vl + a2
L 2L 1, o) arctg(— z) = — arctgz, f) arceos(— z) = @ —
—arccosz pro — 1< 2<1, g) arocotg(— 2) = m —
— arceotgz. '

15. a) Je-li 2z, < 0 nebo 2,2+ 2,2 < 1, je arcsinz, +
+ arcsinz,= a.rcsin(a:ll/l — 2,2 4 1:,1/1 — z,%; jelli 34
+ 7§ > 1 ajsou-li §sla z;, 7, kladnd, je arcsing, 4 arcsinz, =

149



=7x— a.rcsin(zll/l —a} -+ a:zl/l —zi)jelizit 2 >1 a
jsou-li &isla z,, =, zdpornd, je arcsinz, -}- arcsinz, = — 7w —
— a.rcsm(zll/l — z3 4+ z,l/l — 2}). b) Jeli zyz, < 1, je

z+ 2z,

arctgr, | arctgz, = a.rctg-l—

; je-li z,z, > 1a jsou-li

1+xz

— Ty

+
-+ m; je-hi z,2, > 1 a jsou-li &fsla z,, 2, zdporn4, je arctge, +

disla z,, x, kladn4, je arctgr, | arctgr, = arctg — i

-+ arctgx, = arctg 1;4'& 7. Dokaite.
- T3

76. Stanovte derivaci funkei: a) V:VZVE’ b) 3z + 5,
) JT—=22, d) |z 41, e)Va: + l/:c_, f) ‘lz— arctg %, a =+ 0,

g) arcsin ;—, a %= 0, h) (arcsinz)?, i) arcsinVl — z?,

2z z+
T iz 1) a.rccosz_ T

1
j) arctg :% k) arcsin
T1. Vysetite pribdh funkef: a) arcsin —i—, b) arccos —21:—,

c) arctg %, d) arccotg %, e) arccos(cosz), f) arcsin(cosz),
g) arctg(tgz), h) arctg(cotgz).
78. Urdete primitivni funkce k danym funkeim: a) Vzl/:_c_,.

z 1 S

b 3z + 2, , d ye) P41, f

) o+ 20 i = 9 VT 0
1 — z ,arctgz 1 . z?

l/m' g) 14 2 B) sindz + 2 cos’z’ I I @>0,

i) 1
"Vde—a
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79. Integraci po &dstech vypodtdte: a) fz arctgr dz,
b) farcsinz dz, ¢) [z arcsinz dz, d) 113 ],’ 222 dz,
e) fl/G — bz — 22 d=.

80. Vypodtéte integrily: a) f l/x" dz, m, n celd &fsla,

{2
z dx
m >0 m>—mn, b)f’+3 )fvazz__:;, a £ 0,
0
d) fv——_” a>0, e)f-l/a‘z—zzda:,'a>0.
0

IX. LOGARITMUS A OBECNA MOCNINA

Dovedeme jiZ integrovat funkei 2* v intervalu (0, o) pro
ka%dé raciondlni éislo n &= — 1 podle vzorce (46). Zbyv4 ndm
jedtd vyjimka pro z = — 1. Této vyjimky si v této kapitole

viimneme bliZe. Je-li tedy n = — 1, jde o funkei f(z) = %

Tato funkce je, jak vime, spojitd v intervalech (—c0, 0),
(0, 00) (v&ta 16). Vezmeme si jeden z nich. Bude to interval
(0, o0). Jsou-li @, = dvs &sla z tohoto intervalu, existuje podle
véty 33 integrédl
z
i

a

V&ta 33 sice predpokléds, Ze je a < z, ale tento pfedpoklad
neni podstatny vzhledem k definicim (31) a (32). PovaZuje-
me-li z za proménnou, je F(z) funkce této proménné spojitd
v kaZdém bodé intervalu (0, c0) (véta 37). Pondvadi déle
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