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79. Integraci po &dstech vypodtdte: a) fz arctgr dz,
b) farcsinz dz, ¢) [z arcsinz dz, d) 113 ],’ 222 dz,
e) fl/G — bz — 22 d=.

80. Vypodtéte integrily: a) f l/x" dz, m, n celd &fsla,

{2
z dx
m >0 m>—mn, b)f’+3 )fvazz__:;, a £ 0,
0
d) fv——_” a>0, e)f-l/a‘z—zzda:,'a>0.
0

IX. LOGARITMUS A OBECNA MOCNINA

Dovedeme jiZ integrovat funkei 2* v intervalu (0, o) pro
ka%dé raciondlni éislo n &= — 1 podle vzorce (46). Zbyv4 ndm
jedtd vyjimka pro z = — 1. Této vyjimky si v této kapitole

viimneme bliZe. Je-li tedy n = — 1, jde o funkei f(z) = %

Tato funkce je, jak vime, spojitd v intervalech (—c0, 0),
(0, 00) (v&ta 16). Vezmeme si jeden z nich. Bude to interval
(0, o0). Jsou-li @, = dvs &sla z tohoto intervalu, existuje podle
véty 33 integrédl
z
i

a

V&ta 33 sice predpokléds, Ze je a < z, ale tento pfedpoklad
neni podstatny vzhledem k definicim (31) a (32). PovaZuje-
me-li z za proménnou, je F(z) funkce této proménné spojitd
v kaZdém bodé intervalu (0, c0) (véta 37). Pondvadi déle
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funkee f(z) =—i— je spojitd v ka¥dém bodé z intervalu

(0, o), funkce F m4 v ka%dém tomto bods derivaci, pfi demZ
je F'(z) = f(z) (v&ta 38), a funkce F(z) je tedy primitivni

funkce k funkeci f(z) = %— Tim je dokézéno, Ze v intervalu

(0, o) existuje primitivn{ funkce k funkei f(z) = Tt- Potom

podle véty 39 existuje primitivnich funkef nekoneéné mnoho
& viecky tyto funkce se navzdjem lisi o integradni konstantu.
Vezmeme si jednu uréitou z nich a integraéni konstantu bu-
deme fixovat tak, Ze budeme Z4dat, aby pro z = 1 byla hod-
nota této funkce rovna nule. Takto definovand funkce je
velmi déleZité v diferencidlnim a integrdlnim podtu a nazyvé
se pfirozenyj logaritmus &isla z (znadka lgz); pfi tom je z libo-
volné &islo z intervalu (0, c0). Tak dospivdme ke vzorcim

(lgz)’ =-:;- pro >0, Igl =0, (62)
fi:— =lgz v intervalu (0, ), 1gl = 0.

Oba posledni ¥4dky vyjadfuji jedno a toté%. Vedle toho je
podle (33)

-?—: 1gz—131=lga:
1
&ili
1g,=f$, kde z > 0. (53)
J ,

Tim je pro ka%dé z > 0 definovano urdité &slo lgz; proz < 0
hodnota lgz definovéna neni,

152



1
Funkece f(z) = - je vBak také spojitd v intervalu (— o0, 0);

proto také v tomto intervalu k ni existuje primitivai funkce.
Jeliz < 0, je — z > 0, a pak je definovéna hodnota lg(—z).
Pak podle (42) je

1

1.
lg(—2) = —. (—h= ="

—x

To viak znamend, %e primitivni funkei k funkei f(z)= %
v intervalu (—oo, 0) je funkee lg(— z). Pro z < 0 viak je
— z = |z|; pro z > 0 je |x| = z. Proto funkce f(x) =:—i- mé za

primitivai funkei funkei Ig|z| v ka%dém z obou intervald,
v ném? je funkcee f(x) spojitd, t. j. plati

f% = Ig|z| v intervalech (—c0, 0), (0, ).  (54)

Nyni si odvodime nékteré vlastnosti funkece lgz.
Je lia > O b > 0, je také ab > 0. Potom existuji integraly

f f —, a proto podle (53) a podle véty 36 je

dt - dt dt
1 1 a
Prvni integrél vpravo je lge. Druhy integrdl upravime substi-

tucf ¢t = au, d¢ = @ du. Odtud u = ¢ : a, takZe pro ¢t = a je
u—la.prot_ab]eu—-b Mé.metedy

fd‘ fﬂ‘.= __lgb
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Tim dostdvdme vzorec
lgab = lga + lgb, (55)

platny pro kazdéa > 0,5 > 0. ’

Dosadime-li do vzorce (55) ab = a,, je a = @, : b, nebot
b > 0 podle piedpokladu uéinéného na poditku. Dostdvidme
tak

Iga, = lg% + lgb
a odtud opét pro kaZzdéa > 0,5 >0
lg—5=lga—Igb (56)

(v poslednim vzorei je psino @ misto a,).
Je-li déle b libovolné raciondlni &slo a @ > 0, je

ab
ds
b— | —
lga’ ft .
1

Zavedeme substituci ¢ = u?; pak podle (46) je dt = bud~1 du.
1

Potom u=t"_,ta.kie prot=1je u=1 a pro t =ab je
2= a. Mdme tedy

a a

b1
lgab=f¥=b}fd7u=b.lga,
1

lga® = b . Iga, (57)
pro ka%dé raciondln{ &slo b a proa > 0.
Véta 46. Funkcelgzje spojitd arostouci vintervalu

(0, 0); je-liz>1,jelgz > 0,je-li0 <z < 1,jelgr <0
vedle toho je limlgz = oo, limlgz = — 0.

z—® z—0+

t.].
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Dikaz. To, Ze funkce lgz je spojitd v intervalu (0, 00),
bylo dokdzano jiz na str. 151. Je tfeba ddle dok4zat, Ze je ros-
touci. Zvolme dvd &isla a:l >0, x, > 0. Plat{

Iy
dt dt ds
I,

podle véty 36. Jelliz, < xzya ]e-ht libovolny bod z intervalu

{zy, x4y, pak pro kadé toto ¢ plati ¢t < z,,—i- = ;1- Potom
2

podle vity 34

Iy
fdtt_ _éhfdt = T3 ”1.

£

Aviak z, — z, > 0, proto fT > 0. Plyne tedy z pod-
minky (a)
Fat
lgz, = lgz, + f - > lgz,.

To viak znaéi, e funkce Igz je rostouci v intervalu (0, o).
Je-li 2>1, je tedy lgr>1gl =0, je-li 0<z<1, je
Igz < 1gl = 0.

Jedtd zbyvd dokdzat, e limlgx = a0, t. j. %e ke katdému

dislu k> 0 dovedeme nalézt takové &islo a > 0, %e pro
v8echna z > a je Igz > k (viz str. 36). Abychom to dokézali,
viimnéme si, Ze 2 > 1, a proto lg2 > 0. Je-li ddno libovolné
&islo & > 0, existuje takové celé a kladné &islo n, Ze # 1g2 >
>k ¢&ili 1g2» > k. Pak proka.idez>2"]elgz>lg2">k
Je tedy @ = 2% a tvrzeni je dokdzédno. Vedle toho podle (56)
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. 1
jo lg —= — lgz, nebot lgl = 0. Podle toho limlgz =
T z—0+

= — limlg—a}:- = — o0. Tim je dokdzéna celd véta 46.
1

——m

Posledni tvrzeni této vity Bnamend toto: Roste-li  nade
viecky meze, roste také lgz nade viecky meze; bliZ{-li se z

Y
y-Eg-e*
/ %IQ/
0 1 - X
Obr, 64

k nule (ovSem zprava), klesé lgz pod jakoukoli hodnotu.
Pribéh funkee y = lgz (spolu s funkef k nf inversni) je zné.-
zornén na obr. 64.

Ptiklad 61. Stanovit derivaci funkce f(z) = lg(z® 4 1).

Pro ka%dé z je 22 4 1 > 0, a proto je' funkce f(z) definov4-
na pro kaZdé z. Podle (42) a (52) je

, 1 2z ;
f(@) = AT 2z = F_—}_—lpro ka%dé z.
Ptiklad 62. VySetfit pribsh funkce f(z) = lgsinz.
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Ponévadz sinz >> 0, pokud =z vyhovuje nerovnostem
2kn < x < (2k + 1) 7, kde k je celé, je funkee f(z) = lgsinz
definovéna jen pro tato z. Pro tato z je podle (52) a (42)

Flx)= L . cosz = cotgz.

Pro z=2kn+ jn= 34k + 1)z je [ (z)= cotgr =0,
kdezto pro kaZdé z z intervalu (2ksz, }(4k + 1) ) je f'(z) =

aE)

Obr, 65

= cotgz > 0 a pro kaZdé z z intervalu (}(4%k 4 1) =, (2k +
+ 1)) je f'(z) = cotgz < 0. Proto funkce f(z) = lgsinx na-
byvé maxima pro z = }(4k + 1) ». Toto maximum je rovno
nule. Prib&h dané funkce je zndzornén na obr. 65.

. P¥#iklad 63. Abychom uréili integrdl flgz d, ktery je de-

finovan v intervalu (0, 00), nebof v tomto intervalu je funkce
lgz spojitd, ufijeme methody integrace po ddstech. PoloZime

u=lgz, v'=1; pak je u'=%, v =gz, takieflgzda::
=zlga:——f%.zdz=a:lgx—x+c v intervalu (0, o0).

P#iklad 64. Integrél f %, ktery mé smysl v tch inter-

valech, v nichZ je sinz % 0, t. j. v intervalech (kn, (k+ 1) n),
kde £ je &islo celé, uréfme takto:
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21 inl
d:v 2lx -+ cos?lx dx:l sinizx dz 1
2 smgx cos}z 2 J cosiz
coszx
smi—x ’
nebot sinz = 2 sin}x cos}z podle (10) a 1 = sin®}z 4 cos?}z
podle (12). Abychom ustanovili prvni mtegré.l polozime

cos}z = ¢; pak je df = — } sin}x dx. Proto
1 fsinjx fde
e d = — —_—— — = — 1
[z~ 5= - tat= ot

podle (54). Druhy integrdl uréime substituci sinjz = «,
du = }cos%—xdz takZe

cos}z . . du :
—f sm%:v x =f7= lg|u| = Ig|sin}z|.

Je tedy celkem

dz
—_— = 1 inlz| =
- lg|cosiz| + lg|sin}z| = Ig|tgde| + ¢

podle (56).

Kontrola: Je-li z v intervalu (kr, (k 4 1) n), kde k je celé,
je 3k < 3z < 1(k+ 1) &. Jsou dvé moZnosti: (1) Je-li &
sudé, t. j. je-li k= 2k, kde & je opét celé, je hr < }r <
< 3}(2h + 1) n. Pak je tg}z > 0 a |tglz| = tg}iz, takde

11
(g|tg3=]) = (lgtg}z)’ =

iz cos“:l: 2

1. 1

" 2sinjrcos}z  sinx’

(2) Je-li kliché, t. j. je-i & = 2k — 1, kde & je celé, je 3(2h —
—1)n < 3z < hn. Pak je tglz <0 a |tg}z| = — tg}z,
takZe
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(lgltg=]) = [lg(— tg}=)]' =
1 —1 1 1 1
—tglz costhz" 2 2sinjzcosiz  sinz

Bylo tedy poéitdno spravné.

\

P#iklad 65. Integrél f kde a %+ 0je konstanta,

existuje, pokud 2 > — g, t. j. pro a > 0 v intervalu (—oo
00) a pro @ < 0 v intervalech (—oo0, —V—a) a (V— a, ).
Pro vypodet daného integré.lu je vhodné. substituce

V:::’ +a=t—=x (b)
¢ili

t=z+1/;2+a. (c)
‘Tim je ke kafdému « jednoznalné pfifazeno uréité ¢. Pokud

a+ 0, je také ¢ & 0, nebot pro ¢{= 0 bychom dostali
V z2 + a = — z; tento vztah miiZe byt splndn jen tehdy, kdy%
je 22 + a = z? 61]1 kdy% a = 0, ale to podle nadeho pfedpo-
kladu neni. Z rovnice (b) plyne
24 a=10—2x+ x2
a odtud
12 —
2t

Tim je ke kaZdému ¢ jednoznaéné piifazeno urdité z. Odtud
vyplyvé

a, nebof ¢ ¥ 0.

xr =

i2—a 2+a

Vﬁ+a=t—x=t—7‘=T
a vedle toho
1 2tt—(2—a).1 = t*+4a
dz—?. F dt—Tdt
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Cislo 2 4 a = 2t)/z* + a je vidy riizné od nuly. Kdyby to-
tiz ¢34 a = 0, bylo by Va:’ + a=0, & to nenf, nebot z3 >
> — a. Je tedy

i+ a
f]/x=+a ft’-l—a _f—=lgl‘l—lglx+]/m.

Nalezli jsme tedy vysledek

dz -
fV—zTTT—=lglz+V2’+al_ (68)
v. intervalu (—ao0, 00) proe >0 a

v intervalech (—o0, — V—_a), (V:[z, o0) pro a < 0.

Podle véty 46 je funkee lgz rostouci a spojitd v intervalu

(0, 0). Ponévad? limlgz = o0, limlgz = — oo, vypliuji
zZ—+® z—+0+

viecky hodnoty lgz interval (— oo, o0), & proto také ke ka-
dému &fslu y existuje jedine &fslo = tak, e Igz = y (viz vétu
43). To znamend, %e k funkci lgz existuje funkce inversnf.
Tuto inversnf funkeci oznaéime (prozatim) E(z); jejim oborem
je interval (—co, c0) a v tomto intervalu je to podle véty 44
funkce rostouci a spojitd. Pro y > 1 je z = lgy > 0, pro
0<y<l je z=1gy< 0, gl = 0; vproto pro >0 je
y=Ez)>1,proz<0je O<y=E@x) <1, E(0)=1.
Vedle toho je limE(x) = oo, limE(z) = 0. Priibdh funkce

Z—>m T

y = E(z) je vedle funkce y = lgz zndzornén na obr. 64.

Rovnice y = E(z) je tedy totoZnd s rovnici z = lgy, kde
y > 0. Pfepidme nyni rovnice (55) aZ (57) tak, abychom tam
misto funkee Igz méali funkeci inversni E(x). PoloZme

Iga =r, Igb = s &ili a = E(r), b = E(s).

&
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Pak je ab = E(r). E(s). Podle (55) je lgab = lga -} lgh=
r + 8, tak¥e ab = E(r + s), &ili

E(r) . E(s) = E(r 4 8) pro kazdé r a s, (d)
coZ je rovnice ekvivalentni s rovnici (55).
Podobnd prepfieme rovici (56). Jo 5 gz’; Podle (56)
je lg% =lga — lgh = r — s, takie 7 = E(r — s), &li
E(r) Ry
Ee) E(r— s) pro kaZdé r a s. (e)

Prepidme jestd rovnici (57). Ponévad: a = E(r), proto
a® = E¥(r), kde b je racionalni; pfi tom Eb(r) znadi toté% jako
(E(r)]. Podle (57) je lga® = blga = br. Proto a® = E(br),
takze

E®(r) = E(br) pro racionélni b a pro ka#dé r. (f)

Tato rovnice viak m4 dileZity vyznam. Hodnota E(z) je
defmové,na. pro kaZdé z, proto m4 také pravé strana rovnice
(f) smysl pro ka%dé b (a oviem také pro ka%dér), a proto mé
smysl také levd strana. Je-li b raciondlni, znaéi levé strana
rovnice (f) b-tou mocninu é&isla E(r) = a, je-li b irraciondlnf,
bude ndm rovnice (f) slouZit za definici mocniny éisla B(r) =
= g s irraciondlnim mocnitelem b.*) Podle toho je tedy

a® = E(br), kde r = Iga, b libovolné. )

AvEak rovnici (g) miZeme piepsat ve tvaru lga® = br =.
= b lga; proto vzorec (57) platf pro ka¥dé @ > 0 a pro kazdé
b (a ne jen pro b raciondlnf, jak bylo uvedeno na str. 154).
ProtoZe hodnota E(z) je Uefinovana pro kazdé z, je defino-
védna i pro z=1. Hodnotu E(l) budeme oznafovat pisme-

*) Irracionélni jsou viecka &isla, kterd nejsou racionélnf, t. j.
viecka &isla, kterd se nedaji vyjadFit ve tvaru zlomku, jehoZ Zitatelem
& jmenovatelem jsou &isla cel4 (viz str. 9).
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nem e. Je tedy e takové &islo, Ze Ige = 1. Cfslo e se jmenuje
zdklad pFirozenyjch logaritmi. Je to &slo irraciondlnf a lze vy-
poditat, Ze e = 2,718281828... (tetky znadi, Ze v uvedeném
dsle jsou dalsi desetinnd mista vynechdna). JestliZe tedy
v rovnici (g) poloZime r = 1, je a = e, takie

E(b) = e’ pro kaZdé b.
Piepfeme-li podle toho rovnice (d) aZ (f), mime

er.ef = efts, . (59)
ef1e? = o9, (60)
(er)s — e (61)

pro kazdé r, s. Funkci e® = E(z) pravé definovanou oznadu-
jeme nézvem exponencidlné funkce. Vysledky naSich tvah
miZeme tedy vyslovit vétou:

Véta 47. Exponencidlni funkce e* je spojitd a ros-
touci vintervalu (—oo ); je-liz >0, jee= > 1, je-li
2<0,je0 < e*<1;vedle toho je limez = 00, lime* = 0.

F—> @O Z=r—0

Stanovme nyni derivaci funkce .e® v bodé z. Je-li y = e=,
znadi to totéz jako x = lgy, kde y > 0 ProtoZe inversnf
funkce lgy m4 derivaci v bodd y, kter4 je rovna 1 : y, je podle
véty 45

O = ey “T= Y=
Plati tedy vzorec ,
(e?)’ = e® pro kaZdé z. (62)
Proto také
fe® dz = e? v intervélu (— oo, o). (63)

Obratme se k mocnindm o libovolném zdkladu a o libovol-
ném mocniteli. Podle rovnice (g) je

| gb = bles pro kaidé a > 0 a pro ka%dé b. (64)
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Proto podle (59) aZ (61) je

ar.al = erlga . e:lga = elr + 8)lga — ar+a’

ar: b8 —= erlea : g8 lIga — e(r—a)lga =ar-s,

(a')' = (e’ lga)c — efélega — gre,
Vedle toho je jedtd 17 = e7181 < ¢ = 1 a déle
ar.br = erlgs orled — or(lga +1gb) — orlgad — (ab)r

Pro mocnir'ly definované rovnici (64) platf tedy beze zmény
viecka pravidla, kterd plati pro poditdni s mocninami, jejichZ
mocnitelé jsou &fsla raciondlnif. MiZeme tedy vSech znd-
mych pravidel o poditdni s mocninami beze zmény uZfvat
i pro mocniny s mocniteli irraciondln{mi.

Jestlize aV = z, kde @ > 0, @ % 1, y je libovolnéd a = > 0,
nazyvame ¢islo y logaritmem &isla z o 2dkladu a. Zapisujeme to

y = log,z. (h)
Rovnice (h) znadf tedy pfesné totéz jako rovnice
z=a',kde a >0, a %+ 1. (i)

Utvofime-li pfirozené logaritmy na obou strandch rovnice (i),
vychézi

lgz = y lga.
Ponévad? je @ + 1, je Iga + 0, prote y = lgz : Iga, tak¥e
— gz
loga = lg_(l (65)

Tim je dén pfechod mezi logaritmy o zdkladu g a logaritmy
piirozenymi. Dosadime-li do rovnice (65) # = a, méime

— g _
log,a = lga = 1.

Je tedy logaritmus zdkladu vZdy roven jedné; to byl dévod,
proé jsme é&islo e, které mé tu vlastnost, Ze lge = 1, nazvali
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zakladem pfirozenych logaritmii. Pro praktické podiféni se
uzivd nejléastdji logaritmd o zdkladu 10, které se nazyvaji
-dekadické. Dekadicky logaritmus é&fsla a oznadujeme zpra-
vidla znakem loga. Pro diferencidlni a integrdlni potet viak
vyhovuji lépe logaritmy pfirozené, nebot, jak jeitd uvidime,
mnohé vzorce pro logaritmy pfirozené jsou jednodus3i ne%
pro logaritmy o jiném zdkladu.

Odvodime si ]eﬁté derivace ndkterych dalsich funkei. Je-li
f(x) = 2, kde n je libovolné &slo a z > 0, pak f(z) = enlsz;
proto

1 xm
4 — enlgz —_——n,——= -1.
flx)=c¢e M.—=n o nah-1,
takZe vzorec
(z7)" = na"~1, 2 >0, (66)

ktery jsme zprvu odvodili jen pro,celé » a pozd&ji jsme jej
roz&ffili i na » raciondlni, plati nyni pro libovolné n. Proto
také vzorec

de= T4 1 v intervalu (0 67
fx" x—-m. n#+—1vintervalu (0, 0) (67)

plati i pro kazdé irraciondlnf &islo n + — 1.
Je-li f(z) = a* = e*18, kde a > 0 je konstanta riiznd od
1 a z libovolné, je f'(z) = e%18¢ . Ilgd — a® . Iga, takZe plati

(@a®) =a®.lgaprokaidé zal + a > 0. (68)
Odtud lehko vyplyvi

fa’da;: I_;E .a®*prol % a >0 vintervalu (—o0, c0). (69)

Je.li f(z) = log,z = : e 1070 = 2 2 takde
, 1
(log,x) = aTga' z>0,1%a>0. (70)



Nase dosavadni dvahy ndm ovSem nic neffkaji o tom, jak
se vypottou hodnoty funkei Igz a e® obecnéji log,r a a=.
Tyto hodnoty byvaji sestaveny v riznych tabulkdch a k je-
jich vypoétu se uZivd prostfedku, o némZ se v této kni%ce
nezminujeme. Jsou to t. zv. nekoneéné fady. O nich se lze
blize poudit tieba v kniZce J. Vysina ,,0 nekoneénych fa-
déch*, kterd vysla jako 45. svazek sbirky Cesta k v&déni,
nebo v kazdé udebnici diferencidlnfho podtu.

Piiklad 66. Stanovit derivaci funkce f(z) = z=. )

Tato funkce je definovdna pro kazdé x> 0. Je f(z) =
= e%1¢7, a proto podle pravidla pro derivovdn{ funkei sloZe-
nych

/' (z) = e*le= (l gz + z%) = z%(lgz + 1).
1
Piiklad 67. Vypodisti f

0

Vypoéteme nejprve pfisluinou primitivni funkei. Funkce
e? — e~
e+ o= 2
Pro ka?dé z je e > 0. Zavedeme substituci e® = ¢, pfi fem?%

— e~ 2

G+e—3d:

~

je spojitd pro kazdé z, proto dany integrail existuje.

et —e—? tz2—1 dt

edy — 7 _— = T Y

t> 0.0dtud ezdx dt,ta,kze' e“-l-e"dx Er1 T
-1 2t 1 e —1 dt

Ak GrTeTarl o Pr°t°f"+1 B

[ 2tdt a el
ft‘—l—l f‘ =g +1)—lgg=1g =

= Ig(e® + e—%) 4+ ¢. Absolutni hodnoty nopiieme, nebof

t>0ataké2+1>0. Jetedyoe]kemf 2;:: dz =
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= [lg(e® + e=2)]j = lg(e + e~) — Ig(e® + e~°) = lg(e +

e2 41
-1) — =
+e7) —lg2=lg —

Cvident.

81. Prodislaa,b,cplati: 1+ a2>0,1%56>0,1%+¢>0.
DokaZte: a) loggh.logsa =1, b)logyb.logs.loga =1,
log.c . logye

c) log,c = log,b . logye, d) loggec = Togac + Togse

82. Dokaite: a) Je-li 0 <z, <2, 8 a>1, je log,z, <
<log,za aan <a® b)jeli0 <z, <2z,80<<a<]1, je
log,,:o:1 > logyz, 8 a® > a%.

1\» 1\»t+1
83. o) Dokaiite, %o lg(l + 7) <1, g1+ 7) >1,
n celé Lladn. b) Odbud odvodte, Ze (1 -] < e < (1 n

n+1 n
-—) a e=lim (1 + ) . ¢) Dokaite, %e odtud déle

fA—> Do

plyne e = lim (1 + )“

]

84. Dokaite: a) Je-li f(z) = lgg(x), je f'(z) = 9((27)) pro
ka?dé z, pro né% g(z) > 0. b) 2;"'(:_:)’:)_= lglg(z)| ve viech

intervalech, v nichz je hud g(x) > 0, nebo g(x) < 0.
85. Naleznste derivace funkei: a) zlgr — z, b) Igtgz,

o) lgz(z + 1), d) lgz+ [at +a), a %0, e) lng e
1—2
f) 1glgz, E) 1 h) e?(sint — coszx), i) 2882, j) (ii)m
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86. Urdete primitivni funkce k funkeim: a) - -ll- T b)
x4+ 1 1 2 2x 1 lgz
z—1 ©) 3z 4 2'd)z -2 e)a:‘3+ l’f) %, 8) xlgz'h z'

1
1 -z, ' 202 1
i) e )e"+e-’+2 k) zlgz, 1)'a:e, m) e*sinz, n)
€% cosx.

87. Raciondlni lomenou funkei, jejiZ jmenovatel je mnoho-
&len prveho stupné a &itatel nenf konstanta, integrujeme tak,
Ze nejprve délime Citatele jmenovatelem, &imZ dostaneme
jednak integrdl mnohoélenu, jednak integril tvaru

k
az + b

Uré&ete podle toho: a)fwd b)f— a:—|— ldz,

c)f———d d) 2_3
dz

88 I.ntegré,l tvaru f P
stanty, pfi demZ a + 0, miZe byt trojiho typu:

I. Lze-li jmenovatele rozloZit v soudin dvou riiznych
mnohoélenii prvniho stupné (to nastane tehdy, kdyZ m4 rov-
nice az? + bz + ¢ = 0 dva rizné kofeny r a g ¢&ili kdyz
b* — dac > 0f, jo

dz, kde a, b, k jsou konstanty, pfi ¢emZ a + 0

, kde a, b, ¢ jsou kon-

1 _ 1 1 ]
ax® + bzt c alr—s) \z—r z—3s|
Tim pfevedeme dany integrdl v rozdil dvou integrild jedno-
dusdfch.

II. Nelze-li ]menova.bele rozlotit v soudin (to nastane teh-
dy, kdy%z rovnice ax® - bz + ¢ = 0 nem4 redlné kofeny é&ili
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kdy? b2 — dac<0), je az’+bx+c=a(:c+-?l;—)?+
dac — B3

. . b
+ — @ integrdl pifevedeme substituef z | 5 =
— b2
= 1%1 . t na integrél tvaru (51).

II1. Je-li jmenovatel (nejvye aZ na multiplikativnf kon-
stantu) druhou mocninou mnohoélenu prvniho stupné (to
nastane, kdy% rovnice ax® + bz + ¢ = 0 mé dvojndsobny

kofen ¢&ili kdyZ 4 — 4ac=0), je az’+bz+c=a(x+

b )’ . . b
+ *27 a integrdl potitdme substituci = 4 o = t
Jsou-li k, k konstanty, pak integril

kz+h .k
P T e gg et F bt

bk dz
+(h_%)faxﬂ+ba:+c'
Dokazte.

. Je-li &itatel vysstho stupnd neZ prvniho, dlime nejprve
ditatele jmenovatelem jako ve cvid. 87.

Podle tohoto ndvodu lze poditat ka?dy integrélz raciondlni
funkce lomené, jejim% jmenovatelem je mnohoélen druhého
stupnd. Vypoététe podle toho integrily:

i dx

br— 4
a)fz’—8z+12 dz,b) | @71

z¢dx (x+ 1)dz
c)f 5z-|—4 » d) 3?—:5—2’

+1 r’-{-l
f ’)f 4z+7 )sz+4

168



5dz . [ (4z+ 3)dz
)fa:2+2z+7’l)f(z—3)’ ’

) [ )

89. Integrély tvaru | —————kde q, b, ¢ jsou kon-
Jaz* + bz + ¢
stanty, pii éemZ a & 0 a b? — 4ac + 0, jsou dvojtho typu.

Platf

axt+4 bx 4+ ¢ = a(a:—l—%)z—}- ;M%b’

I Je-li a > 0, pfevddime j.e na tvar udany vzorcem (58)
. b
substituci =} % = t.

II Je.li @ < 0, pfevddime je na tvar (50) substituci z 4

+— Vb _2a . t. P¥i tom je vidy b* > 4ac; prod?
Jsou-li &, hkonstanty, pak
kx+h ky———
= —|az?4 bz 4 ¢
f]/az’-{-bz-}—c V thetet

) [

Doka% te a poditejte podle toho integrily:
&) f —._d'z—-‘ —_—, b) -—z—-'_—_—l dt,
Vz=+4z+13 | = —=2=

)f d) a:—l
12—}—3::—5 91:—3




) z + ! da:, f) ;—_x_.—,
Vet z—3 /8 =5z — 322
— h d:c, .
g)f]/x(4—a:) )f]/4- )fl/4—3z—a:2
3—=z
Tz dz
90. Methodou stené in tegrace dokaste, e

f]/aa:’—l— bz:c—dx=—417(2qz+ b)l/aa:2+bm—|—c—-

_b2—4ac ' dr
8a fl/a:c2+bz+c.

Potitejte podle toho a) [ V 22+ 3z — 4 dz,
b) [z + =+ Ldz, o) [}l — z)dz.

X. UZITI INTEGRALUY

Integrélni podet mé velmi ¥etné pouZiti v praxi; na tomto
mistd si viak véimneme pouze dvou jeho aplikaci dilezitych
v geometrii, & to obsahu rovinnych oborfi a délky rovinné
&ary.

Budiz déna funkce f(z), definovand v jistém uzavieném
intervalu (a, b), kterd m4 tu vlastnost, Ze v celém intervalu
{a, b) je f(x) = 0. Vezméme v tvahu mnoZinu viech bodd
v rovind, jejichZ soufadnice z,y vyhovuji nerovnostem
a< 2L b, 0L y< f(z) (obr. 66, v ndm2 je tato mnoZina
naznadena Srafovdnim). Tuto mnoZinu budeme nazyvat
plocha o pfiradime ji urdité &islo P, které budeme nazyvat
obsah plochy. Z divodt, kterd za chvili vyloZime, budeme
definovat
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