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3—=z
Tz dz
90. Methodou stené in tegrace dokaste, e

f]/aa:’—l— bz:c—dx=—417(2qz+ b)l/aa:2+bm—|—c—-

_b2—4ac ' dr
8a fl/a:c2+bz+c.

Potitejte podle toho a) [ V 22+ 3z — 4 dz,
b) [z + =+ Ldz, o) [}l — z)dz.

X. UZITI INTEGRALUY

Integrélni podet mé velmi ¥etné pouZiti v praxi; na tomto
mistd si viak véimneme pouze dvou jeho aplikaci dilezitych
v geometrii, & to obsahu rovinnych oborfi a délky rovinné
&ary.

Budiz déna funkce f(z), definovand v jistém uzavieném
intervalu (a, b), kterd m4 tu vlastnost, Ze v celém intervalu
{a, b) je f(x) = 0. Vezméme v tvahu mnoZinu viech bodd
v rovind, jejichZ soufadnice z,y vyhovuji nerovnostem
a< 2L b, 0L y< f(z) (obr. 66, v ndm2 je tato mnoZina
naznadena Srafovdnim). Tuto mnoZinu budeme nazyvat
plocha o pfiradime ji urdité &islo P, které budeme nazyvat
obsah plochy. Z divodt, kterd za chvili vyloZime, budeme
definovat
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b
P = [f(=) de, (71)

pokud oviem tento integrél existuje.

V elementdrn{ geometrii se hovoif{ o obsazich n&kterych
ploch, na pf. obdélnika, trojdhelnika atd. Nyni jsme obsah

plochy definovali novym zpiisobem; je oviem tfeba ukdzat,
%e tato nov4 definice je ve shodd s definici plochy zavedené
v elementdrni geometrii. V elementdrni geometrii vychdzime
z t&chto jednoduchych zdkoni:

1. Obsah plochy nenf nikdy zdporny. _

2. Plocha, kterd vznikne sloZenfm dvou ploch s obsaky P,
a P,, mi obsah P, 4 P,.

3. Lezi-li celd plocha obsahu P, uvniti plochy obsahu P,,
jeP, < Py /

4. Obsah obdélnika o rozmérech z, v je zv.

Nage definice (71) témto poZadavkiim vyhovuje:

, L. flz) = 9_pro kaidé z z {a, b); proto podle véty 34 je

[Hz)dz> f0dz = 0~

14 -]

2. Podle dasledku 1 vity 35 jo ff(z)dz = [f(z)dz +
] a a

+ [#(z) dz, kde @ < ¢ <b. Je tedy obsah plochy, kters
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#znikla slofenim dvou ploch o obsazich P, = [f@)dz a
b b4 .
P, = f f(x) dz, vskutku roven soustu P, + P, (obr. 67).
[

y-

y=qlo)

<0
(9 )

a "¢ b a c d b
Obr. 67 "Obr. 68

d
3. Jestlize plocha o obsahu P, = [¢(z) dz le#{ celd uvnit¥
b °

plochy o obsahu P, = [{(z) dz (obr. 68), je jednak a < ¢ <
a

< d < bajednak f(z) > g(x) prokaZdé zz (¢, d).Je-lia < ¢
nebo d < b, poloZime jektd g(x) = 0 pro kazdé z z intervalu
{a, ¢) a z intervalu (d, b); pak je f(z) = g(x) pro kaidé =z
z {a, b). Podle dlisledku 1 véty 35 plati

b b ¢ d
ﬁmm;ﬁmu=hmu+hmu+
’ b d
+ ! g(z) dz = [ g(z) dz,
e [ N
nebot f g()dz =0, f g(x)dr = 0.
a d

4. Jde-li o obdélnik o rozmérech 2, v, je f(z) = v pro kazdé
z
z z intervalu (0, z) (obr. 69), takie P = Jvdz = vz.
0
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Tim miZeme povaiovat vyklad o obsahu plochy za skon-
&eny; jde jen o to, abychom jedtd objasnili, prod jsme k defi-
nici obsahu plochy volili prav® rovnici (71) & Zidnou jinou.
Viimneme-li si geometrického vyznamu
horniho souétu (viz obr. 50), vidime, Ze
plocha, jejiz obsah chceme vyjddFit, leZf
celd uvnitf plochy, jejiz obsah je vyjddien
hornim soudtem. Podobné plocha, jejiZ
obsah je vyjddfen dolnim soudtem (viz
obr. 51), leZi celd uvnitf plochy, jejiz obsah
chceme stanovit. Proto podle naseho z4-
kona 3 plati pro kazdé rozdéleni D inter- 0 Z

valu (a, b) Obr. 69
8(D) = P = s(D).

To tedy znadi, Ze P neni nikdy vétsf ne% infimum hornich

soudtd a soudasnd neni mensi neZ supremum dolnich soudtd.

Existuje-li integrdl funkce } od a do b, musf tedy byt
tento mtegré.l roven obsahu P.

. Prikla.d 68. Vypotisti obsah pil-
kruhu o polomdru r (obr. 70).

<

d Jsou-li z, y soufadnice libovolného
| X bodu na piilkruznici o poloméru 7,
Obr. 70 plati y Vr’ 22, a proto podle

(71) je

P— f V=" dz. Polotime-li 2 = rt, dz =r dt je

= r’_ﬂ/l — t?dt = §r*ercsinf + tVl —8]_1 = {nr?

(viz pHllad 59).

Piiklad 69. Stanovit obsah plochy omezené oblouky kii-
veky=12%ay = V:v (obr. 71).
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Obé kiivky se protinaji jednak v poddtku, jednak v bodé
o soufadnicich 1, 1. Jde vlastné o rozdil ploch OPQR a OPQS.
Plocha OSQR, kterd je omezena obéma kiivkami, je

P={V5dz—{:v’dz=[§:c*—§z’]}, =}.

Nyni se obrdtime k délce oblouku.
V elementérni geometrii se hovori
o délece tdsedky. Jsou-li z,,%, sou-
fadnice jednoho krajniho bodu P,
a @, y, soufadnice druhého kraj-
ntho bodu P, tselky, jejiz délku

oznadime P,P, pak P P,=
= V(a:, — & + (Y3 — %)’ Jsou-li
P,, P,, P, tiilibovolné body, snadno
Obr, 71 dokéZeme, Ze plati PP, + PPy >
= P,P,. Soutadnice danych bodi

oznalme Z,,¥; Tg, Ys; Ty, ¥3; mame dokdzat, Ze

V(“n — 5,2+ (¥ — n)? "I: V(za — z,p + (Ys— Y22 =
2 )@ —nP+ — w

Pro strudnost polofme z, — 2, =@a,, y,—y, = b,, T3 —
— Z3=0y, Yy — Y3=>b, Pak je 2y — 2, =a,+a, y;—
— y, = b, + b,. Mime tedy dokazat, %e pro libovolnd é&fsla
a,,a,, by, by je

Va0 + Ja+ 8= Vet o + 6 bR

Na obou strandch této nerovnosti jsou nezdpornd &isla. Ne-
rovnost bude zcela jisté splnéna tehdy, kdyZ bude splnéna ne-
rovnost, kterd vznikne, kdyZ obd strany umocnime na druhou.

Tim dostaneme,

af + b2 4 2|/ (ad + 89 0 + 03) + af + b3 > (g, + )t +
+ (b + by)?
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¢ili po tpravé

V(a® + t8)(ak + B3) = asa, + byb,.
Na levé strand je nezdporné &islo; tato nerovnost bude zoela
jist8 splnéna, bude-li

|/ (a2 + 83)(ad + B2) = |a,a4 + Byd4,

a tato podminka bude opét splnéna, bude-li splnéna nerov-
nost vznikld novym umocnénim obou stran na druhou

(a2 + b2)(a2 4 b2) = alad | 2a,a.h,b, + 5303
Tuto nerovnost lze upravit na tvar
(@103 — a,by)® > 0,
coZ vBak je splndno vidy. Tim je na3e tvrzeni dokdzéno.

BudiZ nyni ddna funkee f(z) spojitd v intervalu (a, b).
Vezmeme v tivahu mnoZ#inu bodid o soufadnicich z, y, které

vyhovuj{ podminkém e < z< b, y = f(z). Tuto mnoZinu
budeme nazyvat kfivka. Predpokla,d o spojitosti funkee f
v intervalu {a, b) jsme udili proto, aby takto definovand
mnoZina bod# odpovidala tomu, co se v bd%ném Zivoté ozna-
tuje ndzvem kfivka. Sestrojme nyni libovolné rozd&lenf D
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intervalu (a, ) s délicimi body a = @y < 7, < T, < . <
< &,y < z, = b, jako jsme to délali v ka.pltole V. Dé,le se-
strojme na naéi knvce body Py, Py, Py, ..., P,_,, P,, odpo
vidajici hodnotdm proménné =z, z,, %, ..., Ty—y, T, (Viz
obr. 72, ktery je sestrojen pro n= 6), a sestrojme lomenou
¢éru P,P,P,... P,_,P,. Délkou této lomené &iry budeme
rozumét soudet délek dsedek P,P,, P,P,,...,P,_,P,, t. j.

vyraz

L(D) = |/(z, — zoP + [f(=) — fl=)* +

+ Vi@ — 2P + fiwa) — F@)B + ... +

+ V@a =20 + U@ — @B
Pro riizné rozdéleni D dostdvdme riznd &isla L(D).

Predeviim je viddt toto: Je-li D’ zjemndnim rozdséleni D,
pak L(D') = L(D). To je zfejmé, uvddomime-li si, Ze rozdéle-
nf D' vznikne z rozddleni D pfidénim dalSich délicich bodi.

Pfiddme-li mezi dva body z;, x;4+,
rozdsleni D dalsi délicf bod z’ tak,

! %e z,< 2’ < T44,, vznikne nové
lomenéd &ira, jejiz délka se lisi od
délky L(D) jen tim, Ze mezi body
P;, P, je ptidén dalsi bod P’ (obr.
73), a my jsme pied chvilkou doks-
zali, %6 P.P! + P'Pyyy > PiPyy,.
' Toté% plati pro pfidivini dalsich

Obr. 73 délicich bodi, takie je vskutku

L(D')y = L(D).

To nds vede k této definici: Je-li mnoZina viech &sel L(D)
omezen4, nazveme jeji supremum délkou oblouku nasf k¥ivky
mezi body P, a P,.

DokéZeme nynf vétu:
Véta 48. Je-li f(x) funkce spojitd v intervalu {a, b),

P

|
i |
] [}
] ]
1 1
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kterd ma derivaci ve vSech vnitinich bodech tohoto
intervalu, a existuje-li integrdl

1]
L= [}T+ f¥a) dx, (72)

pak k¥ivka y = f(z) mezi body o soufadnicich a, f(e)
a b, f(b) mé délku oblouku rovnou integrdlu (72). Pii
tom f'?(x) znadf totéZ jako [f'(x)]2.

Dfikaz. Napfed pondkud upravime vyraz pro L(D).
Vezméme si k-ty dfléf interval (x;_,, x;) rozdéleni D. ProtoZe
funkee f md podle pfedpokladu derivaci ve viech vnitfnich
bodech intervalu (g, b), a tedy také ve viech vnitfnich bo-
dech intervalu (z,_,, z;), a protoZe je spojitd v bodech
Zp—_y, Ty, jsou splnény pfedpoklady véty o piirfistku funkce
(véta 31), a pak v intervalu (x,_,, ;> existuje takovy vnitini
bod &, pHi demi 2, < & < 3, Ze f(mp) — f(Tr—y) = (7 —
— Zx—,) . f'(&). Je tedy k-ty &len soudttu L(D)

V@ — e + (#@2) — f@e)P = Az, [T+ F3(E),
pii demZ jsme zavedli obvyklé oznadeni Az, — 2, — 2, _,.
Oznadme déle |/ [3(z) = g(z), tale mizeme pebt

L(D) = g(&) - Az, + g(&y) - Az, + ... + (&) - A,

. Z existence integralu L plyne, Ze funkce g(z) je omezend
v intervalu {a, b), a tedy v k-tém dfléfm intervalu (z;_,, 7;>
mé urdité supremum M, a urdité infimum m,; pfi tom zcela

jistd
m < {I(fh) <M,
Nésobime-li tuto nerovnost &islem Az, které je kladné, a pro-
vedeme-li to pro viechny diléi intervaly a viecky takto
vzniklé nerovnosti seéteme, dostaneme
s(D) < L(D) £ 8(D),

kde 8(D) =m, . Az, + m, . 42y + ... + m, . Az, je dolni
soudet pifsluiny k funkei g(z) & k rozdéleni D a S(D)=
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=M, Az, + M;. Az, +... + M, . Ax,je horni soudet pFislus-
ny k téZc funkei a k témuZ rozdélenf. ProtoZe déle podle pied-
pokladu funkece g(z) = Vl + /*(x) m4 integrél L od a do b,
ktery je podle své definice supremem dolnich soudtid s(D) a
zérovern infimem hornich souéti S(D) (str. 89), musi platit

L > s(D), L < S(D) pro ka%dé rozdéleni D.

Oznadime-li ddle K supremum mnoZiny &fsel L(D), plati
K > L(D) pro ka#dé rozdéleni D.

To viak znamend, e K 2> s(D) pro kazdé rozdéleni D, a tedy

také K = L, nebot supremum mnoZiny dolnich soudtd ne-

miize byt vétif nez K. Kdyby totiZ bylo K < L, existovalo

by takové rozdéleni D,, pro néz by

bylo K < &(D,), nebot L je supre-

mum mnoZiny dolnich soudtd, ale

to nenf moZné. S druhé strany viak

: neni mo¥né, aby K > L. Kdyby

| g2 tomu tak bylo, muselo by existovat

: 2p  takové rozdéleni D,, e K > S(D,),

. vzhledem k tomu, Ze L je infimum

! mnoZiny hornich soudtd S(D). Pak

0 a by viak také muselo existovat ta-

kové rozdéleni Dy, %e L(Dg) > 8(Ds),

Obr. 74 vzhledem k tomu, Ze K je supre-

mum mnoZiny viech L(D). Utvofi-

me-li nyni spoledné zjemndéni D, obou rozdéleni D, a D,

je jednak S(D,) < 8(D,) (viz str. 87), jednak L(D,) = L(D,)

(str. 176), takze L(D,) > S(D,), ale to neni mozné. Musi
tedy byt K = L a to jsme méli dokdzat.

Ptiklad 70. Vypotisti délku oblouku paraboly y = %,
kde p > 0, od podatku, jenZ je vrcholem paraboly, do bodu
2
o soufadnicich a, ;—p (@ > 0, obr. 74).
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Podle vzorce (72) je

a 5 l a .
L=fl/1+%dz=;f}’p’+r’ dz,
o - 0

nebof y' = —; Integrujeme methodou per partes PoloZime

4

Vp”-|—:v3=u, v’ = 1; pak je u'=l/pa:+§‘,'v=x, takze
1 _— 1 [ 22dz
L—;["VPz-i-z’]o—;fm‘
_ je 22 dz —
P ]/p“+z2 fl/p”-l- : pzfvp“r s

Aviak podle vzorce (58) je f V?_-l-_? = [lg(= +
0

. Jeito 22 = p® 4 22—

+ ]/p + x?)]s = lg @t sz Tt ‘(absolutni hodnotu nepise-
.me vzhledem k vyznamu tsel z, a, p). Je tedy L=

=%.Vp2+'a,’_—L+ plga—_#:-’-—aaa odtud vyplyvé

@ ya—s, P ot |Pta
L_2—pl/p’+a2+—2-lg P

Nyni toho umime jiZ tolik, e miZeme pfikrodit k tomu,
abychom doplnili ivahy o funkecich sinus a kosinus, které
jsme pied fasem zaloZili na nézoru, nestarajice se prili§
o pfesny vyznam uZivanych pojmi. Provedeme tedy znovu
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vyklad podany v kapitole I. Tam jsme méli kruZnici o polo-
méru 1, zvolili jsme na nf bod 4 a od tohoto bodu jsme na-
nesli oblouk dané délky z (smérem nahoru jsme jej mé&fili
kladné, emérem dold zdporns). Tim
jsme dospéli k bodu B, jehoZ soufad-
nice u, v jsme oznatili ndzvy sinz, cosx
(obr. 75). Aby kaZdému u odpovidalo
jen jediné z, omezime se (prozatim) jen
na pravou polokruZnici, pfi dem¥ bude-
me povaZovat v za funkci soufadnice u.
Jak znimo, je

=)T=u kde — 1L u< 1. (a)
Vyjédifime tedy oblouk z pomoci sou

Obr. 75 Fadnice «. Derivovinim dostdvdme pro
[u] <1
. n_1 ul 1
v 1,1 1 0%= + . 1—
takZe ]
1 Vie=m ———,
V1+ T

Pak podle vzorce (72) je
- dt
X = _— POklld —1l<u<l; (b)
Jr==

Pii tom jsme integradni proménnou oznadili pismenem ¢, aby
nedoslo k nedorozuméni. Integrél na pravé strand rovnice (b)

existuje, nebot funkce

- je spojitd v intervalu (—1, 1)
—t

(v&ta 33); rovnice (b) tedy definuje jakousi funkej proménné
4, kterou oznaéme tieba A(u) (za chvili se oviem ukéie, Ze to
je nade zndmé funkece arcsinu) & které je definovéna v inter-
valu (—1, 1).
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PonévadZ existuje integrdl (b) pro ka?dé « z intervalu
(—1, 1), je funkce A (u) spojitd v intervalu (—1, 1) (v&ta 37).

Ponévadz déle funkce Tl———;; je spojitd v intervalu (—1, 1),
je A'(u) =~ — pro ka?dé u, pro né2 — 1l <u <1
(v8ta 38). Dale platf

A(—u) = — A(u), (c)
nebot substituci t = — 2, dt = — dz, %sté.véme

r dt - dz
A(—u):fl——=——f——='—-A(u).
; JT== J Ji==

Ziejmé jo A(0) = 0.
Nyni dokéZeme, Ze funkce A4(u) je rostouci v intervalu
(—1, 1). Je-li pfednd 0 < u; < u,, <1, jo

[ [+ [

AvBak pro ka#dé ¢, které vyhovuje podml.nce 0y, St

< uy, jo B = ud, takZe také 1 1 Proto podle’
= . - l/ -0~ V 1—ud
véty 34 je
f 1 [
JT—2=)1-4 1=
U, U
takZe

U
de d¢

Vi=a JJi=e
0
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Tim jsme dokézali:

Z nerovnosti 0 < u, < u, < 1 plyne A(u,) < d(u,). (d)
Specidlné pro u > 0 je A(u) > A(0) &li A(u) > 0.

Je-li za druhé u, <0, u, =0, je podle (c) A(w,) =
= — A(— w,), pii demZ — u, >0, takie podle (d) je
A(— w) > 0, — A(u,) > 0, A(u;) < 0. Vedle toho je A(uy) =
> 0, tak¥e zase z nerovnosti u, < u, plyne A(u,) < A(u,).

" Je-li za tietf — 1 u1<u2<0]e1>—u1>—u>
> 0. Proto podle (d je A(— wu;) > A(— uy) &ili podle (c)
— A(uy) > — A(uy), t. j. A(wy) < A(u,). Je tedy funkce
A(u) rostouci v intervalu (—1, 1).

Funkce A(u) je v intervalu (—1, 1) omezend, jak plyne

z této Gvahy: Jeli 0 < ¢ < 1, je 2 < ¢, takde ﬁg
—n =

/\

; proto podle véty 34 prou > 0

roode
A —_—.
W)= f]/l—tz— Vi—¢

Tento posledni integrdl dovedeme vSak spoditat substitucf
1 —t=2z, dt = — dz, tak¥e

= l——

fris=[ [

=2 ,=20-]T—w<2

Jo tedy 0 < A(u) < 2(1 — |'T — u) < 2 pro ka¥dé u, které
vyhovuje podminkédm 0 < » < 1.

Oznaéme o supremum funkce 4(u) v intervalu {0, 1). Pro
#4dné u, pro né%z platf 0 < u < 1, nemiife byt 4(u) = o,

182



nebot A je funkce rostouci v intervalu (—1, 1), a tedy také
v intervalu (0, 1). Kdyby bylo A(u) = w, pak by pro kazdé
u,, pro které plati v < u; <1 (a takové u, jistd existuje,
nebof interval <0, 1) je zprava otevieny), muselo byt 4(u,) >
> , ale to neni moZné, nebot w je supremum viech hodnot
A(u) v intervalu (0, 1). Z toho plyne, Ze limA4(z) = w. M-
%U—>1—

zeme tedy definici funkce A(») doplnit také pro » = 1 hod-
notou A(l)= w. Tim se funkce A stivd spojitou zleva
v bodé u = 1. Podobné poloZime také A(—1) = — w, &mZ
se funkce A stane spojitou zprava v bodé —1.

Podle svého vyznamu znadi &islo w délku oblouku &tvrtiny
kruZnice o poloméru 1. Toto &islo budeme oznadovat, jak je
v3eobecnym zvykem, znakem 4z misto w. Je tedy

u

br=dl=In =
0

a je moZno vypoéitat, Ze 7 = 3,14159265358979...

Méme tedy dokézdno: Funkce x = A(u) je spojitd a ros-
touci v intervalu (—1, 1, pfi em% A(l) = }x, A(—1) =
= — 4x. Proto existuje k funkei 4(u) funkce inversni, ktepé
je rovnéZ spojité a rostouci v intervalu (— =, ) (véta 44).
Tuto inversnf funkece nazyvime, jak jsme jiZ fekli, sinz.

Rovnice u = sinz, kde — 4z < 2 < 4, Fikd tedy plesnd
totéz jako rovnice z = A(u), kde — 1 < < 1. Pro ka%dé
takové u je A(— u) = — A(z) podle (c), p pr1 gemZ také
— 1< —u< 1. Jelitedy 2 = A(u) &ili v = ginz, je — 2 =
= A(— u) &li — » = sin(— z). Proto

sin{— z) = — sinz.

Pondvadi ddle A(0) =0, A(l)=4xn, A(—1)= — ix,
proto

e

8in0 = 0, singx = 1, sin(— ) = — L.



Potitejie derivaci funkce sinz v bodé z. Podle véty 45 je

(sinz)’ l( 1—wi= l/l — sin?z,

T A'(w)

Funkci Vl — sin’z proménné z, kde z je z intervalu (— }x,
$7), oznaéme cosz; je tedy

(sinz)’ = cosz.

Ponévads funkce sinz je spojitd v mtervalu — §n, 47D, je
v tomto intervalu spojitd i funkce cosz = l/ 1 — sin?z, Déle
je podle pravidla o derivovéni slofenych funkef

(cosz) = (V 1 — sin%z)’ = 0% | cosz= — sinz.

Vl — gin?z _

Vedle toho cos(— z) = Vl — sin)(— z) = Vl — sin%z = cosz
a déle cos0 = /T — sin®0 = 1, cosjn = cos(— }n) =
= Vl — 1 = 0. Podle rovnice (a) je zfejmé, %e cosx = v &ili
Ze cosz je druhé soufadnice bodu B, jehoZ jedna soufadnice
je sinz.

\ Prozatim méme definoviny hodnoty funkei sinz & cosz

pouze v oboru {(— }x, '}n) Nyni rozéffime definici tdchto
funkef na kaZdé z takto

Proka%dé z necht plati
sinz = — 'sin(x -} =), cosx = — ocos(z -} 7). (e)

Tim jsou nae funkce definovdny pro ka#dé z. Je-li toti% =
libovolné &fslo, miiZeme vZdy z n8ho dostat pfittenim nebo
odedtenim vhodného celistvého ndsobku &isla » takové &islo
2, které padne do intervalu {— ¥=, }7), pI'l Semi z 4 kx =
= 2z, kde k je celé &slo. Pak plati .

ginz = sinz, COBZ == CO8Z, ]e-h k sudé,
sinx = — sinz, cosx = — cosz, je-li k liché.
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Ve zvldstaim piipadd pro k = 2 je
sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosz

a to znamend, Ze funkce sinz i cosz jsou periodické s periodou
27,
Odvodime déle: Plati-li

(sinz)’ = cosz, (cosz) = — sinz {f)
pro néjaké z, plati tytéz vztahy i pro £ + z. Vskutku je
[sin(z 4+ #)}) = (— sinz)’ = — (sinx) = — cosx =
= cos(x + =),
[oos(z 4 7))’ = (— cosz)’ = — (cosz) = — (— sing) =
= — gin(r + x).

ProtoZe vzorce (f) platily pro kaZdé z z intervalu (— 3}, 47),
platf viibec pro ka?dé z s vyjimkou hodnot z = 4z + k=, kde
k je celé. Nalezené vzorce viak plati i pro tyto vyloudené
hodnoty, nebof pro jednostranné derivace v bodd z = ix
méme

(8inZ)gmjn— = lim (sinz)’ = lim cosr = cosgsx,*)
> n— Z=rir—
(8in®)fejny = lim (sinz)’ = lim cosz = — lim cosxr =
z+ixn+ z+jnt 2>—jnt+
= — cos(— }x) = cosj;
(cO8Z)gmin— = lim (cosz)’ = lim (— sinz) = — singx,
i*imf Z+jn—
(c08Z)omyns = lim (cosz)’ = lim (— sinz) = lim sinzr =
z>int z+in+ Z—int
= sin(— }zn) = — sin}xn.

ProtoZe derivace zleva v bodé 4= je rovna derivaci zprava,
existuje derivace v bodé 4, pfi demZ je

(Sin%)gmyn = cOBYaT, (COBT)gays = — singm.

*) (sinz)’z—jn— znadi derivaci zleva funkee sinz v bodd §n atd.;
podobnd dile (einz)’zey~ znadf derivaci funkee sinz v bods 4.
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Plati tedy vzorce (f) bez jakékoli yyjimky. a
Utvoime nynf funkei proménné z
F(z) = [sin(z + y) — sinz cosy — cosz siny]? 4
—+ [cos(z + y) — cosx cosy | sinz siny]?,
kde y je libovolnd konstanta. Derivace této funkce podle pro-
ménné z je
F'(x) = 2[sin(z 4+ y) — sinx cosy — cosz siny][cos(z + y) —
— cosz cosy + sinz siny] + 2[cos(zx + y) — cosx cosy -
+ sinz siny][— sin(x + y) + sinz cosy + cosx siny] = 0.
To v8ak znamend, Ze F'(z) = ¢ pro kaidé z, kde c je konstanta
(dlisledek v&ty 31). Abychom spodetli toto ¢, dosadime za x
kteroukoli hodnotu, tieba z = 0. Pak je F(0) = (siny —
— siny)? 4 (cosy — cosy)? = 0. Je tedy F(x) = 0 pro kazdé
z. AvSak F(x) je soudet dvou druhych mocnin. Ten se miZe
rovnat nule jen tehdy, kdy% se rovnaji nule oba z4klady, t. j.
kdyz
sin(z + y) = sinz cosy |+ cosz siny,
cos(r + y) = cosz cosy — sinz siny.
Odtud jiz mizeme odvodit viecky dalsi vysledky zkapitoly I.
Jeitd ndm zbyvd dokdzat vzorec (20) z kapitoly III. Ten
viak jiz dokdZeme snadno. Je-li z > 0, oznadme J interval
{0, z); je-li z < 0, oznaéme J interval (x, 0>. V intervalu J
jsou splnény pfedpoklady véty 31 o pfirfistku funkce, proto
v ném existuje takovy vniténi bod &, Ze
sinz — 8in0 = (z — 0) . (sinz); .,
neboli

—— = cosé.
JestliZe se z bli%i k nule, bli%{ se k nule také &, proto

lim — = limcos§ = 1,
z=0 T ¢~0
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nebof pravd strana nasi rovnice ma limitu; musf ji mit tedy
také levd strana a obé tyto limity se musi navzdjem rovnat.

Nalezené funkce sinz a cosz maji viecky vlastnosti, které
maji funkce zavedené v kapitole I. Jsou to tedy tytéz funkce.
Proto i pomocné funkce A(u) je inversni funkce k funkei sinz,
t. j. A(u) = arcsinu, jak jsme jiZ na poddtku napovédéli.
Tim jsou odstrandny v3ecky pochybnosti, které jsme vyslo-
vili v kapitole I & IIL.

Také zde jsme dokdzali pouze existenci funkei sinz
a cosz a nezabyvali jsme se otdzkou, jak se vypodtou
hodnoty t#chto funkei. K tomu se nejlépe hodf opét neko-
neéné Fady, jejichz vyklad vSak nespadd do rdmce této
kniZky.

Crileni.

91. Stanovte obsah plochy omezené a) jednou polovinou
kfivky y = sinz a osou z, b) obloukem kfivky y = 2%, osou x
a piimkou z = 1 (» > 0). ¢) elipsou o poloosich a, b, jeZ m4d
rovnici b2z a%? = a%?, d) obloukem hyperboly b*r®* —
— a®y® = a??, osou z a pkimkami z = z;, z = z,; p¥ tom
a <z, <z, a celd plocha le#i nad osou z.

92, Vypodtéte obsah plochy spoleéné dvéma shodnym sou.
stfeduym elipsdm o poloosich a, b, z nichZ jedna vznikne
z druhé otodenim o pravy thel.

93. Vypodtéte obsah plochy A
omezené kfivkou zt¥ + y¥ = af f
zvanou astroida, pfi emZ a > 0 t A,
je konstanta. %2 '
94. a) Jestlife polohu bodu A ' P R
v rovind udédvéme délkou pritvo- 2] x' % l
dite 04 — g a whlem X 304= O % %
= @ sevfenym kladnd oriento- Obr. 76



vanou osou z & pravoditem 04, je rovnice kfivky
déna vztahem p = f(p). Pak velikost plochy P = 04,4,

[
(obr. 76) je P = }[f3(¢) dp. Dokaste. b) Podle toho vypottéte

#
plochu omezenou kiivkou (22 + y2)2 = 2a2(2? — y?2), zvanou
lemniskata (@ > 0).

95. Stanovte délku oblouku k¥ivky a) y = lgz mezi dvéma
body, jejichZ soufadnice x jsou 0 < z;, << ¥y, b) ¥y = e® mezi
dvéma body, jejichZ soufadnice z jsou x; < z,.

96. Odivodndte, %e objem rotadniho télesa, které vznikne,
ot4&f-li se plocha omezend obloukem kiivky y = f(z), osou «
a pfimkami z = a, = b (@ << b), kolem osy z, je vyjédien
vzorcem '

b
> V = nffi(z) dz,

pii demi f(z) = O v intervalu {a, b).

97. Vypodtéte a) objem koule o poloméru r, b) objem
rota&niho elipsoidu, ktery vznikne, otd&i-li se elipsa o polo-
osich @, b kolem ndkteré své osy.

98. Vypodtéte objem rotadniho jednodilného hyperboloi-
du, jehoZ podstavy maji polomér r, jehoZ hrdlovd kruZnice
mé polomé&r g a vyska je v. (Hrdlovd kruZnice je nejmensi
kruZnice na povrchu hyperboloidu.) '

99. Vypo&tste objem télesa, které vznikne, otddi-1i se kruz-
nice o poloméru r kolem piimky, jejiZ vzddlenost od st¥edu
kruZnice je a (@ > r).

100. Vypodtéte objem t&lesa, které vznikne, otd&i-li se
lemniskata z cvid. 94 a) kolem osy z, b) kolem osy ¥.
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