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sobé (sloZeny) daji opét zdkrytovy pohyb, Ze ke kaZdému
zdkrytovému pohybu existuje zdkrytovy pohyb zpétny, uvi-
déjicf dtvar v kazdém jeho bodu do pivodni polohy (tedy
sklddajici 8 danym pohybem pohyb identicky) a pod. Stu-
dium zpfisobd sklédéni zdkrytovych pohybi a téch souvislosti
mezi témito pohyby, které jsou sklddinim dény (pouhy poéet
zékrytovych pohybi #fkd p#ili§ malo, jak jsme vidéli na p¥i-
kladé obdélnika a tvtvaru na
obr. 1), tvofi matematicky ob-
sah theorie geometrické pravi- i
delnosti. Tak jsme vedeni
k pojmu grupy zdkryto-
vych pohybd, kterymZztond- -
zvem oznadme prozatim zhru-
ba souhrn zdkrytovych pohybi
daného ttvaru vzhledem k to-
mu, jak se zé,krytove pohyby
skla,da.p Tento pOJem si ob-
jasnime bliZe pomoci pfikladu -
zdkrytovych pohybét rovno-
stranného trojthelnika.
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Cvident k 1,1.

1. Urdete zék.rytové pohyby: a) pravidelného Sestiihelnika, b) vl-
novky y = sinz, c) neomezené &tverové sitd v roving, d) téie sitd
opatfené jestd uhlopiitkami.

2. Ukaste, jak vynechdnim a) vhod.nych bodua, b) vhodnych
usetek vznikne z rovnostranného trojihelnika (obr. 5) Gtvar o 3 zé-
krytovych pohybech (kterych?).

1,2. GRUPA ZAKRYTOVYCH POHYBU ROVNOSTRAN-
NEHO TROJUHELNIKA. AXIOMY GRUPY.

Abychom mohli sledovat skldddni zdkrytovych pohybu
rovnostranného trojibelnika (obr. 5)! vyznaéme si pro jedno-

! Cten4f udini dobfe, kdy? si vystiihne z papfru rovnostranny troj-
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duchost jednotlivé zdkrytové pohyby takto: Pismena 4, B, C
necht znadi po fadé jednotliva pfeklopeni kolem osy tihlu
&, B, y. Pismena D a E necht znaéi pohyby dané otodenim ro-
viny trojihelnika o 120° a 0 240° (proti sméru ruéiéek hodin),
a konetné J necht znaéi identicky pohyb (dany otodenim
o 0°). Tim jsme pojmenovalj viech 6 zékrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnika, jak se &tendf sim snadno pfe-

s s wiw

A|lB|C|D|E|J
A | J|D|E|B|C]|A
B|E|J|D|C|A|B
CiD|E|J]|A|B]|C
D|ClA|B|E|J|D
E|lB|C|A|J|D]|E
J|A|B|C|D|E|J

Tab. I.

hyb, feknéme Z, vznikly tim, Ze po jistém zdkrytovém po-
hybu Y provedeme je§té jisty zdkrytovy pohyb X, budeme
prosté psit jako XY, tedy Z = XY. Misto XX piSeme pak
X2, Skldddni zdkrytovych pohybt rovnostranného trojihel-
nike nyni nejlépe uvidime na nésledujici tabulce (tab. 1),
jejiz sprivné sestrojeni necht si dtendf ovéfi (viz pozn. 1).
thelnik (radsji nikoli ten, ktery je na obt. 5 v knize) a sleduje ndzornd
grupu jeho zékrytovych péhybi podle dalstho vykladu; pozor na to,
Ze po pieklopeni se m&nf amysl kladného otéent.
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Jeji uZiti je zFejmé: vysledek CD na pf. otodeni o 120°,
t.j. pohybu D, ndsledovaného pfeklopenim kolem osy dhlu v,
t. j. pohybem C, najdeme v priiseliku fddku uvedeného
pismenem D a sloupce, uvedeného pismenem C, tedy odeéte-
me CD = B vysledek je pfeklopeni kolem osy uhlu 8; po-
dobné AB = E, AA = A% = J atp.

Pomoci tabulky 1 lze nyni pohodIné uréovat i vysledné zé-
krytové pohyby (rovnostranného trojihelnika) sloZené pte-
depsanym zplsobem?2) postupné z vice ne% ze dvou pohybi.

(AB)C = EC = A, A*D = D, (BC)(DE) = DJ = D.

(Slovni vyznam té&chto rovnosti si étendf laskavé uvédomi
sdm.) A '

JiZ z toho, co bylo dosud fedeno a napsino, étendfe moZnd
napadlo, Ze mezi skldd4dnim zdkrytovych pohybt (v daném
pfikladé rovnostranného trojihelnika) a ndsobenim &isel
je jistd podobnost. Vytkndme si, v éem sklddéni zdkrytovych
pohybtt (dejme tomu rovnostranného trojihelnika) se sho-
duje s ndsobenim é&isel (mysleme pro uréitost na kladnd &isla
lomend (&ili raciondlni &isla)), t.j. formulujeme zdkony plat-
né pro oboji. To jsou privé axiomy grupy.

Axiom (1). \

Predevsim nahliZime, %e libovolné dva zdkrytové po-
hyby X a Y sloZeny v urditém pofadi X, ¥ daji opét zdkryto-
vy pohyb, feknéme Z = XY (téhoZz rovnostranného troj-
dhelnika), pfi dem% vysledny zdkrytovy pohyb Z je urden
jednoznaénsé, t. j. nezdvisle na tom, jakym zplisobem byly
provedeny pohyby X, resp. Y.

Podobns libovolnd dvé kladnd lomend ¢&isla, feknéme R =
= § a § = {4 daji jednoznadéné uréeny soudin RS = & =
= 0,12 nezdvisle na tom, zda &islo R je ddno na p¥klad jako

2 Zapisovén{ po sobd né,sledu,)ic(ch pohybd od prava doleva mé

avoje duvody, jeZ se objasn{ pfi definici ,,ndsobeni‘‘ permutacf a trans-
formaef v odst. 1,3. Je dule£ité ei na to zvyknout.
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1,2 nebo &islo S je ddno jako 5-2+3 nebo jakkoli jinak —

50
jen kdyZ jsou &isla t4z.

Rikdme strudng, %e skldddni zakrytovych pohyba, stejné
jako nasobeni &isel, spliiuje zdkonneomezenostiajedno-
znaénosti.

Axiom (2).

Déle shleddavame toto:

Skliddme-li jakékoli tii zdkrytové pohyby Z,Y, X, (v na-
Sem pfipadé na pf. tii pfeklopeni X =4, Y =B, Z = C),
pak jsou dvé moZnosti, jak to provést, ani% porusime proti-
abecedné vyznadeny sled kterychkoli dvou z uvaZovanych
pohybt. Jednak lze nejprve utvofit pohyb YZ provedenim
pohybu Y po pohybu Z a nechat po jiZ zndmém pohybu YZ
nésledovat pohyb X. Za druhé mozno pohyb Z nechat nésle-
dovat (pfedem jiZ zndmym) vysledkem XY sloZeni pochybu ¥
ndsledovaného pohybem X. Pfi prvé moZnosti utvofime tedy
pohyb X(YZ), pti druhé pohyb (XY)Z. V nasem pitikladé
mame jednou A(BC) = AE = B a podruhé (4B)C = EC =
= B, tedy totéZ. Snadno si uvédomime, Ze tomu tak musi byt
pfi sklddéni pohybi vidycky, nebof i pfi druhé moznosti
vlastné nisleduji t¥i dané pohyby v daném pofadi privé tak
jako pfi moZnosti prvé.

Rikéme, Ze je splnén zdkon asociativity a piSeme jej
struéné

(XY)Z = X(YZ).

Tento zdkon, jak dobfe vime ze 8koly i z pocetni praxe, je
splnén pii nédsobeni "¢isel (nahradime-li zdkrytové pohyby
&isly). Jeho dileZitost (kterd byvé Zasto stirdna p¥ilid po-
vrchni formulaci ,,nezdlezi na uzdvorkovani‘) tkvi v moz-
nosti definovat jednoznaénd sloZeni tii (a vice) zdkrytovych
pohybil v daném pofddku rovnostmi

XYZ = (XY)Z = X(YZ);
z toho pak plyne mo#nost definovat
X'=XXX, X¢=XXXX, atd.
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Axiom (3).

Mezi ¢isly je pravé jedno, totiZz 1, naddno vlastnosti, Ze
nechédva jakékoli ¢islo jim ndsobené beze zmény. Tuto Glohu
jednotky v souboru zakrytovych pohybﬁ m4é zminény 1den-
ticky zdkrytovy pohyb J, coZ zapisujeme rovnostmi

XJ=JX=X
platnymi pro kaidy pohyb X. Rikéme, Ze je splnén zdkon
jednotkového prvku, pokud budeme pozdéji hovofit
obecnéji o prvecich grupy misto o zdkrytovych pobybech,
budeme nazyvat J jednotkovym prvkem.
Axiom (4).
Ke kazdému lomenému &islu L (rozumi se dle pfedpokladu

L % 0) mdme jedno jediné &islo Il/’ t. zv. pfevrdcenou hod-

notu k L, t. j. ¢islo, jeZ zndsobeno danym é&islem d4 jednotku,

1 1 1
E—al—1 = — is &1 —1 i -—_—
L, 7 1 y? . L. (Plseme radéji L—1namisto L)'
Podobné i ke kazdému zdkrytovému pohybu (rovnostran-
ného trojihelnika) X mame pfesné jeden zpétny pohyb X1
totiz takovy, Ze po pohybu X se timto pohybem X -1 vrdtime
zpstglo vychozi polohy, coZ pfSeme rovnosti

XX =J.
Pohyby X a X —!se vzdjemnd ,,rudi‘, t. . je téZ
XX—1=J.

Na pf.-A-! = A, protoze AA = A* = J, nebo D-*=E
protoze DD—! = D-1D = J = DE. (Viz tabulka.)

Tomu, Ze kazdému zdkrytovému pohybu existuje jeden je-
diny zpétny pohyb, fikime, Ze je splnén zdkon inversniho
prvku; ten dovoluje spolu se zdkonem asociativity providét
u zédkrytovych pohybii obdobu d&leni &isel, to jest: do-
voluje ke dvéma danym pohybim Y a Z uréit pohyb X talk,
aby XY = Z; zfejmé totiz musi byt X = ZY-!. Podobné
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pro pohyb X hledany rovnici YX = Z nalézéme X = Y -1Z.
Na pf. so ptejme, jaky pohyb musi pfedchidzet pfed pieklo-
penim B kolem osy thlu g naseho trojuhelnika, aby vysledek
bylo otodeni D o 120°? Nahlédnutim do tabulky zjidfujeme
X = B-1D = BD = C jako odpovéd, t. j. jako FeSeni rov-
nosti BX = D. Slovy: hledany pohyb je pfeklopeni kolem
osy uhlu y. .

Tuto dilefitou okolnost, Ze zdkrytové pohyby (rovno-
stranného trojihelnika) spliuji uvedené &tyfi zdkony (axio-
my grupy) struéné vyjadifujeme réenim, Ze zdkrytové po-
hyby tvofi grupu vzhledem k sklddani pohybi.
Ctyti axiomy grupy jsou pravé tim, co maji viechny iplné
soubory zdkrytovych pohybh kteréhokoli geometricky pravi-
delného titvaru spole¢né. Pojem grupy (zdkrytovych pohybil)
tedy vystihuje matematickou podstatu pojmu pravidelnosti
dtvara (prostorovych i rovinnych). Vidéli jsme viak také, Ze
grupové axiomy jsou splnény pravé tak i pro ndsobeni
(kladnych lomenych) &isel misto sklddani pohybi, kde tyto
axiomy jsou ze 8koly nim dobfe znamymi zdkladnimi podet-
nimi zdkony, jichZ uZivime v kazdodenni podetni praxi, aniz
jsme si toho pro jejich samoziejmost védomi. MizZeme tedy
Fici, Ze kladnd lomen4 &isla tvofi rovné? grupu, t. zv. ndsobici
(¢ili multiplikativni) grupu kladnych lomenych &isel.

Je vBak jesté jeden (potetni) zikon (axiom), ktery je splnén
pro nésobeni &sel a neni splnén na pf. pro skldddni zékryto-
vych pohybd rovnostranného trojihelnika, totiz t. zv. z4-
kon zdménnosti &ili zdkon komutativity.

Axiom (5).
NezéleZi na pofadi éinitelii, struéné ve tvaru rovnosti
XY =YX,
platné pro ka?dé X a ka%dé Y.
Skutedns totiz vidime, Ze na pf. je
DA =0C, ale AD=B
12



slovy: pfeklopeni kolem osy dhlu x nédsledované otoftnfin
o0 120° dé preklopeni kolem osy whlu y, kdeZto otoéeni o 12Q°
nésledované pfeklopenim kolem osy uhlu « dé prehloﬁcui
kolem osy thlu 8.

Rikdme, e ndsobici grupa kladnych lomenych x}) je
komutativni grupa, také nékde: Abelova® grupa, kdeito '
zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelnika neni ko-
mutativni.

Jsou tu oviem i dalsi rozdily mezi ob&ma grupami. Tak na
pi. vech kladnych lomenych &sel je nekonedné mnoho,
kdeZto viech zdkrytovych pohybl rovnostranného trojihel-
nika je kone¢n& mnoho, totiz 6.

Rikéme, %e ndsobici grupa kladnych lomenych &sel je ne-
koneénd,* kdezto grupa zdkrytovych pohybd trojihelnika
rovnostranného je konednd, konedného ¥ddu 6. Jiny
rozdil, souvisici s privé uvedenym, je tento: Libovolny zlo-
mek a rizny od jednotky mé vesmés navzdjem rizné mocni-
ny s celistvymi kladnymi mocniteli a, a2, a® ... Naproti
tomu libovolny zikrytovy pohyb X trojihelnika rovmo-
stranného proveden Sestkrite po sob& d4 identicky pohyb,
t. j. zde plati bez omezeni rovnost X¢ = J, takie X7 = X,
X8 = X2 ..., — ,mocniny“ se ddle periodicky opakuji.
(Vime dokonce, Ze kazdy ze zékrytovych (neidentickych) po-
hybd rovnostranného trojihelnika, ponévadz je to vidy bud
pieklopeni, anebo otodeni o 120°, resp. o 240°, spliuje vidy
jednu z rovnosti X2 = J nebo X2 = J.)

Za pomoci toho, co jsme si pravé uvedli, si tedy uvédomu-
jeme tento souhrnny poznatek: Nékteré zdkladni podetni zd-
kony, totiZ t. zv. zdkony -grupové (1) aZ (4), samozfejmé

3 Na podest pFeddasnd zemfelého norského matematika N, H. Abela
(1. pol. XIX. stol.).

4 O rozliSovéanf ruznych nekoneden se &tendf poudf v kniZce této
sbirky B. Pospisil: Nekonefno v matematice; tam zjisti, 2o viech klad-
nych lomenyoh &fsel je spotetnd nekoneénd mnoho (tolik kolik celych
kladnych dfsel) — jojieh grupa je tedy, jak e iké spodeind neko-
ne&né.
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splnéné pii ndsobeni (kladnych lomenych, p¥. i jinych) &isel
nalézdme splnény i pfi skliddni zakrytovych pohybi geo-
metricky pravidelnych tdtvard; tato okolnost, Ze zdkrytové
pohyby tvoii grupu, je spole¢nou podstatou pojmu geo-
metrické pravidelnosti. Sklddinim zavidime jakési
»ndsobeni‘ (ve zvl. pf. ,,moenéni*) zdkrytovych pohybd.
VSechny vlastnosti, samozfejmé pro ndsobeni a mocnéni
&isel viak pro toto ,,ndsobeni‘‘ jiZ nejsou samozfejmymi, ze-
jména neplat{ neomezeny zdkon zdménnosti pro sklddéni
zékrytovych pohybi.

K doplnéni dodejme: Grupa zdkrytovych pohybi nemusi
oviem byt konednd. Co vice, z konelnosti pravidelného
itvaru neplyne koneénost grupy zdkrytovych pohybi, jak to
vidime na zfejmé nekonedné grupé zikrytovych pohybi
kruZnice. Rovnéz z nekoneénosti (t. j. neomezenosti) rovin-
ného pravidelného dtvaru neplyne nekonednost grupy jeho
zékrytovych pohybd, jak to vidime na grupd zdkrytovych
pohybl obyéejného osového kiize (dvou navzdjem kolmych
piimek); tato grupa je fddu 8 (obsahuje 8 zdkrytovych po-
hybii: 4 pieklopeni a 4 otodenf).

Uvedenim do obecného pojmu grupy pomoci pojmu geometrické
pravidelnosti sledujeme zhruba cestu, kterou (dle ndzoru nékterych
matematiki, jako je 4. Speiser® jit staii Egyptané dosli k neuvédo-
malé znalosti a8 pouZitf tohoto jednoho ze zdkladnich pojmi modernf
matematiky. Zaroveli méme tak jiz na zaldtku moZnost naznalit
nékolik odpovédi na otézku, nag je theorie grup, tato zikladni discipli-
ne abstraktni algebry. Bez obsirnych vykladu je pfednd pochopitelné,
%e ruzné ulohy z ornamentélni geometrické vyzdoby (at jiz
ploiné nebo prostorové) jsou v podstatd ilohami theorie grup zdkry-
tovych pohybd. Pravé nepfedstiZné mistrovstvi starych Egyptana
v ornamentélni geometricky pravidelné vyzdob® je davodem k né-
zoru, %e jiZ oni v podstatd znali pojem kone&né i nekonedné grupy,
ktery se v novovdké matematice objevuje teprve v XIX. stoleti.

Theorie konednych grup (zékrytovych pohybu) je dédle podstatnym
pomocnikem nauky o t. zv. pravidelnych mnohosténech vepsa-
nych do koule. (Stru¢né odvozeni tvaru pravidelnych mnohosténi
pomoci theorie grup najde &tendf na pf. v uéebnici Zassenhausovd.®

8 Srov. jeho Theorie der Gruppen endlicher Ordnung.
¢ H, Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie.
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Piimou praktickou diuleZitost mé theorie grup zékrytovych pohybu
v krystalografii, t. j. v nauce o geometrické pravidelnosti krysta-
la,” af jiz jde o t. zv. makrokrystaly (viditelngch rozméra) nebo
o mikrokrystaly (neviditelné pouhym okem).

Podobn® mé theorie grup aplikaci i v chemii, v theorii stereoiso-
merd, t. j. v nauce o chemickych slouteninéch tychz atoml v témz
podtu, ale lisicich se geometrickym uspofddénim v molekule.?

Cuvident k 1,2.

1. ABCD = 1, ABDE = ?, A®B® — ? Rebte rovnice AX = E;
XE = B, XB = X*C.

2. Najdéte dalsi piiklady dvojic zdkrytovych pohybi rovnostran-
ného trojihelnika, které ukazuji neplatnost komutativniho zékona.

3. A =1}, D78 =1, (AD)'® = ? (Néavod: na pi. D® = J = D°
a pod.; uZijte déleni mocnitele se zbytkem!)

4. Piesvédite se, %e v grupd zékrytovych pohybl rovnostranného
trojuhelnika neplat{ vidy poudka: Soudin se umocni, umocni-li se
jednotlivi &initelé. (Najdéte pohyby X, ¥, aby pro vhodny mocnitel,

“celistvé n bylo (XY)* & X® ¥Yn.)

5.*Sklédejme po sobé provédéné zdkrytové pohyby rovnostran-
ného trojihelnika tak, %e pfi tom kaZdou osu pieklépéni povaiujeme
za nehybnou (pevné danou v pivodni rovind), stejnd jako osu otadeni
roviny. Takové skldédén{ spliuje 1., 3. a 4. axiom theorie grup, nikoli
viak 2. axiom asociativity. Presvédéte se o tom.

6. Sestrojte tabulku pro grupu zékrytovych pohybu &tverce.
Ukazte, Ze je to komutativn{ grupa.

'

1,3. OBECNY POJEM GRUPY. JINE PRIKLADY
GRUP.

K vytéeni ¢tyf axiomi grupy jsme byli pfivedeni potfebou
objasnit pojem geometrické pravidelnosti; pfi tom se uké-
zalo, %e axiomy grupy, platici pro sklddani zékrytovych po-
hybt geometricky pravidelného dtvaru jsou vlastné n&kte-
rymi poéetnimi zdkony, které plati pro ndsobeni &isel (na pf.
kladnych zlomkd). Aviak ukdZeme si, v jak rozmanitych

i Blizé{ v ugebnici Speiserovsd nebo ve specidlni monografii od
F. Burckhardta (viz lit. na konci).

8 Viz na pf. Pély a, Acta Mathematica (1937).
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