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8.*Ukazte, 7o ndsledujici ndsobenf je grupové (jsou splnény axiomy
1, 2, 3, 4): Prvky grupy necht jsou vechny skupiny predméta, vy-
brané z n danych pfedméti, véetnd skupiny priazdné a skupiny viech
n pfedméta. Ndsobeni necht je didno timto predpisem: z danych
dvou skupin — ¢&initeld — utvofime novou skupinu — souéin — tim,
%e shrneme do jedné skupiny ty pFfedméty, jeZz jsou soudasnd v obou
danych skupindch s tdmi piedméty, jeZ jsou soudasn® mimo obé dané
skupiny. (Jednotkou bude plné skupina.)

9.*DokaZte, 2e grupa, v ni% plati £? = § (j jednotke grupy) pro
kazdy prvek z, je komutativni. Uvaite %e z~! = r plati pro kaZdy
prvek z.)

10.*Doka%te, Ze homogenni linedrni transformece dvojice promdn-
nyoh z, ¢ ve dvojici proménnych z’, ¢’ dané rovnicemi tvarn

2’ = k(z — vt) b= 1
ro-f s (T
c’
v

kde ¢ je konstenta, v je parametr, |v| < |¢| tvofi grupu, t. zv. Lo-
rentzovu grupu specidlni theorie relativity. (¢ =— 3 . 10° cm/seo
je stéla rychlost svétla ve vakuu, z, ¢ jsou délke a &as (v cm a sec)
na relativnd klidné piimce a; z’, ¢’ jsou délka a &as na relativné pohy-
bované piimce a’ rychlosti v (stélou) a rovnobéinou s piimkou g.2*

1,4. POJEM ISOMORFISMU GRUP. ABSTRAKTNI{
POJETI GRUPY (TYP ISOMORFISMU).

Jak jsme v pfedchozim poznali, prvky grupy mohou byt
véci velmi rozmanitého druhu: na pf. zdkrytové pohyby,
disla, permutace, geometrické transformace, matice, barvy,
skupiny z danych pfedméti. Ndsobeni v grupé miiZe byt
déno velmi riznymi zpisoby: na pf. sklddénim zékrytovych
pohybii, ndsobenim ¢&isel v plivodnim smyslu slova, sedit4-
nim é&isel, kombinovanim permutaci v daném pofadi, postup-
nym providénim geometrickych transformaci, ndsobenim

2 Srov. F. Zaviika, Einsteiniv princip relativnosts a theorie gravi-
taénd, JCMF Praha 1925, str. 60.
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matic, misenfm barev, shrnovdnim pfedméti ze dvou skupin
do jedné, pokud se nevyskytuji v obou.

Stédvd se viak, Ze dvé grupy, aékoli se lidi vzéjemné bud
ve svych prvcich, (nékterych & ve viech) anebo ve zpusobu,
resp. vysledeich grupového ndsobeni, anebo v obojim, ptece
jsou téhoZ typu, ¢ili, jak se ¥ikd, jsou isomorfni (z fec. iso =
stejné, morfos — tvar). Pojem isomorfismu grup si diive
objasnime na piikladech, neZ piistoupime k jeho definici; je
to jeden ze zdkladnich pojmu celé abstraktni algebry.

Vratme se ke grupé zdkrytovych pohybi rovnostranného
trojihelnika z odst. 1,2. Oznaéme 8i jeho vrcholy v zdkladni
poloze ¢islicemi 1, 2, 3 od levého dolniho vrcholu poédinaje
proti sméru rudek hodin (obr. 5). Pak s kazdym zakrytovym
pohybem dojde k uréité soudasné ndhradé kazdého z ¢&isel
1, 2, 3 opét jednim z &isel 1, 2, 3, &ili k permutaci &isel 1, 2, 3,
nebo chceme-li, k permutaci vrehold. Obrécené, kaZdd ze
Sesti permutaci t¥i &isel 1, 2, 3 je takto ddna prévé jednim
zé,krytovym pohybem naéeho trO]uhelnika, Avsak co je diile-
trOJuhelmka. odpov1da.]101m1 permutacemi, pak jsme tim jiZ
zastoupili i kazdy soudin (vysledek sloZeni) pehybi sou-
¢inem permutaci, odpovidajicichpotfadédanym po-

hybim. Tak na pf. permutace (i gg) odpovidé pieklopeni

A kolem osy uhlu x, permutace (; % g) odpovidd ototeni E

132
. (:13 ? g) = (; g :13) je permutace odpovidajici pfeklopeni
kolem osy thlu 8, B = A . E (viz tab. v 1,2 a obr. 6).

Vidime tedy, Ze symetrickou grupu permutaci &, miZeme
od grupy zdkrytovych pohybii rovnostranného trojtihelnika
odliSit jen konkretni povahou prvki (jednou pohyby roviny
trojuhelnika, po druhé permutace) & riznym zptsobem, ja-

roviny trojihelnika o 240°. Souéin obou permutaci (l 2 3) .
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kym se provadl nasobeni. Pomoci vhodného vzédjemné jedno-
znatného piifazeni prvki jedné grupy k prvkum druhé lze
v3ak ptenést ndsobeni z jedné grupy do druhé a obrécens.
Abychom nés piiklad doplnili, sestrojme si jeSté i grupu
sklddajici se ze Sesti dvojfddkovych matic, kterd bude rovnéZz
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typu nasi grupy viech permutaci t¥i pfedmétd, &ili typu grupy
viech zakrytovych pohybi rovnostranného trojuhelnika, a to
pomoci pitikladi 2 a 3 z odst. 1,3.

Euklidovské otodeni D roviny rovnostranného trojihelnika
o uhel 120° (ili o =) je déno linedrni homogenni transfor-
maci

z=— ' — §|3y’
v= 13— .
protoze
TT . 27'[ $—
By = CO8 - = = 3 @ =— sin o = — %]/3,
. 27 = 2n
g = sm? = %V3, ayy = cos? =— 1.

Podobné otodeni D — & o 240° (éi.h' o 4%:) je dino trans-

formaci
r=— 3z + %V3y',
y=— 432 — 1.
Koneéné pteklopenim C kolem osy dhlu ¥ je ddno transfor-
maci
r=—2,
y=v".

Z obou otodeni D a E a z pieklopeni C dovedeme sloZit
viechny ostatni zikrytové pohyby rovnostranného troj-
uhelnika (viz tab. z odst. 1,2), nebof nalézéme 4 = CD,
B = CE. Nahradme tedy zdkrytové pohyby piisluSnymi,
analyticky je vyjadfujicimi linedrnimi homogennimi trans-
formacemi, skldddni pohybi nahradme postupnym prova-
dénim transformaci a konené transformace a jejich po-
stupné providéni nahradme pfisluSnymi maticemi a jejich
nasobenim podle pfedchoziho odstavee. Dostaneme celkem
toto vzdjemné jednoznadné pfifazen{ zikrytovych pohybit
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k permutacim a permutac{ k maticim 2. stupné (s redlnymi
koeficienty), které vzdjemné pfendsi sklidéni pohybi v né-
sobeni permutaci a v ndsobeni matic (srov.) tab. 1 a obr. 6:

Zékrytovy pohyb Permutace .

(rovnostr. trojuh.) (3 vrcholu) Matice (2. stupnd)
Pieklopeni 4 123 1 1)/3
(kolem osy dhlu ) """ °° 77777 132)°" %V?,— -1/

Pteklopeni B : 123
(kolem osy dhlu g) ~*"*T""
Preklopeni C (l 23 (

(kolem Osy ﬁhlu y) ..........

Otodeni Do 4+120°.......... (l 2:13) N i _ _’:’V3)
23 3 -1
Otodeni £ 0 +240° .......... 123 —1 _ 12]!/3
312 _11/3 _1
z z
S 123 10
Identicky pohyb J .......... (1 23) (0 l)

Takovému vzdjemné jednoznaénému piifazeni prvki jed-
né grupy k prvkim jiné grupy, jaké je tu vyznadeno
tedy takovému, které vystihuje ndsobeni v jedné grupé
ndsobenim v jiné (které pfevddi nédsobeni v jedné grups
v ndsobeni v druhé), fkdme isomorfni zobrazent jedné grupy
na druhou grupu; ob& grupy pak plati za (vzdjemné) iso-
morfni. Uvedme si jefté jeden kazdému dobfe zndmy pfi-
klad takového isomorfniho zobrazeni jedné grupy na druhou.
Prvni grupa budiZ ndsobici grupa vsech kladngch redlnych
¢éisel, druhd grupa budiz seéétact grupa vdech redlnych &isel
vitbec. Pak za isomorfni zobrazeni prvni grupy na druhou mi-
%eme povaZovat logaritmovani (feknéme pti zdkladu 10).
Ke kazdému kladnému é&islu je ddna jedind realna hodnota
jeho logaritmu pfi zdkladu 10, kazdé redlné &islo (kladné, z4-
porné i nula) je desitkovym logaritmem pr4vé jednoho klad-
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ného redlného ¢isla, a co hlavniho, logaritmus souéinu se
rovné soudtu logaritmi, &ili nédsobeni kladnych redlnych
&isel se vystihuje (podetné jednodudtim) setitanim &isel redl-
nych (viabec), totiz prislusnych logaritmii. Z tohoto pfikladu
té% vidime, Ze takové isomorfni zobrazeni jedné grupy (na pf.
nasobici grupy kladnych redlnych é&isel) na jinou grupu (na
pi. setitaci grupu viech redlnych &isel) nemusi byt jen jedno,
nebof prévé takovy isomorfismus davé i logaritmovan{ pfi
jiném, t¥eba pfi t. zv. pfirozeném zikladu.

Pfistupme nyni k ob8irné a presné definici dileZitého
pojmu isomorfniho zobrazeni a isomorfismu grup.

Definice.

Budtez @ a H dvé grupy. Necht ke kaZdému prvku x
z grupy @ je ptifazenim f ddn pfesné jeden prvek y = f(x)
z grupy H,t.zv. obraz prvkux z G pfizobrazeni f, tak, Ze
jsou splnény tyto dvé podminky:

(i) ke kazdému prvku y z grupy H existuje pravé jeden
prvek z z grupy G tak, Ze y = f(z),

(ii) pro kazdé dva prvky x, a z, z grupy @ je splnéna rov-

nost
f(z1z5) = f(z,) . f(z,)

(jestliZe soudin v G vyznadujeme prostym psanim éiniteld
vedle sebe a soudin v H kvili rozlifeni vyznaujeme teékou
mezi &initeli).

Rikéme, Ze grupa G, jeisomorfni s grupou G, ]esthie
existuje aspon jedno takové isomorfni zobrazeni G na. G,,
a vyznaéujeme to symbolem

Gy~ G,

V piedchozim pfikladé H byla ndsobici grupa kladnych
redlnych &isel, G byla seditaci grupa viech redlnych &isel &ili
1. jest tFeba nahradit ,,-“ (pfi ¢emZ nic nevadi, Ze zde na-
hodou viechny prvky prvni grupy jsou obsaZeny mezi prvky
druhé grupy, coZ je oviem moZné jen pfi nekoneénych gru-
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péch) isomorfni zobrageni f byl desitkovy logaritmus, f(z) =
= log,o 2.
Jaky smysl md pojem isomorfismu grup?

Piedevsim ten, Ze stadf dokdzat poudku o jedné urédité
grupé, abychom tim méli zdrovenh ddno neomezené mnoZstvi
odpovidajicich poudek pro kazdou grupu, kterd se ukdze byt
8 danou grupou isomorfni. Je to poZadavek obecnosti vysled-
ki theorie grup, ktery nut{ k jasnému zavedeni a vyuZiti
pojmu isomorfismu.

Abstraktni theorie grup se tedy nezabyva urlitou kon-
kretni grupou (jako na pf. je grupa permutaci daného poétu
pfedméti nebo grupa matic s redlnymi koeficienty daného
stupné), nybrz formuluje svoje poudky tak, aby platily pro
viechny konkretni, vzdjemné isomorfni grupy soudasné, a to
nejen pro ty, které jiZz zndme, nybrZ i pro vdechny, s nimiz
bychom se kdy mohli setkat. Cili abstraktni theorie grup mé
za 8vé vlastni pfedméty celé typy vzdjemné isomorfnich grup
(typy isomorfie, nebo jak se méné vhodné, ale struénéji ik,
abstraktni grupy), nikoli jednotlivé grupy samotné. Ab-
strahuje se tu tedy jak od (poéetnich) zpiisobi, jakymi je v té
které grupé vytvafeni soudinu z jeho &initeli zavedeno (at jiz
si vzpomeneme na pf. na ndsobeni permutaci nebo ndsobeni
matic), tak i od samotného druhu prvku grupy (od toho, zda
jsou to permutace nebo pohyby nebo i &isla). Takovito ab-
strakce je pravé nutnd k tomu, abychom, pfendsejice vlast-
nosti a zékonitosti z jedné grupy na druhou (s touto isomorf-
ni), nepfenesli pfipadné omylem néjakou specifickou vlast-
nost, zaloZenou v povaze prvki nebo ve zpuisobu providéni
ndsobeni jedné. konkretni grupy, tedy vlastnost & vztah,
které do vlastni theorie grup nepat¥i.

Pro typ isomorfismu grup je tedy podstatny 1. podet jejich
prvki (v pfislusném zobecnéni i na t. zv. nekonedny podet
4ili mohutnost. mnoZstvi prvkid grupy, o tom viz Pospisil,
cit. v pozn. 3), 2. okolnost, Ze ke kaZdym dvéma prvkim
grupy v daném pofadi je (néjak) stenoven jednoznaéné je-
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jich soudin podrobeny axiomdm (1) a% (4), lhostejno, jakym
zpfisobem se ndsobeni uskutedni.

Smysl popsané abstrakce v theorii grup je ddle v tom, Ze
abstraktni theorie grup, nepfestivajic na abstraktnim ze-
v3eobeciiovani vlastnosti znimych konkretnich grup syste-
maticky hledéd v3echny typy grup, které jenom (po pf. jeSté
za dodateinych pifedpokladi) jsou vibec logicky moZné,
i kdy% pfedem ptiklady takovych grup znimy nejsou; na-
opak, klade si, mimo jiné, za tkol takové piiklady uméle
hledat, sestrojovat je. UZitednost takového poéindni pro se-
zndnf grupové zdkonitosti je pravé takovi, jako v pfirodnich
véddch pokusné sestrojovdni pfirodnich déji za umélych
podminek, které sice (po ptipadd zatim) v pfirodé nebyly na-
lezeny, ale maji pro poznini dané pfirodni zékonitosti dile-
%ity vyznam theoreticky (jeho? prakticky dosah se musf
difve &i pozdéji objevit).

Cvident k 1,4.

1. DokaZte, Ze ndsobici grupa vSech komplexnich &isel = 0 (tvaru
z + y) je isomorfni s ndsobici grupou matic tvaru

( z y) (z, y redlnd disla, zy + 0).
—y z
2. Ukaite, %e grupe zdkrytovych pohybu nekonedného pédsu na
obr. 3 je isomorfni sedftaci grupou celych &fsel. (Udejte presnd iso-
morfn{ zobrazen{.)

3. Ukaite, Ze grupa zdkrytovych otoéeni pravidelného n-thelnika
& nésobici grupa viech n-tych odmocnin z 1 jsou isomorfni grupy
(cyklické grupy #4du n). (Udejte pFesnd isomorfni zobrazeni.)

4.*UkaZte, %o Booleova grupa z par. 1,3 a grupa ze cvid. 8* (za
tym% par.) jsou isomorfni grupy (pfi stejném podtu danych pred-
méta). (Isomorfn{ zobrazeni pfifazuje skupind predmdta jakoito
prvku jedné grupy skupinu viech zbyvajicich pfedméti jakoito
prvek druhé grupy.)
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