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8. Ukaite, Ze nésobici grupa viech komplexnich &isel o absolutni
hodnoté = 1 je isomorin{ s grupou vech euklidovskych ototenf ro-
viny (viz cvid. 1 k 1,4).

9.*Ukazte, %o vSechny regularnf lomené transformace T(a,, b,,
a,y, by) jedné reélné (po pf. komplexni) proménné z tvaru
_azx+b
" ag + b,
kde a,, b,, a,, by jsou redlné (komplexnf) &isla, t. j. parametry trans.
formace T'(a,, b, a,, b;), kterd je jimi plnd uréena, a kde a,b, —
— a4b; + 0 (podminka reguldrnosti)) tvoif grupu (zvlastni piipad
t. zv. projektivni grupy).

Ukaite, Ze tato grupa (kterd jakoito grupa transformaci jedné
proménné nenf linedrnf) je isomorfn{ s grupou viéech linedrnich
homog. transformaci dvou proménnych (&ili je isomorfni s grupou
viech regulérnich matic stupné 2).

Ukatzte, Ze t. zv. afinni transformace tvaru z’ = a,z -+ b; tvoFi
podgrupu (zvl. piipad t. zv. afinni grupy).

F(a,, by, ay by) = lz'

1,6. ROZDELENI PRVKU GRUPY DO TRID DLE POD.-

GRUPY.HOMOMORFNIZOBRAZENI, NORMALNI POD-

GRUPA, PODILOVA GRUPA. 1. A 2. VETA O ISOMOR-
FISMU. POJEM JEDNODUCHE GRUPY.

Budi? G n&jakd grupa a H néjaks jeji podgrupa. Vynasob-
me si libovolné zvolenym prvkem z grupy G postupné vse-
chny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvofme si vSechny
prvky tvaru z . A, kde % probihd celou podgrupu H. Souhrn
téchto prvkil si oznadime jako z . H a nazyvdme jej levou
tFldou prvku x podle podgrupy H.

UkéZeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro prvky z,
a T, jsou jen dvé moZnosti: budto obé tf¥idy splyvaji (obsahuji
tytéz prvky grupy) anebo obé t¥idy nemaji spoleéné prvky.
Jsou totiZ jisté jen dva mozZné ptipady: budto obé tiidy z,H
a x,H maji spoleény prvek, anebo spnledny prvek nemaji.
V prvnim pfipadé budiZ = takovy spoleény prvek. Potom je
z = z, . h; = z, . h, pfi vhodnych prvcich &, a h, z podgrupy
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H. Libovolny prvek z levé tiidy z,H mi tvar x, . k, kde & je'
prvek z podgrupy H. Dosazenim z pfedchoziho mime

2. h=1xy. hy . k7t . D

ProtoZe H je podgrupa, lezi v ni s prvky Ay, ks, b i soudin
kg . kit .k, takZe libovolny prvek z, . A z levé tiidy prvku z,
patii do levé tiidy prvku z,. Pravé tak dokdZeme, Ze i obrd-
cené libovolny prvek z levé t¥idy prvku z, patii do levé t¥idy
prvku z,. Tedy je v pfipadé spoleéncho prvku opravdu dokd-
zéno, %e obé levé tiidy splyvaji, ¢imZz je na8 prvy fakt
prokdzén.

Druhy fakt vyslovime jen pro koneéné grupy, adkoli
v pfisluSném zobecnéni pojmu podtu prvkdé na nekonedné
souhrny (viz pozn. 3, plati rovnéZ. Zni takto: viechny levé
t¥dy dle téZe podgrupy obsahuji tyZ podet prvka grupy, tak
veliky, kolik je prvki podgrupy.

Libovoln4 leva t¥ida zH obsahuje jisté nejvyse tolik prvki
grupy, t. j. ndsobki prvky z podgrupy H, kolik je v H prvkd.
Avsak 24dné dva rizné prvky %, a k, z podgrupy H nemohou
ddt vyndsobenim tyZ prvek levé tiidy, protoze z = .h, =
=z .hy by plynulo vyndsobenim prvkem z—! zleva, Ze

1 = k.

Oba poznatky spojeny tedy pravi, Ze prvky grupy jsou
kaZdou jeji podgrupou rozdéleny do jistého poétu ,,pfihrd-
dek’, to jest levych tfid podle dané podgrupy, pfi éemz pocdet
prvki ve t¥d8 je tyZ pro kazdou z nich. Mezi levymi t¥idami
oviem vystupuje i podgrupa sama jakoZto tfida jednotko-
vého prvku grupy. Z toho mdme tento disledek:

Véta 5.

V katdé koneéné grupé je ¥dd (. §. pocet proki) grupy ndsob-
kem Fddu kaZdé z jejich podgrup.

Skuteéné, f4d podgrupy je tolikrit obsaZen v fddu grupy,
kolik je levych t¥id dle této podgrupy. Vysledek déleni fadu
grupy fadem podgrupy se nazyvd sndexem dané podgrupy.
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Rozumi se, %e podobné tivahy lze délat pravé tak pro po-
dobné definované pravé tiidy dle podgrupy, coz si tu od-
pustime.

Zvl4sté jednoduse tvofenymi podgrupami, které nalézdme
v kazdé grupé jsou t. zv. cyklické podgrupy. Je-li @ dani
grupaaa eji prvek, pak cyklickd podgrupa je tvofena viemi
mocnmaml prvku a

e~ a-la =4al,a ...
Jestlize grupa G je koneénd, nemohou byt ani mocniny
a=ata%al, ...
viechny rizné, nybrz musi byt pfi jistém pfirozeném mocni-
teli m vétdim neZ jiné prirozene k am = a*, ¢&ili am—k = j; né-
které prirozené mocniny prvku a ddvaji ]ed.notku (grupy) 7.
Nejmensi phrozeny kladny mocnitel n, pro né&jz j je ar = j,—
existuje-li oviem — je t. zv. fdd prvku. Je to zdroven i fdd
cyklické podgrupy, vytvoiené prvkem a, protoZe prvky této
cyklické podgrupy jsou mocniny @, a? @3,...,a"*" 1, a"% =j
v podtu n. (Nepfekvapuje nds, Ze pak je tfebas pro prvek a
fadu 7
a—%=ad a® = a?)
Neexistuje-li takové n, aby a® = j, pak fikdme, Ze prvek je
nekonedného fidu. V tom pfipadd jsou vesmés ruzné
mocniny
a8, a2 a1 a0 =4, al,a%dd, ...
a tvofi t. zv. nekonednou cyklickou grupu. Nekonetné cy-
klické grupy jsou zfejmé isomorfni se seditaci grupou vsech
celych &fsel, totiZ mocniteld vytvdfejiciho prvku a. Berouce
specidlné v Gvahu cyklické podgrupy miiZeme vyslovit tento
diisledek véty 5: '

Rdd proku koneéné grupy je délitelem #ddu grupy.

Z tohoto tvrzeni plyne t. zv. mald Fermatova?$ véta &i-
selné theorie.

# Fermat byl veliky francouzsky matematik ze 17. stol., jeden
zo zlo)l:ladatelﬁ novovéké meatematiky. (Pojem grupy oviem jestd ne-
nal.
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Mald Fermat®va véta pravi toto: Jestlize a je celé &slo
nesoudélné s celym kladnym é&islem n, a jestlie oznaéime
jako @(n) potet celych kladnych &isel mensich neZ n a nesou-
délnych s n (kritce nesoudélnych zbytkil) — é&islo 1 v to po-
¢itaje — potom mocnina a?®) distetné vydélena &isem % za-
nechavd zbytek 1. Krétce tvrzeni vypisujeme symbolem

a?®) = 1 (modn)

smluvivse si, Ze £ = y (modn) (éti: z kongruentni s ¥ mo-
dulo ») znamend obecn$, Ze rozdil x — y je ndsobkem celého
kladného é&isla, » t. zv. modulu (0 = 0. = je rovnéZ nidsobek
&isla n). p je t. zv. Eulerova®® funkce &iselné theorie.

Odvozeni malé Fermatovy véty z naSeho disledku
véty 5 bude ukdzkou aplikace abstraktni poudky z theorie
grup na konkretnim matematickém materidlu. Provedme
je proto dikladné.

Bézi vlastné pouze o vytéeni vhodné grupy tak, aby téméi
bezprostfednim uZitim nafeho tvrzeni (Ze totiz ¥4d prvku ko-
neéné grupy je délitelem ¥4du grupy) na tuto grupu vyply-
nula mald Fermatova véta. K tomu cili musime uéinit dvé
véci: pfedné vytknout, co budou prvky nasi grupy, a za
druhé uréit pro né grupové ndsobeni.

Prvky nasi grupy budou nikoli snad jednotlivd &isla, ny-
brz jisté celé t. zv. zbytkové t¥idy dle délitele, t. zv. mo-
dulu », t. j. budou to od sebe oddélené skupiny celych &isel a
kaZd4a z téchto skupin bude obsahovat nekonednd mnoho ce-
Iych &isel. Do jedné takové skupmy ddme vSechna celd &isla,
kterd davaji tyZ cely nezdporny zbytek pfi déleni modulem .
Jinymi slovy, dvé celd &isla @ a b patii do téZe zbytkové
tiidy dle modulu », coZ piSeme a = b (modn), tehdy a jen
tehdy, kdyz rozdil @ — b je dé&litelny modulem n slovem (d8li-
telny rozumi se vidy délitelny beze zbytku); totéZ plati oviem
o rozdilu b —a = — (¢ — b). (Na pf. pro » =12 patH
54 =625 =52 .12 4 1 do téZe zbytkové tiidy modulo 12

% L. E-uler byl znamenity ndmecky matematik 18. stol., ktery
proZil &4st ¥ivota v Rusku v tehdejiim Petrohrad$ (Leningrads).

56



jako 1; — 3 = 9 (mod12) protoze —3 —9=—12=—1.
.12)

Zbytkovou tfidu, do niZ patif &islo a, vyznadujeme nékdy
pomoci pruhu nahote, tedy jako @, takie @ = b znadf, Ze
zbytkova tfida &isla a je tdZ, jako zbytkovd t¥ida &isla b;
checeme-li viak presnéji vyznaéit i modul », ddme pfednost
zptisobu psani obvyklému v theorii &isel:

a = b (modn).

Je snadné nahlédnout, Ze v3echna &isla celd se vlivem da-
ného modulu » rozpadaji do zbytkovych tfid pfi emZ 24dné
&islo nepatii do dvou tfid soudasné a Ze tedy zbytkovych tiid
je pravé tolik, kolik je nezdpornych zbytki, které miZeme
dostat pfi (84stedném) déleni &islem =». Tyto tédy jsou
tedy 0,1,2,...,n — 1.

Ze zbytkovych tfid si nyni vybereme za prvky nasi grupy
jen zbytkové t¥idy téch zbytki, které jsou s modulem » ne-
soudélné (maji za nejvEtsiho spoledného délitele &islo 1). Po-
tet-takovych zbytkid a tedy takovych pfislusnych zbytko-
vych tiid je g(n), pro n = 12 na pF. ¢(12) = 4. Zde je
tfeba si uvédomit dvoji véc. Pfedné zbytek 0 neni nesoudélny
(= je soudélny) s &islem n, nebot 0 =n.0an = n.1, tedy
&isla 0 a = maji za nejvétsi spoledny ndsobek dislo n, &ili tiida
0, t. j. t¥éida viech ndsobkd modulu » do na3i grupy nepatii
zatim co ti{da 1 samoziejmé do nadf grupy pat¥i. Za druhé,
jestliZe &islo a zanechdvé cely nezdporny zbytek r, (pfi déleni
modulem 7) nesoudélny s »n, pak i samo éislo a. je s % nesou-
délné. Takové ¢&fslo lze totiz vyjadrit (8dstednym délenim)
jako

a=¢q.n+ 7,

(kde &fslo g je vysledek &dsteéného déleni). Kdyby &islo @ bylo
délitelno néjakym kladnym délitelem ¢ modulu =, pak by
timto délitelem ¢ musel byt délitelny i rozdilea —g.n =r,
proti piedpokladu. Ale privé tak i obrécens, jestlize &islo a je
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nesoudélné s modulem n, pak z privé naznadeného déleni
disla @ modulem 7, plyne nesoudélnost zbytku 74 8 %, nebot
jinak by i @ bylo soudélné s n. MiiZzeme tedy prosté Fici, Ze
prvky nadi grupy budou zbytkové tfidy takovych celych
tisel, kterd jsou nesoudélnd s modulem » a Ze naSe grupa
obndsi p(n) prvki.

Grupové ndsobeni nyni zavedeme prosté takto: soudinem
@ . b dvou zbytkovych t#d rozumime tu zbytkovou tiigu, do
niz ndleZi (oby&ejny) soudin ab. MiZeme tedy definici nadeho
ndsobeni tfid psit rovnosti

Na pt. pro modul » = 12 je 5.7 = 35 = 11, protofe 35 =
=2.12 4 11

Jde jiz jen o to zjistit platnost grupovych zdkont v nas1
t. zv. ndsobici grupé modulo =.

Axiom (1) neomezenosti a jednoznadnosti bude splnén,
jestlize pfedné — kviili jednoznaénosti — vysledek ndsobeni
ab tiidy @ tiidou b bude ty%, af jej provedeme pomoci jakkoli
zvolenych &isel v té které zbytkové t¥idé. Véc tedy neni ni-
kterak samozfejmd, nybrz mdme ukdzat, Ze jestlize a’ patif
do t¥idy @ a b’ do t¥idy b, potom soudin a’b’ pat#i do t¥idy ab,
Gili %o a’d’ = ab. Skutens, jestlife oba rozdily ¢’ —a a
b" — b jsou délitelny modulem 7, pak i rozdil

a't—ab=ab'—ab+ab—ab=a'(t —0d)+
+ b(a’ — a)
je &islem délitelnym modulem n — jakoZto soudet dvou &isel
jisté délitelnych é&islem n.

Za druhé — kvili neomezené proveditelnosti nasobeni
musime ukéazat, Ze vysledek ndsobeni dvou zbytkovych tiid
¢isel nesoudélnych s modulem # i soudin téchto t¥id (jak jsme
8i jej pravé zavedli) je nejen vidy definovan (coZ je jiz dosta-
teéné zfejmo), ale Ze je to opét tFida, do niZ pati éisla nesou-
délné s modulem. K tomu v3ak stadf si uvédomit, Ze soudin
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ab dvou éfsel @ a & obou nesoudélnych s modulem » je opét
¢islo nesoudélné s n.

Axiom (2) asociativity je din témét bezprostfedné pro nade
nédsobeni zbytkovych t¥id pfenesenim s asociativity nasoben{
disel samych. Nebof jsou-li a, b, ¢ tfi libovolnd cel4 &isla, pak
plati

a.(b.c)=a.bc=afbc) = (abc =ab.¢c = (a.b).c.

Axiom (3) jednotkového prvku je splnén pro zbytkovou
tkidu 1 (fsel, zanechdvajicich zbytek 1 p¥i déleni modulem).
Nebof necht 1 =¢.n + 1 je éislo z t¥idy 1 (t. j. 1 =3).
Necht libovolné celé &islo x je ze ttidy x = 7 kde r je nej-
mensi cely nezdporny zbytek pii déleni &isla * modulem =.
Pak Ize psat « = p . n + r (kde p je vysledek &4steného dé-
leni ¢&isla z modulem »). Tedy

v =iz =(pn +1r){gn + 1) = pgn® + n(p + r9) + 1,

takZe soudin zi = 1z ddvé pfi déleni modulem = tyZ zbytek r
jako ¢&islo z. Lze tedy psat opravdu pro zbytkové tiidy Zada-
nou rovnost

z.1=1.z=n=x.

Koneénd axiom (4) inversniho prvku si ovéfime takto:
VypiSme si jednotlivé nezdporné zbytky, nesoudélné s déli-
telem » ) '

a; =1, a,,a,, ..., ayy.
(Napt. 1,5,7,11 pron = 12, ¢(n) = 4.)

Kdyz jsme zvolili libovolné &islo celé @, mdme ukézat, Ze
Ize vidy nalézt celé &slo z tak, aby jeho zbytkovd tfida z
splilovala

z.a=a.z=1
¢ili aby ax = 1 (modn), to jest aby z = a—1.

Vyndésobme si proto po fadé nase nezdporné a s n nesou-

délné zbytky s » nesouddlnym &islem a, t. j. utvofme &isla

»
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ae, = a, aa,, ady, ..., Ad,,
(Na pf. tedy tfebas proa = 7, » = 12 &isla 7, 35, 49, 77.)

UkaZme, Ze nent moéné, aby mezi témito soudiny ani jeden
neddval po déleni éislem n zbytek 1. ProtoZe jiZ vime, %e
viechna &isla a, aa,, ..., g,y divaji vesmés zbytky nesou-
délné s délitelem n, znamenala by takovd moZnost (kterou
vylouéit je nasfm okamzitym cilem) to, Ze alespon dvé &isla,
teknéme aa, a aa, (pro k + k) z &isel aa,, aa,, ..., agyy,) by
divala tentyZ nezdporny zbytek p#i délenf modulem n. Jiny-
mi slovy, rozdil ae, — aa, = a(a, — a;) by bylo &slo déli-
telné modulem n. ProtoZe a je ¢islo s &islem » nesoudélné,
musel by byt rozdil a, — a, délitelny modulem n. To vSak
pravé neni moZné, protoZe a, a a, jsou &isla rizné, nezdépornd
a men§i nez n.

Tedy aspoi jedno &fslo aa, (pro jedno z ¢isel t = 1, 2, ..., n)
d4 nezdporny zbytek 1 pfi déleni &islem =, takZe pak lze
polo?it z = a,ajex.a = @ .z = 1. (V naem ptikladé mezi
&isly 7,35,49,77 nalézdme 49 =4 .12 4 1 =1 (modl12),
takZe pro @ = 7 zrovna ndhodou a—! = 7 = a.)

Tim je tedy dokonlen diikaz, ze zbytkové tiidy &isel ne-
soudélnych s délitelem = modulem % tvoii pfi vytéeném né-
sobeni grupu fddu @(»), kde @(n) je polet s &islem n nesou-
délnych zbytkil, jaké mohou vzniknout pfi édstedném déleni
éislem n.

Tim jsme viak jiZ také u naseho konedného cile, t. j. u malé
Fermatovy véty. JestliZe totiz m je f4d zbytkové ttidy a
(¢isla @ dle modulu %) jakoZto prvku nasi grupy, pak jednak
plati

amr =1
¢ili obSirnéji
e™ = 1 (modn).

Za druhé v3ak ¥4d m prvku a naéi grupy déli ¥4d ¢(n) této
grupy, tedy @(n) = m . ¢, kde g je celé kladné. Z toho oviem
plyne @%™ = gm? — (g™)¢ = 1¢ = I &ili opravdu
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av® = 1 (modn).

Poznamenejme je$té, Ze nédsobfci grupy ti{d celych &isel
nesoudélnych s modulem #, jichZ jsme pravé uZili ke grupové
theoretickému dikazu malé Fermatovy véty, ddvaji bo-
hatstvi ptikladii konednych Abelovych grup. V nadem p¥i-
kladé pro n = 12 to byla — aZ na isomorfii — ndm zndmd
Kleinova grupa &ili grupa zdkrytovych pohybd obdélnika.

Rozumi se, Ze posledni dsudkovy krok, ktery jsme uéinili
pii diltazu malé Fermatovy véty lze udinit zcela stejné
v libovolné konedné grupé. Tak dostdvdme t. zv. Fermato-
vu vétu theorie grup, to jest tvrzeni, Ze v grupé Fddu N je
N-td mocnina libovolného prvku rovna jednotce grupy, t. j.
a¥ = j, kde a je libovolng zvoleny prvek, j je jednotka dané

grupy.

Uvedme jeité dva disledky rozdéleni koneéné grupy na
(levé) tiidy dle fodgrupy. Pfedtim vSak je vhodné upozornit,
Ze mezi podgrupy dané grupy poditdme logicky diisledné i ty
dvsé, které se vyskytuji vidy, totiZ grupu samu a podgrupu,
sklddajici se jen z jediného prvku, jednotky dané grupy.
Témto podgrupém fikdme trividlni podgrupy. (Kdyby-
chom je z podgrup vylouéili, zkomplikovali bychom ne-
vhodné znéni pfislusnych poudek spoustou vyjimek.)

Véta 6.

Grupa, kterd md jen trividlnt podgrupy je koneénd cyklickd
grupa Fadu prvoliselného. Obrdcené, koneéné grupy prvoéisel-
ného Fddu maji jen trividini podgrupy.

Dikaz je dén vétou 5. BudiZ totiz G néjakd grupa (ko-
netnd nebo nekoneénd), o niz vime, ¢ mé jen trividlni
podgrupy. Zvolme vnilibovolny prvek rizny od jednotky coZ
1ze uéinit vidy kromé piipadu, Ze celd naSe grupa G se skldda
jen z jednotky. (V tom piipadé viak nemdme ddle co doka-
zovat, jestlize povaZujeme i &islo 1 disledné za prvoéislo, ja-
koZto ¢&islo nemajici jinych kladnych celych déliteld kromé
&isla 1 a sebe sama,)

Je-li tedy a 3= j prvek z grupy, pak jsou dvé moZnosti:
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1. a je fadu koneéného n a vytvaki tedy cyklickou pod-
grupu fddu n, coZ je sluditelné s pfedpokladem jen tehdy,
jestlize se tato cyklickd podgrupa shoduje s celou grupou,
takZe @ je v tomto piipadé konednd cyklickd grupa fidu =.
Kdyby n bylo ¢&islo sloZené, n = r . s, kde 7, 8 jsou nesou-
délnd &isla celd, kladna, riznd od jednotky, pak by prvek
a” % § vytvifel cyklickou podgrupu ¥idu s, skliddajici se
z mocnin a7, 27, 37, ., a*" = j, co pfedpoklad vyluduje. Tedy
fdd n = p na$i grupy G pouze s trividlnimi podgrupami
kterd se ukazala byt cyklickou koneénou grupou, je prvo-
¢islo p.

2. mozZnost: a vytvai{ v G nekoneénou cyklickou pod-
grupu

.oa"ta"l g a0l a? ...
Potom v3ak prvek a vytvafi v G netrividlni cyklickou pod-
grupu, takze moznost 2 dle pfedpokladu odpadé. Obricens
tvrzeni, Ze grupy prvodiselného fidu nemaji netrividlni pod-
grupy, je bezprostfednim disledkem véty 5. — Vé&ta 6 je
jednoduchym pfikladem na tGplné urdeni typu isomorfie
grupy predpokladem o fddu.

Véta 7.

'K tomu, aby &st proki kone&né grupy tvotila podgrupu,
stadi (a ovdem je i nutro), aby takovd &dst obsahovala s kazdymi
dvéma proky ¢ jejich souéin.

Dikaz:

Predné dle pfedpokladu s prvkem a obsahuje predpoklé-
danid ¢4st prvki grupy i mocninu a?, kde N je fad grupy; ta
je vSak dle zminéné t. zv. Fermatovy vfty theorie grup
rovna jednotce.

Za druhé, je-li v nadi &asti prvkid grupy néjaky prvek z
fadu n, pak dle pfedpokladu je tam i prvek an—!=— -1
Vice vSak k dikazu nepotfebujeme. — Je dileZité si po-
viimnout nezbytnosti pfedpokladu koneénosti grupy: bez
ného miZeme narazit na prvky nekonedného fidu a nds
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usudek pada. V tom piipadd je nutno a stadi jesté dokazat
pHtomnost inversnfho prvku ke ka¥dému prvku v nasf &4sti,
jez mé byt podgrupou, nebof pitomnost jednotky je jiZ
disledkem.

Obratme se k zdsadné dilezitému pojmu t. zv. homo-
morfnihozobrazenijedné grupy na druhou grupu.

Tento pojem je rozdifenim ndm jiz zndmého pojmu iso-
morfnfho zobrazeni. Isomorfni zobrazeni jedné grupy na
druhou grupu vé€mé zachovavd viechny grupové vlastnosti
zobrazované grupy (origindlni), pfendiejic je dokonale na
grupu obrazovou (na niz se zobrazuje origindlni grupa).
V hrubém piirovndni je to tak, jako kdyZ zndzorfiujeme Fek-
néme souddst stroje Skolnim modulem, ktery je sice z jiného
materidlu (a po pf. mensich rozmé&ril), ale jehoZz tvar je pfesné
shodny s tvarem origindlu.

Pro mnohé udely viak stadi zminénou soudast stroje kolmo
promitnout (pomoci deskriptivni geometrie) na jednu primét-
nu, to jest zobrazit utvar prostorovy na utvar rovinny. Tim
oviem nékteré prostorové vlastnosti zanedbame (nevystih-
neme), nebot rizné body origindlu se promitnou do jediného
bodového obrazu v primétné (celé hrany, kolmé k primétné
se zobrazi vidy jedinym bodem). Zato vSak byvd primét
jednodussi a ptehlednéjsi neZ model a &asto dovoluje snadno
nahlédnout (na vykrese) polohu promitané souddsti ve stroji
a jeji souvislost s ostatnimi éastmi.

Abstraktni obdobu toho médme v theorii grup (a i v ostat-
nich partiich abstraktni algebry): pojem vzdjemné& jedno-
znadného, isomorfniho zobrazovani jedné grupy na druhou
rozdifujeme v pojem homomorfniho zobrazeni jedné grupy
na druhou. Zde tedy jiZ i vice prvki zobrazované origindlni
grupy se mitZe zobrazit na jeder jediny prvek grupy obrazové,
pfi dem% se oviem nadéle soudin dvou prvki zobrazované
grupy zobrazi souinem pfislusnych obrazi. Homomorfni
obraz grupy je tedy jiZ obecné grupa, kterd podriuje jen né-
které grupové vlastnosti zobrazované grupy, nebot ostatni
vlastnosti se pfi homomorfnim zobrazovéni mohou porusit.
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Uvedme si alesponi dva p¥{klady homomorfniho zobrazeni
(které nejsou isomorfnimi zobrazenimi); je t¥eba si uvédomit,
Ze isomorfnf zobrazeni se jevi zvladtnim pfipadem homomorf-
niho zobrazeni, kde mohou, ale nemusi, existovat dva a vic
prvki majicich tyZ obraz.

1. V prvém piikladé bude zobrazovanou grupou zndmi
symetrickd grupa &, viech permutaci stupns » (z n pfedmé-
ti). Pritom si zavedeme nékolik pojmii, které budeme potife-
bovat i pozdéji.

Rikéme, e permutace 7 provedens na 7 &sel 1,2, ..., n
je sudé anebo liché podle toho, zda v potadi &isel 7(1),
7(2), ..., n(n) dodlo k sudému & lichému poétu poruseni
pfirozeného sledu dvou é&isel, &ili k sudému, &i lichému poétu
inversi. Na pf. v permutaci # = ;%i;) ¢islo 3 predeslo
jednak 1 a jednak 2, 4 piedeslo 2, mdme tedy tfi inverse a
permutace 7 je lichd. Permutace p = (,15 g i ‘; i’) je sud4,
protoZe ma celkem 8 inversi.

Prifadme libovolné zvolené permutace 7z stupné n, jakoZto
prvku symetrické grupy &,, &islo +1 anebo —1 podle toho,
je-li tato permutace sudd &i lichid. Takto pfifazené &islo
k permutacl 7 oznaéme jako+e(r). UkaZme, Ze tim definované
zobrazeni je homomorfnim zobrazenim grupy &, na (néso-
bici) grupu &isel +1 a —1, coZ patrné je cyklickd grupa Fadu
2. K tomu 1&elu vystihneme &islo e(rr) (k dané permutaci )
takto: Zndsobme si viechny rozdily n(h) — n(k), kde k > k.
Pak souéin (o zfejmém podtu(n — 1)+ (n—2)+ ... + 1=

_ (= 21) ™ tniteld) bude mit tolik zdpornych &initeld,

kolikrit doslo k inversi pfi permutaci =, tedy to bude é&islo
kladné pro permutaci sudou a zdporné pro permutaci lichou.
Délime-li jesté tento souéin jeho absolutni hodnotou, to jest
soudinem viech rozdild h — k, kde %, k=1,2,3,...,n a
h > k, obdriime pravé &islo e(n). Krdtce to lze vypsat for-
mulkou
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n(h) — n(k)
h>L h —k '
(k) — nu(k)

h—k
kterd 1ze utvorit, probihaji-li 4 i k vSechna é&isla od 1 do », za
podminky, %e & je v&tsi neZ k.

Tato, zddnlivé neuZitednd sloZitd formule (vzhledem k to-
mu, Ze &) = 4 1) dovoluje nejuspornéji dokizat, Ze &(7)
dévé skutednd homomorfni zobrazeni grupy &, na grupu
(+1, —1). ProtoZe ziejmé existuji jak permutace sudé,
tak i liché kaZdého stupné =, takZe jak éisla +1 tak i éisla —1
opravdu bude jako obrazii permutaci vidy pouzito, jde jen o
to dokdzat, Ze souéin permutaci se zobrazuje vidy soutinem
¢iselnych obrazd jedmotlivych ndsobenych permutaci, to
jest, Ze plati

kterou dteme: &(x) je soudin pies viechna &isla

g(gn) = 6(9) &(7).
on(h) — on(k)
-t = et

Skutedn, pidme &slo ¢ gn po rozéi-

feni jednotlivych zlomkovych élmtelu jako ¢islo
en(h) — en(k) (k) — n(k)
w5k 7o(h) — n(k) h—k
Znésobme si prvni zlomky zvl44t a druhé také zv14st. Dosta-
neme tak
_ 1rol®) — o(n(k) 1ym(h) — n(k)
e = I m—m Lt

Zde druhy soudin je jiz &islo &(sr). Prvni soudin v3ak nenf nic
jiného, neZ &islo £(p). Nebot probihaji-li k, k &isla 1, 2, ..., n,
pak i 7(k) a (k) probihaji (obecnd v jiném potfadi) tato &isla,
takZe i rozdily (k) — n(k) probéhnou — aZ snad na znamén-
ko — viechny kladné rozdily riznych dvou &isel, utvofené
z &sel 1,2, ..., n. Stane-li se viak, Ze rozdil n(h) — n(k) je
zédporny (zatim co jsme pifedpoklddali ve jmenovateli rozdil
kladny), pak to nevadi, nebof 1ze psit v takovém piipads
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o(ne(h)) — o(n(k))  o(m(k)) — e(=(h))
ah) — n(k)  a(k) —a(h)

kde 7(k) — n(h) je klad.ny rozdil. Je tedy jedno, zda v prvnim
soudinu misoblme pres viechny indexy &, k anebo pfes odpo-
\lfdg,]ICI indexy z(h), 7(k), takZze prvnfi soudin opravdu je
vlastné £(p). Méme tedy skutedné rovmost £(gn) = &(g) &(x)
¢ili zobrazeni ¢ je vskutku homomorfnim zobrazenim.

Je jasue, %e zde homomorfni obraz, t. j. cyklickd grupa
Fédu 2, je hruby a vystihuje symetrickou grupu permutacl
velmi malo 26

2. V druhém piikladé bude homomorfni obraz v&rné&jsi.

BudiZ K (ze 8koly v podstaté zndm4) nésobici grupa kom-
plexnich éisel, riznych od nuly, vzhledem k ndsobeni, da-
nému rovnosti

(% + ¢ . 1)(2s + 1Y) = (B — %) +
+ 3. (B + 2ay)
(kde i = }/=1).
+

Zobrazme grupu K do nésobici grupy R vSech redlnych
tisel kladnych tim, Ze pfifadime komplexnimu é&islu z + 3y

jeho t. zv. absolutni hodnotu V:cz + % Pak zobrazeni
+
fe+iy) =)+
+

je homomorfnim zobrazenim grupy K na grupu R.

Nebof opravdu, jednak kaZdé komplexni é&islo riizné od
nuly mé jedinou kladnou absolutni hodnotu a kaZdé redlné
&islo je absolutni hodnotou komplexniho ¢&isla. A za druhé,
absolutni hodnota soudinu rovnd se soudinu absolutnich
hodnot jednotlivych komplexnich &initeld, jak si étendf ihned
ovéii na identité

" Rik jen, Zo sudé kréte sudé a liché kréte liché permutace jo
sudé, lichd krét suda a sud4 krat lichd permutace je lichd permutace.
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(123 — Y1) + (XY + 21 = (2 + 3N} + v))
(jestlize véc neznd ze skoly).
Nyni je jiZ na misté pfesnd abstraktni definice.
Definice.
Budtez ¢ a H dvé grupy.

Rikame, %e grupa @ je zobrazenim f homomorfndzobra-
zena na grupu H, jestlize ke kazdému prvku z grupy G je
zobrazenim f ptifazen presné jeden prvek y = f(z) z grupy H
tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

(i) Kazdy prvek y z grupy H spliuje vztah y = f(z) ale-
spoii pro jeden prvek z z grupy G. Slovy: KaZdy prvek
grupy H je obrazem n&jakého prvku, t. zv. origindlu,

z grupy G.
(ii) Pro libovolné prvky =, a z, z grupy & plati

f(@yzy) = f(z1) . f(,)
(jestlize tedkou . odliSujeme grupové nasobeni v H od grupo-

vého ndsobeni v G, jez zvaité nevyznadujeme). Slovy: Obraz
soudinu se rovnd souéinu obrazi.

Rikéme té#, %e grupa H je (jako celek) homomorfnim
obrazem grupy G (pfi zobrazeni f). MoZnost takového
homomorfniho zobrazeni znaéime symbolem

H~QG.

Uvédomime si nékolik bezprostfednich disledki této defi-
nice. KaZzdou grupu lze homomorfné zobrazit na grupu, sklé-
dajici se jeding z jednotkového prvku; obrazem kaZdého
prvku je pak tento jediny (jednotkovy) prvek. Takové
zobrazeni oviem neni k nidemu, protoZe naprosto deformuje
zobrazovanou grupu.

Homomorfni zobrazeni ddv4 inversnimu prvku za obraz
inversni prvek k obrazu, f(a:—l) = f(z)~1, a jednotce jg
zobrazované grupy G pnra.zu]e jako obraz jednotku jg

grupy obrazi, {(jg) =
Nebot f(j4) = f( 7@70 = f(jg) . [(4g), z CehoZ druhy fakt
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plyne vyndsobenim prvkem f(jg)—!. Prvni fakt pak jiZ vy-
plyvé z rovnosti

f@=Y) . f(x) = flz=1x) = f(jo) = im

Nyni jiz neni tfeba zv145td podrobnd vysvétlovat, co je to homo-
mocfni representace dané grupy grupou permutaci anebo grupou
matic. Je to pfirozené a duleZité roziifeni pojmu isomorfni represen-
tace, 8 nimz% jsme se jiZ seznémili. Je zajimavé, 26 homomorfnf repre-
sentace grupy (grupami permutacf, nebo grupami matic) jekoito ja-
kési ,,promiténi* (pFi ¢em% za jednotlivé ,,pramdétny* slouZi symetrio-
ké grupy permutac{ stupnd n, po pfipad® grupy veskerych reguldrnich
matic stupnd n) prohlubuje zmindnou obdobu s prom{tinim télesa na
dvé kolmé pramétny. I tu lze totiZ uplnd rekonstruovat pavodni
grupu z jejich ,,pruméta‘, t. j. homomorfnich representaci (podobnd
jako si téleso zrekonstruujeme z jeho ndrysu a piudorysu), jestliZe
znédme t. zv. uplny systém homomorfnich representaci'” dané
grupy, z ndhoz lze sestrojit isornorfni obraz dané grupy. Vedlo by nés
pfilis daleko, kdybychom maéli podat pkiklady na to; tenéf, ktery se
odhodld k hlub3fmu studiu theorie grup je nalezne v obiirnéjdich
udebnicich theorie grup.

Obritime se k daldimu dileZitému pojmu abstraktni theo-
rie grup, ktery dzce souvisi 8 pojmem homomorfniho zobra-
zeni; je to jiZ zminény pojem normélni podgrupy, k né-
muZ miizeme dospét takto:

Pfi kazdém homomorfnim zobrazen{ f grupy @ na grupu H
nalézame ndsledujici rozdélenf prvkia grupy G do tfid bez
spolednych prvki: Ka?dd takovd tiida sestdvd ze viech
prvki z z grupy @ které maji tyZ obraz

y = f(2).

(Tak v prvém pfedchozim piikladd se symetrické grupa
&, (viech permutac{ stupnd ) rozpadd homomorfnim zobra-
zenim f = ¢ (na cyklickou ndsobfcf grupu z &isel 4-1) ve dvé
tiidy, téidu sudych a t¥idu lichych permutaci. V druhém
pfedchozim piiklad® se ndsobici grupa viech od nuly riz-

%7 Uplnym nazyvame takovy systém homomorfnich representaci,
v ném2 kaZdy nikoli jednotkovy ongmé.l obdr#{ alespoii jednou nikoli
jednotkovy obraz.
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nych komplexnich &isel, zndzornénych body komplexni ro-
viny (mimo poditek) rozpadd ve tfidy ¢&isel, zndzornénych
body na téZe kruZnici opsané okolo poditku.)

Dile zjidtujeme, Ze t¥ida vSech origindld k jednotkovému
prvku jg — to jest tfida viech z z G, pro néz f(x) = jg —tvofi
podgrupu grupy . — Nebof pfedné jestlize x, i, jsou ori-
gindly jednotky, f(z,) = jg, f(x;) = jm, potom i f(z,z,) =
= f(z;) . f(xz:) = jm - 7@ = jm,to jest pak i soudin z,z, je ori-
gindlem jednotky jg v H. (To ndm v pfipadé koneéné grupy
jiz stadi (viz vétu 7).) Snadno se pfesvéddime, Ze i ostatnf
podminky, aby souhrn originéld jednotky (v homomorfnim
zobrazeni) byl podgrupou, jsoua splnény, takZe naSe tvrzeni
plati obecns. Nebof je ndm jiZ zndmo, Ze v homomorfnim
zobrazeni je obrazem jednotky jednotka a obrazem invers-
niho prvku je inversni prvek k obrazu plivodniho prvku.
Podgrupu (grupy @) origindli jednotky v nasem homomorf-
nim zobrazeni grupy G na grupu H nazveme na piiklad N.

Vznik4 pfirozené podezieni, zda ostatni tfidy origindld se
stejnym obrazem (v homomorfnim zobrazeni) nejsou snad
pravé ndm jiZ zndmymi levymi tfidami podle podgrupy N
utvofenymi v zobrazované grupé G. Toto podezieni je
opravnéné. Nebot jestlize x je dany prvek v zobrazované
grupd @ a u je libovolny prvek z podgrupy N, potom souéin
zu mé v grupé H za obraz prvek

fleuw) = f@) . f(w) = f(z) . jr = [(@),

tedy tyZz jako z. Stejné tak oviem i obrdcené, je-li zu (pfi »
lezicim v podgrupé N) libovolny prvek levé tfidy prvku z,
pak jeho obraz f(zu) je roven obrazu f(z) libovolného prvku z
z téZe levé tiidy v grupé G podle podgrupy N.

Utvofeni tfid origindla se spoleénym obrazem je tedy sku-
teéné vlastn® totéZ co rozdéleni prvki zobrazované grupy do
levych t¥id podle podgrupy, tvofené vSemi originily jednot-
ky. — Tim v8ak celd véc zdaleka nekondi. Zjistujeme totiz,
Ze podgrupa N origindli jednotky se vyznaduje touto zvldstni
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vlastnosti: 8 kazdym prvkem z pat¥i do N i kazdy prvek
tvaru
22—l

kde z je libovolny prvek ze zobrazované grupy G. Nebot jest-
lize je f(x) = g, pak nisledkem homomorfnosti zobrazeni f
je

flzzz=1) = f(2) . f(x) . {z™Y) = }(2) . jm . (}(2))~* = jm-

Podgrupdm s touto duleZitou vlastnosti (nezavisle na ja-
kémkoli homomorfnim zobrazeni f) fikdme normdlni pod-
grupy.

Definice:

Podgrupa N grupy G se nazyvid normalni podgrupou,
jestliZe 8 kaZdym prvkem x patficim do N patfi do N i kaZdy
prvek zzz—1, t. zv. konjugovany prvek k prvku z pomoci
(libovolného) prvku z z grupy G.

Tak na pf. ze dvou ndm znamych podgrup grupy euklidov-
skych pohybi roviny (pi. 2 v odst. 1,4) je podgrupa &istych
posuvi normélni podgrupou, kdeZto podgrupa &istych oto-
&eni normalni podgrupou neni. — To vyplyvd snadno z okol-
nosti, Ze provedeme-li otodeni, pak posuv a nakonec zpétné
otodenf, dostdévime celkem opét &isty posuv (obecné oviem
jiny). Naproti tomu jestlize provedeme posuv, pak otodeni
a nakonec zpétny posuv, nedostivdme nikdy (pokud jde
o neidentické pohyby) &isté otodeni, nybrz smiseny pohyb.

V ptikladé s permutacemi viSechny sudé permutace v sy-
metrické grupé &, tvofit. zv.alternujici grupu ¥, stupns
n, kterd je normélni podgrupou v grupé €,. — V kaidé
Abelové (komutativni) grupé je oviem zfejmé kazdd pod-
grupa normdlni. (Obrécené tvrzeni neplati, viz cvid. 7 z odst.
1,5)*.

Dilezitost normélnich podgrup v grupé vyplyvé z toho, Ze
pomoci nich lze z dané grupy tvofit potiebné nové grupy, je-

*) V grupd zékladnioh kvaterniona ze cvié. 7 z odst. 1,5 je kazdé
podgrupa normélni podgrupou, atkoli grupa neni Abelova.

70



jimiz prvky se stdvaji celé (levé) tfidy podletakoveé normalni
podgrupy. Ndsobeni v takové grupé levych t¥id dle normélni
podgrupy N grupy & je déno takto: Jsou-li xNV a yN dvé levé
tiidy (prvkd z a y z G), potom za jejich soudin z&N . yN polo-
Zime tu levou tfidu, kterd obsahuje soudin zy, to jest kla-
deme

N .yN = xyN.

DokaZzme, Ze axiomy grupy jsou pro toto nisobeni levych
tfid splnény. K axiomu (1) mdme vlastné jen zaruéit, Zze vy-
sledek nisobeni dvou t¥id nezaleZi na tom, jaké prvky si vy-
bereme v jednotlivych tiiddch k vytvofeni soudinu t¥id. To
jest, mame ukézat, Ze jestlize ' = xu, a y' = yu,, kde prvky
%; 8 % jsou z normalni podgrupy N, potom soudin z'y’ =
= zu,yu, patii do levé tfidy soudinu zy.

Skuteéné lze psit xu,yus = ryy—'u,yu, a podle pfedpokla-
du normdlnosti podgrupy N prvek y—lu,yu, patfi do N, eoz
pravé pottebujeme.

Ostatni axiomy si ovéfime jedté snadnéji."

Axiom (2) nyni jiz 1ze dokdzat prostym prenesenim z celé
grupy G do na3f grupy levych tfid (dle N) rovnostmi

zyN . zN = (zy)zN = z(yz)N =*2N . y2N.

Axiom (3): Ulohu jednotkového prvku v na$i grupé t¥id
patrné bude hrét (ndsledkem toho, jak jsme zarudili axiom
(1)) levé tiida obsahujicf jednotku jg grupy @, to jest sama
norméln{ podgrupa N.

Axiom (4): inversnim prvkem k prvku (t. j ke t¥id&) zN je
patrné tf¥ida z—1N, protoZe soulin zN .z~1N stejnd jako
z-1N . zN obsahuje jednotku jg.

Grupé levych tfid v grupé G dle normélni podgrupy N #i-
kime: Podilovéd grppa grupy G dle normélni podgrupy N
a znadime %; norm ’Llni podgrupé N se pak také nékdy #ikd
normdilni délitel./Podle véty.5 je ¥dd grupy G roven sou-

¢inu ¥4du normélni grupy N s fddem podilové grupy %
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Jaky je zobrazovaci vztah podilové grupy % k pivodni
grupé?
G .
Odpovéd je nasnadé: Podilovd grupa 5d je homomorfnim

obrazem pvodni grupy & pfi zobrazeni, pfifazujicim prosté
prvku z z grupy @ jeho levou t¥idu zN jakoZto prvek z podi-

lové grupy % Nebot to pfimo #k4d definice zN .yN =

= zyN nésobeni v %

Vratme se nyni k p¥ipadu, Ze normdlni podgrupa N grupy
@ je souhrnem origindld jednotky v jakémsi homomorfnim
zobrazeni f grupy @ na grupu H. Jaky bude vztah podilové

G
BTupy 4= ke grupé H?

Snadno nahlédneme, Ze tyto grupy jsou si isomorfni.
Zobrazeni zprostiedkujici tento isomorfismus pfifazuje prosté
t¥idé xNobraz f(z), ktery md prvek « z grupy G v grupé H pfi
~vychozim homomorfnim zobrazent f. Nebot takové zobrazenf

G
podilové grupy 7 De grupu H je zfejmé homomorfni a

kromé toho vzijemné jednoznaéné. Shriime si tedy vysledek
pfredchozich dvah do ndsledujici t. zv. prvnf véty o iso-
morfismu theorie grup.

Véta 8.

Jakmile podgrupa N grupy G je normdlni podgrupou, pak
levé tfidy N (x je z @), do nichZ se rozpadaji proky grupy G,

tvoft samy t. 2v. podilovou grupu -l% pFi ndsobent aN . yN =

= zyN. Podilovd grupa % je homomorfnim obrazem grupy G

pfi homomorfnim zobrazent x — xN pFifazugicim prvku z jeho
levou tFidu.
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Je-li obrdcené ddna grupa H, kterd je homomorfnim obrazem
grupy G pri zobrazent f, pak je tim uréena normdlnt podgrupa
N véeck origindli, jednotky jg grupy H tak, Ze podilovd grupa

% je isomorfné zobrazena ma grupu H zobrazentm f_,' danym

rovnosti

f(zN), = f(z).

Uvedend 1. véta o isomorfismu theorie grup (tento dlouhy
titul je nutny, protoze podobné véty o isomorfismu vystupuji
i v jinych &istech abstraktni algebry) uddvad prostou, ale
dilezitou souvislost pojmu homomorfniho zobrazeni s poj-
mem normalni podgrupy. Ve shora uvedenych dvou piikla-
dech se projevuje takto:

Podilové grupa QI_" symetrické grupy stupné n podle jeji

n
normélnf alternujici podgrupy %, je isomorfni s kteroukoli
cyklickou grupou fddu 2, na pf. s podgrupou (+1, —1) ndso-
bici grupy viech zlomki.

Naésobici grupa kladnych redlnych &sel je isomorfni s po-
dilovou grupou ndsobici grupy vSech komplexnich &isel
o absolutni hodnoté 1.

Uvedme jestd jeden diilezity pfiklad na tvofeni podilové
grupy. Za grupu ¢ vezméme seéitaci grupu viech celych &isel;
podgrupa N, kterd bude nésledkem komutativity samoztej-
mé normdlni, budiz tvofena v8emi ndsobky pevné zvoleného
celého kladného é&fsla n. Levé tf¥idy dle N jsou nyni ndm jiz
zndmé zbytkové tfidy dle modulu n, kaZd4d obsahuje viechna
celd &isla, jeZ jsou navzdjem kongruentni modulo n, t. j. jeZ
davaji pfi déleni modulem » tyZ nezdporny nejmensi zbytek.

Podilovd grupa yd je t. zv. seditaci grupa modulo =.

(Pozor, néco jiného byla t. zv. nasobici grupa modulo », kters
se sklddala jen ze zbytkovych tfid, naplnénych vesmés &isly,
nesoudélnymi s modulem, kdeZto seéitaci grupa modulo »
obsahuje vBechny zbytkové tfidy.) Je-li H jakdkoli cyklickd
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grupa fidu =z, na pf. ndsobici grupa viech # n-tych odmocnin
z 1, pak prvni véta o isomorfii ndm zde ¥iké, Ze seéitaci grupa
modulo 7 je isomorfni s touto cyklickou grupou.

Tvolenim podilové grupy z grupy G podle norméini pod-
grupy N ztotoZiiujeme vlastné prvky, patiici do téZe levé tFidy
dle N v G. Zanedbéavajice rozdilnosti mezi prvky téze levé
ttidy, poéindme si obrazné fedeno asi tak, jako bychom se na
nadi grupu divali (s jisté strany) z pfiméfené veliké délky, az
niém prvky z téze levé tfidy splyvajf. Takovy pohled dle
prvni véty o isomorfismu je rovnocenny s danym ,,promit-
nutim‘* (t. j. homomorfnim zobrazenim) dané grupy na jinou
grupu H.

Normélni podgrupy maji i jiné charakteristické vlastnosti,
jimiZz je moZno je definovat. Hloubavy &tendi se rdd pte-
svéddi, Ze:

a) Podgrupa U je normdlni tehdy a jen tehdy, kdyZ kazda
levd t¥ida 2U je rovna pravé tiidé Uz téhoZ prvku x (vBech
pravych ndsobkt uz prvki % podgrupy U ndsobenych zprava
prvkem x). _

b) Podgrupa U je normélni tehdy a jen tehdy, kdyz souhrn
zUyU viech soudinii ndsobkii xu, s ndsobky yu, (kde %, au,
jsou libovolné prvky z podgrupy U a z a y jsou pevné zvolené
prvky grupy) je vidy jistd levd tfida podle U.

Na konec tohoto paragrafu si odvodme dileZitou t. zv.
druhou vétu o isomorfismu theorie grup. Je to po-
mocnd véta vyznamu theoretického, jejiZ uZiti si ukdZeme
v par. 1,6. '

Véta 9. .

Budif G grupa, N jeji normdlni podgrupa a U jejt dalsi pod-
grupa. Pak plati:

1. Soubrn UN vdech soulini un proki w z podgrupy U
8 prvky n z normdint podgrupy N je opét podgrupa v grupé G.
(Takovy souhrn UN je t. zv. spojeni podgrup U a N.)

2. Souhrn oznaéeny jako U M N vdech proki z grupy G,
které lett soubasné v podgrupé U i v normdint podgry,pé N, je
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rovné% podgrupou, a to dokonce podgrupou v grupé U. (Tako-
vému souhrmnu U M N fkdme prinik podgrup U a N.)

3. (Vlastni tvrzeni véty):

Podgrupa N je normdlnt podgrupou v grupé UN, podgrupa
U O N je normdlni podgrupou v grupé U a podilové grupy
UN
N U 0

Dikaz:
Nejprve k bodu 1:

Mime ukdzat pfedevsim, Ze soudin dvou ndsobkd tvaru
un, a uyn,y, kde u,, u, jsou libovolné prvky z podgrupy U
a M4, Ny jsou libovolné prvky z normélni podgrupy N (vse
v G) je opét prvek tvaru un,kdeuw jez U & n je z N. Sku-
tedné je

¥ jsou navzdjem isomorfni.

(uymy)(ugng) = wyuy(uzing(ugt)-1n,).

ProtoZe N je normilni podgrupa, le#i v ni 8 prvky =, a =,
téZz i prvek n = uzln,(uzl)-ln,. Prvek u = u,u, pak lezi
v U, protoze U je podgrupa obsahujici #, i u,. Z rovnosti
(uyny)"t=m~t oy~ 1=9y1(unt ul—lge pak jiz snadno
patrno, Ze UN je vskutku podgrupou v

Déle k bodu 2:

Je.li z iy jak vU takiv N, pak plati totéZ i o soudinu zy,
protoze U, N jsou podgrupy. Jednotkovy prvek jg je oviem
jak vU tak i v N. Je-liz v U i v N pak oviem totéZ plati
ioxz—1,

Koneéns k hlavnimu bodu 3:

Pfedné je jasné, Ze N je podgrupou v grupé UN, nebot
prvky n z N lze psit jako soudiny j» kde § jednotka lezi v U
(jakoZto v podgrups). Je viak samoziejmé, Ze N je normdlni
podgrupou v grupé UN, nebof jestlize pro libovolny prvek z
z G a kterykoli prvek » z N je i konjugovany prvek znz—1
v N, pak to tim spiSe plat{ pro prvek z leZici v podgrup& UN.

Nyni jiZ fddné definovand podilové grupa %_V tvofi
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zfejmé podgrupu podilové grupy %, protoZe obsahuje ty

levé t¥idy dle N, které maji néjaky prvek v podgrupé U. PFi
ném zndmém homomorfnim zobrazeni x — 2N cclé grupy Gna

Q
podilovou grupu v zobrazime tedy patrné podgrupu U

(grupy @) timto homomorfnim zobrazenim na podilovou pod-

grupu —o-. Nyni uZijeme hlavni &isti 1. véty o isomorfismu.

V podgrupé U tvofi origindly jednotky normilni podgrupu
N

N’ tak, Ze podilové grupy g, jsou navzdjem iso-

‘N
. . o . UN .
morfni. Jednotkovym prvkem v podilové grups - Je

oviem N (jakoZto levd tfida jednotky). Je zfejmo, Ze p¥i ho-
momorfnfm zobrazen{ £ — «N, omezeném na x z podgrupy U,
budou mit N za obraz pravé ajen ty prvky z z U, které sou-
¢asng leZi v N, &ili opravdu N' = UNN je prinik U s N, coz
bylo dokdzat.

Nez ptikrodime k dalsimu paragrafu, zavedme si jeStd
jeden zdkladni pojem theorie grup: pojem jednoduché
grupy.

Tak jako (vzhledem k délitelnosti) hledime celd (sloZend)
tisla vystihovat &isly jednoduchymi, t. j. prvodisly, z nichz se
(ndsobenim) kazdé celé &islo dé sloZit, tak i pfi zkoumani
grup a toho, jak se,,sklidaji‘‘ ze svych podgrup a normélnich
podgrup nds zajimaji nejprve podgrupy co mozno ,,jedno-
duché‘. Slova ,,sklddaji* a ,,jednoduché‘ byla ddna do uvo-
zovek proto, Ze obdoba skldddni celého &isla jako soudinu
prvoéisel se ,,sklddénim‘‘ grup z ,,jednoduchych‘ podgrup
je neuréditd a mnohoznaénd: Jak obratu ,,sklddat grupu“ tak
vyTazu z o moZno ,,]ednoduchych podgrup’ moZno dédvat
riizné pfesné vyznamy, pfi nichZ zminéns obdoba s &isly je
pfi mnohem vétsi sloZitosti grup jednou vétsi, jednou
mensi. O tom vice v par. 1,7.
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Za jednoduchou budeme jisté povaZovat na pf. kazdou cy-
klickou grupu prvodiselného fddu, ponévadi ta, jak vime
z véty 6 nemd Zadné netrividlni podgrupy, podobné jako prvo-
&islo nema jiné délitele (celé kladné) neZ trividlni délitele
(sebe sama a jedni¢ku). Kdybychom v3ak omezili pojem je-
dnoduché grupy na cyklické grupy prvoéiselného fddu, byl
by takovy pojem pro vétSinu tvdeld pFilid dzky.

Jako jednoduchou grupu definujeme radéji grupu, kterd
nemd Eddné netrividlni normdlnt podgrupy. Takové grupy
maji tedy, obrazné fefeno, tu vlastnost, Ze si je jiZ nemtzZeme
zjednodusit a zmensit tim, Ze je ,,pozorujeme z dilky‘ tvore-
nim podilové grupy. Jednoduché grupy jsou tedy jednim
druhem zikladnich stavebnich kament obecnych grup.
Cyklické grupy prvoéiselného fidu jsou zvldstnim pfpadem
jednoduchych grup (které nemaji viibec netrividlni podgru-
py). Existuji vSak také jednoduché nekoneéné grupy (viz cvi-
deni 7. po 1,7) a pfi konednych grupéich neni jednodu-
chost grupy nikterak spojena s jednoduchosti jejiho fddu
(jak dale uvidime).

Zvlastni a pro theorii rovnic dileZity druh koneénych
jednoduchych grup tvofi alternujici grupy permutaci
stupné aspofi pdtého. Tém se budeme vénovat v pfistim
paragrafu, éimz skonéime systematickou &ist vykladu z4-
kladnich pojmi theorie grup.

Mnohy z &étendit bude snad ke své malé radosti konsta-
tovat, Ze uvahy daldiho paragrafu jsou obtiZngjsi, nez to, co
pfedchézelo. Je to pochopitelné: prozatim jsme se omezovali
na nejzakladnéjsi pojmy theorie grup a jejich vzdjemné nej-
jednodussi souvislosti. V podstaté jsme tim jen tfidili bohaty
materidl zjevil, ovladanych grupovou zdkonitosti, aniZ jsme
se o mnoho povznesli nad zev8eobectiovdni poznatkid zné-
mych v matematice i bez theorie grup. Usudky byly sice
mnohde dosti abstraktni, zato v8ak velmi prosté a priihledné.
Tam, kde theorie grup skytd hlubsi a podstatn® nové vy-
sledky, jez (jako na pf. v ndsledujicim) vedly k novym
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matematickym objevim, tam ‘je jiz tfeba vyvinout
znadné v&ts myslenkové tsili, abychom dob¥e pochopili z4-
kladni myslenku dikazu a jeji realisaci. Pokusim se &tendfi
toto pochopeni co nejvice usnadnit, t. j. provést ditkaz do po-
drobnosti, pfi tom ale nenechat v téchto podrobnostech za-
niknout hlavni motiv celé ivahy, jehoZ rozvijenirm a ovéfova-
nim priavé dikaz je.
Cvident k 1,6.

1. Jaké jsou podgrupy v grupd &, (sledujte v tabulce zdkrytovych
pohybi rovnostranného trojuhelnika; tabulka podgrupy je obsaZena
v tabulce grupy pfi vhodném pierovnéni jako jeji &tvercova &ast pFi
levém hornim rohu).

2. Jaké jsou levé tiidy dle podgrupy véech nésobkd éisla 3 (celych
&fsel tvaru 3k, k = + 1, £+ 2,...) v setftact grupd celych &isel. TotéZ
pro nésobky dfsel 2, 4, 5. Jaké jsou viibec viechny podgrupy seditaci
grupy celych &isel?

3. Ukaite, 7o v symetrické grupé &, (viech permutacf z n &sel),
vechny permutace, nechévajici stét pevn® rizné dené ¢isla &y, ky, ...
k., tvoii podgrupu, isomorfni s grupou &,_,. UkaZte, e takové pod-
grupy jsou pfi stejném podtu r pevnyeh &isel vzdjemnd isomorfni.

Jaké jsou levé tiidy dle takové podgrupy pro n = 3,4; r=1;
k, = n? (Udejte je vyslovnd.)

4. Provedte tytéZ vvahy, které v textu jsou provedeny pro levé
tiidy — i pro pravé tiidy v grup?d dle dané podgrupy.

Sledujte v grups &, levé i pravé tfidy dle téZe podgrupy.

5. Ukaite, e kaZdé podgrupa, ddvajici jen dv® levé tiidy, je nor-
mélnf (v dané grupé).

6. Ukaite, 7o zobrazen( f(z) = || (absolutnf hodnota z z) je homo-
morfni zobrazeni nésobici grupy viech reélnych &isel 3+ 0 na nédsobici
grupu viech klad:uych &fsel rezlnych.

7. UkaZte, Ze pfifadime.li komplexnimu &islu « = z + 4y jeho
reélnou tést z = R(a), pak R je homomorfni zobrazenf seiitact grupy
komplexnich &isel x na seditaci grupu reslnych &fsel x. TotéZ pro ima-
ginérni &ést J(a) = y.

8.* DokaZkte, Ze zobrazeni

i) {(Z: 2;)} = a;by — gz},

(@449, byyg reédinéd anebo komplexnf &fsla) je homomorfni zobrazenf
grupy vech regulérnich matic stupné 2 na nésobfef grupu véech redl-
nych (komplexnich) éisel & 0. Jaké je tu odpovidajici grupa origindla
jednotky (&isla 1)? (Dle 1. v8ty o isomorfismu.)
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9. Presvédéte 86, %e matice tvaru

(o)

(a % O, t. zv. diagondlni matice) tvoi normélni podgrupu v grupé
viech regulérnich matic stupn® 2. DokaZte, ze diagondlni matice jsou
komutativni s kazdou matici stupné 2.
10.* UkezZte, %o podilové grupa dle normélni podgrupy dle cvié. 9
je isomorfni s podgrupou viech matic :1 z‘ spliujicich
2 0a
alb, —_ aabl = 1.
(Navod: Ve t¥d®, kterd je prvkem podilové grupy, vyhledejte
k libovolné tam leZici matici
(1’1 ’.‘/1)
T3 Ys

( 1 0
T yl) (5____'— 1 )

1Ys — T2y ,
2 0 T1Ya — Zath
kterd v této tiidé lezf rovnd%. UkaZte, Ze pro libovolnou matici téie
tifdy je tento soudin t4Z matice a Ze tyto matice tvofi hledanou grupu
t. zv. grupu representantu tid, kterd je isomorfni s uvedenou
podilovou grupou.)

11. Co je dle 1. véty o isomorfii normélni podgrupou originéli jed-
notky pfi homomorfnim zobrazenf f(n) = " (i = V_ 1) setftaci grupy
+

matici

colych &isel na nésobici grupu vsech &tvrtych odmocnin z &isla +1?
12. BudiZ @ grups, N jeji normalni podgrupa, H jeji podgrupa.
Jestlize podgrupy N a H nemaji jinych spoleénych prvkia, nez jed-

notku grupy, pak je podilovd grupa HW— isomorfni s podgrupou H.
JestliZe jestd kazdy prvek grupy & se dé psat jakosoudin prvkuz Hsprv-
kem z N, pak podilova grupa a je isomorfnf s podgrupou H. (Jako

ve cvié. 10 je H pak grupou representanti k podilové grupd l—g—.)

— Doka;it,e.

13.*Budi%. G seditaci grupa viech celych &isel, U jeji podgrupa
viech celych nésobku &isla 4 a N jeji (normélnf) podgrupa viech na-
sobku &isla 6. Pak grupa UN je podgrupa viech sudych &isel, pranik
U n N je podgrupa viech nasobku é&isla 12.
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(Névod: 2 je nojvdtsl spoledny délitel &isel 4, 6; 12 je jejich nej-
mensi spoledny nédsobek.)

14.* Ukazte, Ze v pf. 13 ndm 2. véta o isomorfismu Fiké, Ze seditan{
& odéitdn{ sudych ¢isel modulo 6 je isomorfni se seéitanim a odé{tdnim
viech celych &fsel, dslitelngch dtyfmi, ale modulo 12.

1,7. TRIDA KONJUGOVANYCH PRVKU. NORMALISA-

TOR PRVKU. TRIDOVA ROVNICE. KONJUGOVANE

PERMUTACE. JEDNODUCHOST ALTERNUJICI GRU-
PY A, PRO n > 4.

Pfi pojmu normélni grupy jsme narazili na po]em konjugo-
vanych prvki v grupé (prvek y byl nazvén'konjugovanym
8 prvkem x pomoci prvku z, jestliZe platilo

y = zxz—l).

Vzijemnd konjugovanost prvkal je jakdsi pffbuznost,
ktera dovoluje rozdélit dileZitym zpisobem prvky grupy do
oddélenych tiid vzdjemné konjugovanych prvki (dle zcela
jiného hlediska neZ rozdéleni do levych tiid dle podgrupy).

Utvofime-li totiZ v grupé skupiny vzdjemné konjugova-
nych prvki, pak ziejmé kazdy prvek grupy lez{ v (alespori)
jedné skupiné a Ziddny nelezi ve dvou &i vice skupindch sou-
tasné. Nebot jakmile by prvek z byl konjugovdn jednak
8 prvkem =z, jednak s prvkem y, ¢ili jakmile by zxz;! =
= z,y2;1, pak by

— 21z dz=ly, — p=1 -1, }-1
Yy = 2312,22712, = 2512\ 2(2712)) 71,

tak¥e z by bylo konjugovino s y. Ka?d4 grupa @ se tedy
skutedné rozpadé ve tiidy vzdjemné konjugovanych prvki.

Nékteré tiidy mohou oviem obsahovat jen jediny prvek.
Piedeviim je jednotkovy prvek j (v grupé G) konjugovén
sdm se sebou, protoZe zjz—1 = 5. V Abelovych grupdch je
rozdéleni do tfid konjugovanych prvki zfejmé nezajimavé,
kazdd ttida vzdjemnd konjugovanych prvki se tam skléddd
z jediného prvku.
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