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(Névod: 2 je nojvdtsl spoledny délitel &isel 4, 6; 12 je jejich nej-
mensi spoledny nédsobek.)

14.* Ukazte, Ze v pf. 13 ndm 2. véta o isomorfismu Fiké, Ze seditan{
& odéitdn{ sudych ¢isel modulo 6 je isomorfni se seéitanim a odé{tdnim
viech celych &fsel, dslitelngch dtyfmi, ale modulo 12.

1,7. TRIDA KONJUGOVANYCH PRVKU. NORMALISA-

TOR PRVKU. TRIDOVA ROVNICE. KONJUGOVANE

PERMUTACE. JEDNODUCHOST ALTERNUJICI GRU-
PY A, PRO n > 4.

Pfi pojmu normélni grupy jsme narazili na po]em konjugo-
vanych prvki v grupé (prvek y byl nazvén'konjugovanym
8 prvkem x pomoci prvku z, jestliZe platilo

y = zxz—l).

Vzijemnd konjugovanost prvkal je jakdsi pffbuznost,
ktera dovoluje rozdélit dileZitym zpisobem prvky grupy do
oddélenych tiid vzdjemné konjugovanych prvki (dle zcela
jiného hlediska neZ rozdéleni do levych tiid dle podgrupy).

Utvofime-li totiZ v grupé skupiny vzdjemné konjugova-
nych prvki, pak ziejmé kazdy prvek grupy lez{ v (alespori)
jedné skupiné a Ziddny nelezi ve dvou &i vice skupindch sou-
tasné. Nebot jakmile by prvek z byl konjugovdn jednak
8 prvkem =z, jednak s prvkem y, ¢ili jakmile by zxz;! =
= z,y2;1, pak by

— 21z dz=ly, — p=1 -1, }-1
Yy = 2312,22712, = 2512\ 2(2712)) 71,

tak¥e z by bylo konjugovino s y. Ka?d4 grupa @ se tedy
skutedné rozpadé ve tiidy vzdjemné konjugovanych prvki.

Nékteré tiidy mohou oviem obsahovat jen jediny prvek.
Piedeviim je jednotkovy prvek j (v grupé G) konjugovén
sdm se sebou, protoZe zjz—1 = 5. V Abelovych grupdch je
rozdéleni do tfid konjugovanych prvki zfejmé nezajimavé,
kazdd ttida vzdjemnd konjugovanych prvki se tam skléddd
z jediného prvku.
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Dalezité je, Ze polet vzdjemné konjugovanych proki je vidy
délitelem fddu grupy (jestliZe oviem jde o grupu koneénou).

Abychom to ukézali, uvazme k danému prvku a koneéné
grupy @ souhrn viech prvki z, které spliujf vztah ¢ = xaz—1,
t. j. ax = za. (Rikédme, %e z je prvek komutativni s prvkem
a.) Mezi takové prvky patii pfedné jednotka § nasi grupy G.
Jestlife @ = z,a271, @ = z,ax7!, pak dosazenim méme

a = 2z, 027127 = z,340(7)%,) Y,

takZe se dvéma prvky z; a x, i jejich souédin z,2, je komuta-
tivni &= danym prvkem a. Konelnd jestlize @ = xaz—1, pak
z~laxr = a, ¢ili spolu 8 x téZ inversni prvek z—! je komuta-
tivni 8 @. MiZeme tedy Fici, Ze souhrn viech prokd komutativ-
nich 8 danym prokem a z grupy G tvofl podgrupu N, grupy G,
t. zv. normalisdtor prvku a v grupé G.

Viimnéme si nyni levé tfidy yN, libovolného prvku y
podle normalisétoru N, prvku a. Ukazuje se, Ze viechny prv-
ky yx z takové levé t¥idy skytaji tyZ k a konjugovany prvek
yay—1. Nebot yza(yx)—! = y(xax—1)y—! = yay—!, podle defi-
nice normalisdtoru N,.

To tedy znamend, Ze riznych konjugovanych prvki
k prvku a je praveé tolik, kolik je levych t¥id v grupé @ podle
normalisdtoru N, coZ je opravdu é&islo, délici (dle véty 3) f4d
grupy G.

Z toho tedy celkem vyplyva tento zdvér:

Rdd n koneéné grupy @ je souctem nékterych svijch déliteli,
z nichZ kaZdy znamend poéet vzdjemné konjugovanych proki
v jedné tFids;, mezi témito déliteli, které se mohou i nékolikrdt
opakovat, vystupuje vidy &islo 1 jakoZto polet véech proki, kon-
jugovanych s jednotkou grupy. To je slovni vyjadfeni t. zv.
tfidové rovnice pro konedné grupy

n=1+4+hg+hy+ ...+,

kde » je F&4d grupy, kterd se rozpadd do r tiid vzdjemné kon-
jugovanych prvki, pifi demiZ i-t4 tfida obsahuje h; prvkil
(¢=1,2,...,7) a prvni tfida obsahuje jen jednotku grupy.
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V&imnéme si jedts jedné vyznamné okolnosti, Ze totik fdd
kaZdé normdint podgrupy v dané grupé je soultem &isla 1 a né-
kterych ze stitanci by aZ h,, nebot norméilni podgrupa obsa-
huje oviem jednotku grupy a s kazdym dal§im svym prvkem
obsahuje k nému i vdechny prvky s nim konjugované. To je
fakt, jehoZ se &asiwo vyuzivé pfi hleddni normdlnich podgrup
dané koneéné grupy.

Nyni se vratme k permutacim, abychom vidéli uZit{ pravé
zavedenych pojmi.

BudiZ =z néjakd permutace &isel 1,2,...,n, previdéjici
¢islo k v &islo n(k). Pak libovolnd s nf konjugovand permu-
tace gmp—! prevadi &islo k v &islo prme—1(k), t. j. &islo k = g(%)
v &islo pmp—1(o(¢)) = pn(i). Cili provést permutaci gmg—?!
konjugovanou s permutaci 7z pomoci permutace g je totéZ,
jako soudasné v horni i dolni fddce rozepsané permutace 7
zaménit tam stojici &isla podle permutace g, t. j.

o(l) e(2) ... e(n)).
on(l) en(2) ... gn(n)
(Potfebujeme-li, pfejdeme oviem snadno k takovému vy-
pséni, kde v prvni fiddce jdou &isla podle velikosti.) Na pf.

(1234 (1234
T=\1342) 2= \3241)

. {3241\ (1234
e = (3412) = (243 1)'

"Av3ak permutace, konjugované k dané permutaci a jejich
podet lze jesté lépe prehlédnout pomoci t. zv. rozkladu
permutace v oddélené cyklické permutace, strué¢né
v oddélené cykly. Cyklem (3, 2, ..., ¢;) rozumime pfi
tom permutaci, kterd pfevadi &islo i, v &islo 3, &islo i, v &¢slo
iy, atd. aZ &slo i, _, v &islo ¢, a &islo ¢, zpét v &slo 4, kdeZto
ostatni (nevyznadend) &isla nechdva stit. Podet k &isel, kterd
nepfejdou v sebe sama cyklickou permutaci (3,, 14, ..., %),
nazyvidme délkou cyklu. Cykly délky 2 (tvaru (sk)) se nazy-
vaji transposice; znamenaji zménu &sla ¢ v &slo k a &isla k
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v ¢islo ¢, pfi ¢emZ ostatni &isla zlstdvaji stdt, Dva cykly na-
zyvame oddélenymi, jestlie neni Zddného &fsla, které by se
meénilo jak pfi jednom tak pfi druhém cyklu.

DokéZeme si tuto poudku: '

Kazdd neidentickd permutace stupné n (na n-&lslech 1,2, ...,
...n) se dd jednoznaéné rozlofit v souéin oddélengch cykli,
pFi éemZ na pofadi &initelds nezdleXl.

Budiz tedy z jakdkoli neidentickd permutace, provedend na
&islech 1, 2, ..., n. Najdéme si prvni &islo ¢;, které neziistdvd
stat pfi permutaci =z, n(i;) + ¢,. Pak se mezi &isly n(1,),
73(4y), 12(%y), ..., H(4,); ... musi ndkterd opakovat, protoZe
viech permutovanych &sel je jen konetné mnoho. Jestlize
n7(4,) = 7%(¢,) pro r >s;r, 8 celd kladnd, pak n"(n?)-1=
= qT3i,) = 1.

Existuji tedy celd kladnd &isla m takovd, Ze n™(;) = 3,.
Budiz k nejmensi z takovych &isel. Pak &fsla ¢, 7(s,), #%(1,), ...
..., *~Y(1;) jsou navzdjem riizné, aviak n*(i,) = 1, (po prvé).
Cisla iy, iy = 71(4,), 83 = 7%(3}), ..., 4 = A*~2(3,) sklddaji cy-
klus délky k, ktery plisobi patrné na né pravé tak, jako celd
permutace 7. JestliZe jiZz neni daldiho &isla, které permutaci =
se méni, jsme hotovi. V opaéném pfipadé provedme s dalsim
¢islem, které oznaéme tiebas m,, totéz, co pred tim s &islem 1,,
takZze obdrzime dalsi cyklus, feknéme (m;m,...m,), kde
my =7t(m,), mg =n%(m,), ..., mq=n9"1(m,), kdetton%(m,) =
= m, (po prvé). Opét se dand permutace z a cyklus (m,m, ...
... my) shoduji co do svého iéinku na éisla m,, ..., m,. Jedno
a totéZ éislo nemiZe vystupovat v obou cyklech, protoZe
jinak bychom méli n%(3,) = #®(m,) pfi vhodnych mocnite-
lich a, b, takZe by &islo m, = 7°—?(3,) ndleZelo do prvnfho
cyklu, proti pfedpokladu. Budeme-li tento postup opakovat
tolikrat, kolikrdt je moZno, dosdhneme (ndsledkem koned-
ného podtu permutovanych é&isel) nakonec toho, Ze viechna
&isla, kterd danou permutaci 7t nepfechdzeji v sebe sama, se
rozdéli do jednotlivych cykld. Pfipomefime znova, %e kaidy
takto ziskany cykl je permutace, nechivajici stdt viechna
&isla, kroms téch, kterd v cyklu vystupuji — a &sla v cyklu
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vystupujici zaménuje stejné jako rozklidand permutace.
Koneéns je ziejmo, Ze oddélenost cykld, t. j. okolnost, Ze
z4dné dva razné cykly nehybajf tymZ &fslem, m4 za ndsledek
jejich vzdjemnou komutativitu. Tim je nafe tvrzeni dokdza-
no. Nésledujici ptiklady na rozklad permutace v souéin oddé-
lenych cykla si dle potfeby &tendf pro vétsi jistotu sdm do-
plni daldimi. (Pozor na to, Ze provedenim cyklu (t. j. cyklické
permutace) na samotnych &islech cyklu dostdvdme tyz cykl,
jen jinak psany!)

3142

12345678910\
1045918726 3]

—(11035)(24968)[= (49682)(35110) =...].

(Je tfeba pamatovat na to, Ze k urdeni permutace jejim
rozkladem v cykly je tieba udat podet permutovanych pied-
métd (isel), které jsou v eyklickém rozkladu vyznaéeny.)

Podle pfedchoziho nyni uré¢ime permutaci grg—?! konjugo-
vanou 8 permutaci & pomoci permutace ¢ nejjednoduseji,
je-li x ddna rozkladem v oddélené cykly. Pak prosté nahra-
dime v takovém cyklickém rozkladu kazdé &slo ¢ ¥slem p(s)
a obdrzime tak konjugovanou permutaci pmp—! v rozkladu
v oddélené cykly. Tak na pk., je-li  posléze uvedend permu-
tace a p je permutace

12 345678910
5610789234 1)

pak v cyklickém rozkladu lze psét pohodlnd
omo~1 = (51108)(67493).

Samozfejmé tedy méd konjugovand permutace s danou
permutaci stejny podet cykli téZe délky. Ale patrné téZ
obricené, jestlize dvé permutace vykazuji ve svych rozkla-
dech v oddélené cykly tyz podet cykll stejné délky (pro kaZ-
dou se vyskytujici délku cyklu), pak jsou tyto permutace
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vzdjemné konjugované — a to pomoeci kaZzdé permutace,
kterd prevddi vidy é&isla jednoho cyklu v jedné permutaci
v ¢&isla cyklu téZe délky v druhé permutaci.

Kazdou cyklickou permutaci mo%no déle jeSté rozloZit
v transposice (dvojélenné cykly), oviem nikoli jiz oddé-
lené, nybrz naopak, navazujici na sebe. JestliZe (7, ... t;) je
dany cyklus, pak patrné permutace jim dosaZend je rovna
sledu postupné provedenych vymén (transposic) tak, Ze
mozno psit

(il':z e ik) = (":1":2)(’:27:3) v (ik—zik—-l)(ik—lik)-

(Pozor na to, Ze &teme a ndsobime od prava doleva. Nejdfive
si vSimnéme, Ze t, pfechdzi v ¢,_, prvni transposici, pak
%, pFechdzi v i;_, druhou transposici, atd. aZ posléze tento
Fetézec zmén konéi zménou i, v 1, takZe cely soudin transpo-
sic pfevede ¢, v %,. AvSak pokud jdeo ¢,_,, (jiZ (zprava) prvni
transposice pfevadi 7,_, v ¢, a v Z4dném z ndsledujicich
transposic se ¢, uZz nevyskytuje, takie celkem ni8 souédin
transposic pfevadi ,_, v 7,. Podobné ddle ¢, __, bude mé&néno
a% po pfipojeni druhé (zprava) transposice, a to v ¢;_,, kte-
rézto &islo jiZ zlistane stdt i po provedenidalsich transposic.
Stejné zjistime i u ostatnich &isel, Ze vypsany souéin transpo-
sic na né u¢inkuje tak jako prvni transposice (zprava), v niz
ge toto &slo vyskytuje, tedy tak jako sdm cykl.)

Z rozkladu cyklu v transposice vyplyvé, Ze cykl o sudé
délce je permutace lich4, jakoZto soudin lichého po&tu trans-
posic (coZ jsou permutace liché) a cykl o liché délce je permu-
tace sudd, jakoZto soudin sudého poétu transposic (viz par.
1,5).

A nyni se obratme k alternujici grupé %, viech sudych per-
mutacf stupné 5.

Véta 10.

Alternugjict grupa U (sudych permutaci z péti pFedmétil) je
jednoduchd.

Diikaz povedeme methodou, o ni% jiz byla zminka: uréime
podet permutaci ve tFiddch vzdjemné konjugovanych permu-
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taci, na néz se rozpada grupa ¥;, a ukdZeme prosts, Ze z disla 1
a nékterych sé¢itancl, uddvajicich podet konjugovanych per-
mutaci v Uy, nelze obdrZet soudet, ktery by délil ¥4d grupy %,
t. j. éislo, jez by mohlo byt fddem normélni podgrupy. P¥i
tom musime d4t pozor na to, Ze piijde o konjugovanost v U
(a nikoli v &;), t. j. o konjugovanost pomoci sudych permu-
taci.

Podle rozkladu v oddélené cykly nalézéme tyto druhy
sudych permutaci stupné 5 — jichz je 15! = F4d %; = 60
(vedle identické permutace):

1. Soudiny dvou (oddélenych) cykll, coz musi byt dvoj-
¢lenné cykly (transposice), aby permutace byla sudd.

2. Jednotlivé trojélenné cykly.

3. Jednotlivé pétidlenné cykly.

K 1. Viechny soudiny dvou oddélenych transposic, tedy
permutace tvaru (a,a,)(b;b,), (kde a,, a,, b,, b, jsou rizna
4sla od 1 do- 5), jsou konjugované se sudou permutaci
(12)(34) — a jsou tedy konjugované i navzidjem. Nebot
jedna z obou permutacf

12345\ (12345

a,a,b,by¢)’ \ay,a,b,b,¢
(cje jediné zbyvajici &islo rfizné od &isel a,,a,,b,,b,) je zarudens
sud4 a pomoci obou obdrzime permutaci (@, a,)(b, b;) jakoZto
konjugovanou k permutaci (1 2)(3 4) (dle svrchu uvedeného).
Tvoii tedy soudiny dvou oddélenych transposic pravé jednu
t¥idu navzijem konjugovanych permutaci v grupé ;. Jejich
podet obdrzime, kombinujice kaZdou z g 28 dvojic disel s (g
zbyvajicimi dvojicemi a délice dvéma, protoZe takto obdr-
%ime kaZdy soudin dvou oddélenych transposic dvakrit.

bl (:) je ze &koly zndmy binomicky koeficient,

" _n(n——l)...(n—k+ 1)
(k)" 1.2.3...k )
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Tedy prvni tfida vzdjemné konjugovanych permutaci v gru-
pé Uz obsahuje f(g) (3) = 15 prvkdi.

K 2: Se ttemi danymi ¢isly a, b, clze provest pravédvarizné
cykly, (abc)a (bac). Mime tedy 2. (g) = 20 frojélennych

cykla v ;. Ty jsou viak vSechny konjugované k cyklu
(1 2 3), protoZe jedna z permutaci
12345\ (12345 12345\ (12345
(abcde)’ (abce d) & (bac d e)' (ba c ed)’
kterou #4dané konjugovanosti lze dosdhnout, je jisté sudd.
Druhd tiida navzijem konjugovanych permutaci v U
obsahuje tedy 20 prvki.

K 3: P&t &isel 1ze podrobit celkem }5! = 24 cyklickym per-
mutacim, protoZe spolu s jednim pofadim péti &isel i pét
dalgich pofadi, ziskanych z daného tou cyklickou zdménou,
kterd je danym pofadim vyznadena, dava zdpis téhoz cyklu.
(Na rozdil od pfedchoziho, nejsou viechny péti¢lenné cykly
vzéjemné konjugoviny v grupé U;.) Je vidét, Ze jedinymi
permutacemi, pomoci nich? pétiélenny cykl je konjugovin
sdm se sebou, je tento cyklsdm a jeho mocniny. Jinymislovy,
normalisdtor péti¢lenného cyklu v U, je tvofen pravé viemi
péti riznymi mocninami tohoto cyklu. Jesté jinak Fedeno,
tiida viéch v grupé %; konjugovanych permutaci k péti-
¢lennému cyklu obsahuje

rad U
ra5 2 = 6—50- = 12 permutaci.

Rozpadé se tedy vSech 24 pétitlennych cyklid v ¥; do dvou
takovych tfid vzdjemné konjugovanych, obé po 12 permu-
tacich (prveich grupy ).
Tfidovd rovnice pro alternujicigrupu %; tedy zni
15! =60=1+4 154 20 4 12 + 12.
Jako Fddy (netrividlni) normilni podgrupy v %, by tedy
pfichdzela v Gvahu jenom tato &isla (dle svrchu Fegeného):
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124+ 1=13,154+1=16, 20 + 1 = 21,
12 +12 +1=25, 15412 + 1 = 28.

Z nich vSak ani jedno neobstoii, nejsouc délitelem fddu
grupy, t. j. ¢isla 60. — Tedy skuteéné alternujici grupa U ne-
mfiZe mit netrividlnich normdlnich podgrup.

Ukazuje se, %e viechny dali alternujici grupy jsou jednoduché.’
Myslenku diilkazu tohoto na prvni pohled pfekvapujiciho
zjevu zaloZime, zhruba fefeno, v tomto: Na jedné strané
netrividlni normilnf podgrupa alternujici grupy musf obsaho-
vat dosti mnoho permutaci, protoZze s kaidou permutaci
musi obsahovat znaénou rozmanitost viech konjugovanych
permutaci. Na druhé strand vSak z pfedpokladu jednodu-
chosti alternujici grupy %, (kterd je ovSem podgrupou
néasledujici alternujici grupy %,+,) vyplyvé (uZitim 2. véty
o isomorfismu), Ze naopak netrividlni normalni podgrupa
v U,4+, musi obsahovat ,,velmi mdlo* permutaci; z tohoto
rozporu vyplyvé, fe nemd-li U, netrividlnich normélnicH
podgrup, nemd je ani U,4,. ProtoZe viak alternujici
grupa U;, jak jiz vime, jednoduch4 je, je jednoduch4 i nésle-
dujici alternujicf grupa 4, ndsledkem toho je jednoduchd
i dalsf alternujicf grupa U, atd. aZ do nekoneéna.

N43 postup dikazu jednoduchosti alternujicich grup stup-
né vysiiho nez patého, ktery ndsleduje, je tedy t.zv. induktiv-
ném postupem. (O riznych druzich a povaze takovych Gsudkd
t. zv. matematickou indukef se étendf poudi ve svazedku
»Cesty't od Katétova, pod ndzvem ,,Jakd je logickd vy-
stavba matematiky.) '

Véta 11,

Alternujict grupa ¥, stupné n v&t§tho ne &tyfi je jedno-
duchd. :

Dikaz:

Alternujici grupa % je jednoduché podle pfedchozi véty.
Kdyby néktera z dalsich alternujicich grup %, pro » > 5 ne-
byla jednoduchd, musela by mezi nimi byt jedna alternujici
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grupa, feknéme %, co nejmensiho stupné m (ovSem Ze je
m > 5) takovd, Ze ona sama jiZz jednoducha 'neni, ale pfed-
chozi alternujici grupa U,,_, jedté jednoduchd je. UkdZeme,
Ze existence takové prvni nikoli jednoduché alternujici grupy
A, je vyloudena, protoZe by vedla k odporujicim si disled-
kiim. (T. zv. diikaz nepfimy, srov. citovanou Katétovovu
knizku.)

Piedpoklédejme tedy, Ze mame v alternujici grupé U,
(m > 5) netrividln{ normalni podgrupu 9 (kterd tedy obsa-
huje vice neZ jenom identickou permutaci).

Prvnfm nadim (pomocnym) krokem bude nalézt v T
vhodnou permutaci g a dvé z permutovanych &isel, Feknéme s
a k tak, aby éisla ¢, k, o(?), o(k) byla riznd. — Zvolme proto
v N libovolnou neidentickou permutaci o, prevadéjici &islo ¢
v &slo a(1) + ¢ a rozlofme o v soudin oddglenych cykld, jak
byla o tom feé shora. Jsou tfi moZnosti (vzhledem k tomu, Ze
jde o sudé permutace)

a) mdme vice cyklickych &initeld v rozkladu,
b) rozklad se redukuje na jediny cykl, obsahujici vice neZ
étyfi z permutovanych &isel,

¢) rozklad se redukuje na jediny, trojélenny cykl.

V obou piipadech a) a b) polozme o = g; v pfipadé a) pak
vezmeme za ¢ tfebas libovolné &fslo z prvniho a za k libovolné
¢islo z druhého cyklu rozkladu, takze %, k, o(2), o(k) jsou
zfejmé rizné &isla. V pfipadé b) vezmeme tiebas za ¢ prvnf
a za k tfeti &islo uvazovaného cyklu, takZe g(¢) bude druhé
a (k) étvrté &islo tohoto cyklu, tedy opét jists rizné &isla.

V piipadé c) nechdvd permutace ¢ stit viechna &isla kromé
ti{. MiiZeme pro jednoduchost pfedpoklédat, Ze jde o ¢isla
1,2,3 a Ze 0 = (1 2 3) (toho lze vidy dosdhnout vhodnym
predislovdnim permutovanych pfedmét). Konjugovinim
pomoci sudé permutace (2 5)(1 4) (kterou dle pfedpokladu
m > 5 mdme k disposici) zjiSfujeme v nasi normdlni pod-
grupé N pFitomnost permutace
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(25)(L4)(1 23)(1 4)-125)-1 = (4 53),
a tedy i pFitomnost permutace

123456...
9=(45&“23)=(241536 m

Tim je piipad ¢) pfeveden na piipad b), ktery jsme jiz vy¥i-
dili.

)=(12453y

Tedy opravdu midme vidy permutaci ¢ v N takovou, Ze
&isla i, &, o(¢), o(k) jsou riznd.

Nyni provedeme druhy krok. Ten spoéivd v dilezitém
zjisténi, Ze z permutovanych ¢&isel kterdkoli dvé rizns é&isla
r, slze pfevést vhodnou permutaci p*, obsaZenou v N, v kterd-
koli dvé ¢isla r', s’ (z permutovanych &isel) — pokud jen jsou
&isla 7, 8, 7', s’ riiznd.

Za tim téelem si najdeme sudou permutaci z (v %,),
kterd prevadi &islo 7 v &islo 7, &islo & v ¢&islo s, &islo p(1) v &islo
7’ a &islo p(k) v &islo 5.2 Takovou sudou permutaci  si snad-
no sestrojime prosté tak, Ze jeStd urlime zcela libovolnd
v co maji pFejit zbyvajici &isla — to jsou podle pfedpokladu
(m > 5) alespoii je§té dvé — a neni-li jiZ takto dand hledand
permutace sudd. pak vyménou dvou naposled nahrazova-
nych &isel dosdhneme sudosti Zddané permutace 7.

Nyni v8ak konjugovand permutace g* = monm—1, patiici
spolu 8 ¢ do naSi normalni podgrupy %, pfevddi vskutku
tislo 7 v &islo g*(r) = mon—1(r) = men—n(3) = 7(p(?)) = ',
a tislo s v &islo p*(s) = men—1(s) = mon—n(k) = n(p(k)) = '

Tento krok ndm jiz dovoluje udat &islo, jeZ musi byt pfe-
krodeno nebo alesponi dosaZeno f4dem nasi normdlni podgru-
py. Shleddvime totiZ, Ze v M musi byt m — 3 permutaci,
jimiZ &islo 1 pFrechdzi v &fslo 2 a p¥i tom ¢&islom piejde v jedno
z m — 3 zbyvajicich &isel. Stejné v3ak musi 9t obsahovat
dalsich m — 3 permutaci, pfevddéjicich &islo 1 v ¢&islo 3 a
soudasnd ¢islo m ve zbyvajici &isla. Podobné vidy dalsich

2 Kdybychom nev&dsli, %e 1, k, g(t), o(k) jsou ruzné &fsla, nemohli

bychom vidy s tispdchem permutaoci » urdit tak, jak to (niZe) potfebu-
jeme.

90



m — 3 permutaci v N je zarudeno pfi pfechodu &isla 1 v &fsla
4,5, ..., m. Ce]kem tedy obsahuje nase normélni podgrupa 9t
nejméné (m — 3)(m — 1) riznych permutaci; f4d grupy N
musi dosdhnout anebo pfekroéit &islo

(m— 3)(m—1) =m?—4m + 3.

A nyni se obratme k obrdcenému odhadu (se shora) fddu
nadi normalni podgrupy.

K tomu uzijeme 2. véty o isomorfismu. Pokliddme za pod-
grupu U (z véty 9) predchozi alternujici grupu %,,_, viech
t&ch sudych permutaci na m pfedmétech (&islech), které ne-
chévaji jisty pfedmét (éislo) stdt; za normdlnf podgrupu s
ve vétd 9 vezmeme oviem N a za celou grupu G samoziejmé
celou alternujici grupu %,. Pak médme isomorfismus

QIm—l ~ QIm---].let
ey AN N

kde si zatim jeSté ponechdvime moZnost stanovit pfedmét
(¢islo), jejZ maji nechat stit permutace z U,_,. Prinik
Um—1 N znadi normélni podgrupu v grupé Y,,_, véech per-
mutaci, jez patfi jak do U,_,, tak i do nasi normélni pod-
grupy .

Piedmét, t. ] dislo, které maji nechat stdt permutace
z U,—y, i nyni zvolime tak, aby podgrupa N, (kterd byla
pfedpoklidina jako netrividlni, t. j. riznd od celé grupy %,),
neobsahovala podgrupu ¥,,_,, ¢éili aby prinik %,,_, N N ne-
byl roven ¥,,_;. Ze to vidy lze (za naSich pfedpokladi), t
pozndme takto: V opatném pnpa,de by M musela obsahovat
kazdou z moZnych podgrup ¥,,—, (pro rizné zvolend pii per-
‘mutacich stdld &sla), t. j. 9t by obsahovala veSkeré sudé
permutace (na nadich m pfedmétech, resp. &islech), které
nechdvaji stit aspod jedno &islo. Jakoito podgrupa obsa-
hovala by M veskeré souiny takovych permutaci. AvSak
tim by jiz M obsahovala vSechny sudé permutace (stup-
ndé m) vibec. Nebot rozloZme kaZdou z daldich sudych
permutaci (t. j. takovych, které nenechdvaji stit nic)

91




v soudin oddélenych cykli. Dédle rozloZme tyto cykly
v soudiny transposic (tak jak jsme to uvedli shora) a kone¢né
sdruZzme tyto (vice neZ tii) posléze ziskané &initele (transpo-
sice) do dvou ¢&initeld vidy o sudém podtu transposic. Tak se
stdvé opravdu sud4 permutace sou¢inem dvou sudych permu-
taci, z nichZ kazda nechdvd aspoii jedno permutované &islo
stat.

Zvolivse si tedy podgrupu %,,_, v ¥, tak, aby nebyla obsa-
Zena v normélni podgrupé¢ M, mame v priniku Y,_, O N
normélni podgrupu (pod)grupy ¥.,.,, kterd je od ¥, _, riizn4.
Avsak U, _,jepodle pfedpokladu jeSté jednoduchd
grupa, tedy nezbyvd nez Zze U,,_, N N se redukuje na pou-
hou jednotku (identickou permutaci).

Nésledkem toho viak podilové grupa QI——W je prosté

A
grupa %, _, sama. Nahofe naznadeny 1somorflsmus nim tedy

mimo jiné pravi to, Ze podilova grupa %‘—gfmé tyz t4d, jako

(m —1)!

53— toto d&islo je tedy rovno

fddu grupy U, N délenému fddem normdlni pod-
grupy R (viz véta 5). Avsak Fid grupy ¥U,,—; Tt jakoito pod-

ma ¥,,_,, coZ je &islo

!
grupy v U, je nanejvyse roven &éislu m? (coZ je F4d ¥,,). M4-
me tedy
m—1! _—m! 1
2 =2 fad W
z dehoZ plyne, Ze f4d nasi normaln{ podgrupy % grupy U, je
nanejvyse roven &islu m.

Aviak prve jsme dokdzali, Ze fid grupy M musi byt v&tsi
anebo nejvyse roven &slu m? — 4m + 3. Z toho oviem vy-
plyvé, ze m* — dm + 3 < m, t. j. Ze &islo -

m— (m®— 4m 4+ 3) = 5m — (m? + 3)
je nezdporné, &ili i &islo
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bm--[m*+3)):m =5 — (m-{-i)
m

je nezdporné. Ale to pravé neni pro pfedpokldédané m > 6
mozné. Dospéli jsme tedy k hledanému logickému rozporu,
plynoucimu z pfedpokladu, Ze existuje alternujici grupa %,
pro m > 5, kterd by nebyla jednoduchd; tim je tedy takovy
pfedpoklad vyvricen a véta o jednoduchosti alternujicich
grup permutaci stupné alespofi patého dokézéna.

SeznAnf jednoduchosti alternujicich grup U, viech stuphiu n, vys-
#ich, neZ 4 bylo dilezitym krokem v potédtcich samotné theorie grup,
protoze se ukézalo, jak sloZitymi (vzhledem k rozmanitosti podgrup
téchto alternujicich grup) mohou byt jednoduché grupy (jednoduché
vzhledem k tomu, %e nemaji norméln{ netriviélni podgrupy). Jak
jsme viak jiZ naznadili, md tento poznatek znalny vyznam i mimo
theorii grup, v t. zv. Galoisové3 theorii algebraickych rovnic
tvaru

ez +az" 4+ ... t+ap_x+a,=0,

t. j. t. zv. algebraickych rovnic stupnd n o jedné neznédmé z. V této
souvislosti byla také jednoduchost alternujicich grup objevena. Neni
mozno podat zde ani pfiblizny vyklad Galoisovy theorie. Musime
se spokojit s pouhym poukazem na to, e Galoisova theorie pfevadi
vlastnosti algebraické rovnice o jedné nezndémé ve vlastnosti jisté
t. zv. Galoisovy grupy permutaci kofenti této rovnice. Vlastnostem
grupy odpovidaji vlastnosti rovnice a naopak. Zejméne Fesitelnosti
rovnice pomoci t. zv. algebraickych podetnich konu (sediténf, odsi-
téni, nésobeni, déleni, mocnéni, odmociiovéini) odpovidd jisté vlast-
nost (pkisluiné Galoisovy) grupy; tato vlastnost byla proto nazvina
fe¥itelnost grupy. Z jednoduchosti alternujicich grup stupid vys-
sfho ne% &tyFi viak vyplyvé, Ze Galoisova grupa obecné rovnice
stupnd vyisiho neZz Styfi nend Feditelnd. Tedy neexistujf byt sebe sloZi-
t8j3f vzorce, které by dovolovely vypotitat (pomocf Sesti algebraic-
kych ukonu) hodnoty jednotlivych kofenii rovnice pétého, sestého
& vysiiho stupnd podobns, jako je tomu u rovnic druhého (to tenédk
zné), tietitho a &tvrtého stupnd (to ¢tenif moinéd neznd, ale takové

% P&kny vyklad Galoisovy theorie nalezne &tendf na p¥. v polské
uéebnici vyssi algebry: Sierpinski, Zarys algebry wyszej (Monogra-
fie matematyczne Warszawa 1948) jako dodatek od prof Mostow-
ského.
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vzorce pro rovnice druhého, tfetiho a étvrtého stupnd byly znAmy jiZ
potétkem novovéku, viz Sohwarzovu knizku ,,0 rovnicich*).
Objev nefesitelnosti rovnio stupn® vysstho neZ &tyfi algebraickym
vzorcem, & co vice, nalezeni konkretnich piikladi rovnic s celo-
¢iselnymi koeficienty, jichZ zddny kofen se nedéd vytvofit pomocf vy-
jmenovanych &esti algebraickych potetnich tukoni, providénych
8 koeficienty rovnice, patii k nejvét3im objeviim algebry na po&itku
19. stoletf, na nichZz se podileji nejménd tii matematikové: Itel
Ruffini, Francouz Galois a Nor Abel. Timto objevem definitivnd
skondilo marné hledéni vzorci pro FeSeni rovnic pétého stupns a vy-
stho, které trvalo dobré tii staletf.

Po tomto, bez treningu a napoprvé jisté naméhavém
vystupu, ktery jsme krok za krokem provedli, vénujeme se
nyni jiz jen klidnému rozhledu s relativniho vrcholku, jehoZ
jsme pravé dosahli, t. j. pohledu na nékteré dalsi a vyssf
vreholky theorie grup. Redeno méns obraznd (a pro &tendfe,
jenz nemd v oblibé turistiku) v dalsim a zdvéreéném para-
grafu naSeho vykladu zékladnich pojmi theorie grup pijde
jiZz jen o informativni pfehled nékterych hlavnich vysledkd
a uZiti theorie grup, které poddme bez dikazi.

Cuifent k 1,7,
1. Provedte vynésobeni cykla

8) (142)(536) = (123456) ~0

b) (35)(1287)(854) = (12345‘”9) =o0.

¢) Pro cykln = (1 2 3 4 5 8) udejte viechny vzédjemns rizné moc-
niny s, n8, ... (Pfesvdédéte se, Ze moenina cyklu ebecnd nenf jiz jediny
cykl: 72 = (1 3 5)(2 4 6); ale ovéem (1 3 5)? = (1 6 3)). *Jaké pravidlo
mocndni cykli lze vyslovit pro to, kdy se cykl mocnénim rozpadé?

2. Najddte konjugované permutace
: ene~!, oga™?, goe™!, nlen~*
k permutacim #?, g, o ze cvid. 1,2.)

3. Provedte rozddleni permutaci do t¥id konjugovanych pro grupy
&, a &, podrobns. Napiste ti{dové rovnice.
. 4. Ré&d permutace je nejmensim spoleénym nésobkem délek odd3.-
lengch eykla v rozkladu. — DokaZte !
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§. Nazveme sudou permutaci 7’ viech pfirozenych éisel 1, 2, ...
kafdou sudou permutaci 7 ndjakych n &fsel, které byla doplnéna
predpisem n'(n 4+ 1) =n + 1, #'(n + 2) = n 4+ 2, ... atd. bez ome-
zeni, (Zatim co a’(k) = n(k) pro k=1,2,..,n) Je tedy =’
piedpis, pfirazujici kaidému ptirozenému &fslu pfesnd jedno pFi-
rozensé &islo, pfi éemZ jen koneénd mnoho &isel obdrzi timto pfifazenim
¢islo od daného &isla rizné; (sudé permutace viech pfirozengch &isel
nechédva stdt skoro viechna &fsla, aZ na konefny podet vyjimek; tato
vyjimednéd &isla jeou podrobena jisté sudé permutaci v obvyklém
smyslu).

DokaZte, Ze sudé permutace pfirozenych &fsel tvoif (nekonefnou
nekomutativni) grupu Y pfi definici nésobeni

[7" . @')r) = #n'(p'(r)) pro r = 1,12,

Dokazte, %e grupa 9 obsshuje podgrupy U, pro .»n =1, 2,3, ...
vesmés isomorfni s grupami Y, viech sudych permutaci prv-
nich n ¢&sel 1, 2, ..., n; dile dokaite, Ze kaidy prvek z grupy
A (sudé permutace pfirozenych &isel) je obsaZen v ndkters z pod-

1
grup Ug.

6.*Doka%te, Ze nekonednd grupas Y neobsahuje vlastni{ normélni
podgrupu ¢ili Ze je pfikladem nekoneiné jednoduché grupy.

(Névod: Kdyby St byla normélni podgrupa v ¥, pak prunik
U, » U by byla normélni podgrupa v podgrups ¥y, (jak vime z 2.véty
o isomorfii). Nésledkem jednoduchosti podgrup Q[;, pron = 5, 6,7,...
(dle cvis. 6) musi budto: Ay, AN = U, &ili U, je podgrupou i v nor-
mélni podgrup® N, anebo: A AN obsahuje jen identickou permu-
taci (jednotku). Nastdvé-li drubhd moZnost pro viechna n = 5, 6, 7
pek snedno ukézete, Ze Jt obsahuje jen jednotku. V opaéném pfi-
pads QI;,, nR= QI',,, pro jisté m > 5 zase snadno ukéZete, Ze N
obsshuje kaidou podgrupu QI:. pro r>m a tedy Ze N
je rovna celé grupd 9.)

7. Dokazte jednoduchost véech alternujicich grup U, pro n + 4.

‘1,8. KOMPOSICNf RADY. DIREKTN{ ROZKLADY.
p-ARUPY A SYLOWOVY PODGRUPY. GRUPY A TOPO-
LOGIE. ZAVER.

Jednim z hlavnich kol theorie grup, jak jiz bylo pozna-
mendno, je probddat, jak jsou grupy budovany ze svych pod-
grup. Jsou dva hlavni zptsoby, kterymi sledujeme jak pod-
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