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§. Nazveme sudou permutaci 7’ viech pfirozenych éisel 1, 2, ...
kafdou sudou permutaci 7 ndjakych n &fsel, které byla doplnéna
predpisem n'(n 4+ 1) =n + 1, #'(n + 2) = n 4+ 2, ... atd. bez ome-
zeni, (Zatim co a’(k) = n(k) pro k=1,2,..,n) Je tedy =’
piedpis, pfirazujici kaidému ptirozenému &fslu pfesnd jedno pFi-
rozensé &islo, pfi éemZ jen koneénd mnoho &isel obdrzi timto pfifazenim
¢islo od daného &isla rizné; (sudé permutace viech pfirozengch &isel
nechédva stdt skoro viechna &fsla, aZ na konefny podet vyjimek; tato
vyjimednéd &isla jeou podrobena jisté sudé permutaci v obvyklém
smyslu).

DokaZte, Ze sudé permutace pfirozenych &fsel tvoif (nekonefnou
nekomutativni) grupu Y pfi definici nésobeni

[7" . @')r) = #n'(p'(r)) pro r = 1,12,

Dokazte, %e grupa 9 obsshuje podgrupy U, pro .»n =1, 2,3, ...
vesmés isomorfni s grupami Y, viech sudych permutaci prv-
nich n ¢&sel 1, 2, ..., n; dile dokaite, Ze kaidy prvek z grupy
A (sudé permutace pfirozenych &isel) je obsaZen v ndkters z pod-

1
grup Ug.

6.*Doka%te, Ze nekonednd grupas Y neobsahuje vlastni{ normélni
podgrupu ¢ili Ze je pfikladem nekoneiné jednoduché grupy.

(Névod: Kdyby St byla normélni podgrupa v ¥, pak prunik
U, » U by byla normélni podgrupa v podgrups ¥y, (jak vime z 2.véty
o isomorfii). Nésledkem jednoduchosti podgrup Q[;, pron = 5, 6,7,...
(dle cvis. 6) musi budto: Ay, AN = U, &ili U, je podgrupou i v nor-
mélni podgrup® N, anebo: A AN obsahuje jen identickou permu-
taci (jednotku). Nastdvé-li drubhd moZnost pro viechna n = 5, 6, 7
pek snedno ukézete, Ze Jt obsahuje jen jednotku. V opaéném pfi-
pads QI;,, nR= QI',,, pro jisté m > 5 zase snadno ukéZete, Ze N
obsshuje kaidou podgrupu QI:. pro r>m a tedy Ze N
je rovna celé grupd 9.)

7. Dokazte jednoduchost véech alternujicich grup U, pro n + 4.

‘1,8. KOMPOSICNf RADY. DIREKTN{ ROZKLADY.
p-ARUPY A SYLOWOVY PODGRUPY. GRUPY A TOPO-
LOGIE. ZAVER.

Jednim z hlavnich kol theorie grup, jak jiz bylo pozna-
mendno, je probddat, jak jsou grupy budovany ze svych pod-
grup. Jsou dva hlavni zptsoby, kterymi sledujeme jak pod-
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grupy sklddaji grupu: t. zv. komposiéni fada a t. zv.
direktni rozklad grupy.

O¢ béii pti komposidni fadé?

Chceme-li alespori hrubé pfirovnat tvofeni (klesajici) kom-
posi¢ni fady podgrup k nédemu ndzornému, napadi nds ob-
doba 8 postupnym vysunovinim &dsti z édsti pfi rozkldd4ni
nohy trubkového sklddaciho fotografického stativu: Nejprve
se vysune z celku v ném obsaZeni co nejobjemnéjsi &dst,
z této ddsti opét v ni obsaZend co nejvétsi édst — a to se
opakuje tolikrdt, aZ naposledy vysunutd trubkovd &4st
v sobé jiZ nemd daldi vysunovatelnou &4st, a aZ je jisto, Ze
z4dné dvé trubky jiZz nejsou do sebe zasunuty.

V grupé se postupné vysunovanymi &istmi ovSem ro-
zuméji podgrupy. Opravdu pfehledns zdkonitost se v3ak pfi
tom objevuje jen tehdy, kdyz pfedpokliddme jeité, Ze
»vysunovani‘“ podgrupa je vidy norméilni podgrupou (ni-
koli nutné v celé grupé, ale) v té podgrupé, z niz je privé vy-
sunovana.

Pfistupme od podobenstvi k definici.

Méjme v grupé @ jisty podet » podgrup Gy, G,, G, ..., G,
tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

1. G, je celd grupa G, G, je podgrupa (5), kt;ré, se sklddéd jen
z jednotky j grupy @G.

2. G4, je netrividlni norméIni podgrupa vG,(: = 1, 2, ...,
n— 1).

3. Neexistuje jiZz Zadnd podgrupa G’ v G, kterd by se dala
vlozit mezi nékteré dvé podgrupy G; a G;,, tak, aby G' byla
netrividlni normalni podgrupou v G; a sama aby obsahovala,
G4+, jako netrividlni normdlni podgrupu.

Potom fikime, Ze podgrupy G,, G4, G,, ..., Ge tvoii t. zv,
komposiéni fadu grupy G. Poétu » podgrup v kompo-
siéni fadé vystupujicich se fikd délka komposiéni Fady.

Podilovym grupim GG‘ fikdme nékdy faktory kompo-

+1
si¢ni fady. Je diileZité si poviimnout, Ze podminku 3
lze privé tak dobfe nahradit podminkou
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3'. Faktory komposiéni fady, t.j. podilové grupy HG'—-
i+1y

jsou jednoduché grupy. (Nebof kazd4 normélni podgrupa &
grupy G,, obsahujici grupu G4, ddv4d vznik normélni pod-

G,
grupé —_— podﬂové grupy — T a obrécens).

Uvedme si alespon dva pfiklady komposiéni fady:

1. Symetrickd grupa &, pro » > 5 md komposiéni fadu
S,, 21,,, (4) (£ necht je identickd permutace, (i) grupa skléda-
jict se jenz 1) délky 3, a dd se dokonce snadno ukézat, Ze
jinych komposiénich fad nemd. Alternujici podgrupa %,
v &, je tam totiZ normélni podgrupou, nebot se sudou per-
mutaci p je i kazd4 s touto konjugovand permutaceszpz—1sudd

— a podilové grupa —Ej—" je, jak vime, cyklickd grupa fddu 2,

.tedy grupa jednoduché,’;' alternujici grupa U, je pak sama jiz,
jak vime z pfedchoziho par., jednoduchd grupa.

2. Cyklick4 grupa F4du 12, sklddajfci se z mocnin
a,a%ad, ... a%=j

ma komposiéni Fadu sloZenu ze 4 ndsledujicich cyklickych
podgrup; celd grupa (a) sama (tvofena vSemi mocninami
prvku a), podgrupa (a®) vytvofend 4-mi riiznymi mocni-
nami a3, a%, a®, a*> = j prvkua?, podgrupa (a®) této podgrupy,
tvofend dvéma riznymi mocninami a® a'® = j prvku a®
& koneéné jednotkovéd podgrupa (7).

AvBak to neni jediné komposiéni fada. Jind komposi¢n{
fada se sklddd z podgrup (a), (a?) (a%), () — pFi stejném vy-
znadovdni cyklickych grup. (O normélnost podgrupy v pfed-
chozi podgrupd komposiéni fady se zde netfeba starat —
vzhledem ke komutativité dané grupy.)

O . komposiénich faddch plati nyni pozoruhodnd véta
Jordan-Hélderova, kterd dalekosshle odhaluje struktur-

nf uloZeni podgrup v grupé:
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Délka dvouriznych komposiénich fad téZe grupy
je tdZz. Co vice, ke kazidému faktoru jedné kompo-
siéni fady existuje s nim isomorfni faktor druhé
komposiéni fady,takze faktory oboukomposiénich
Ffad jsouaZnaisomorfismus a pofaditytéz.™

(PovSimneme si, Ze Jordan-Hélderova viéta sama nds
nepouduje o tom, zda dand grupa viibec komposiéni Fadu m4,
ona jen vypovidd o vlastnostech komposiénich fad v pfipadé,
%e néjaké mdme. Existence komposiénich fad je zfejma
v pripadé konednych grup. V zobecnéni nanekoneéné grupy
je podstatné, zda jdeme od vétSich podgrup k mensim (klesa-
jici komposiéni Fada) anebo naopak, od mensich podgrup
k vétsim (stoupajici komposiéni fada). Pro klesajici kompo-
siéni fady i ,,nekoneéné’ (nemiiZeme zde tento pojem bliZe
vysvétlovat, nebot bychom k tomu. potfebovali pojem ne-
koneéného potadového &isla, viz Pospisilovo ,,Nekonedno
v matematice’* ve sbirce ,,Cesta k védéni*‘) véta Jordan-
Holderova plati, pro stoupajici nikoli. Jordan-Holderova
véta mé rovnéZ znadlny vyznam ve zminéné jiz Galoisové
theorii algebraickych rovnic; v souvislosti s ni byla tato véta
objevena koncem minulého stoleti.

Od postupného rozkladu vysouvinim podgrup rozkld-
dané grupy se obrafme -k jinému druhu rozkladu, ktery
spiSe pfipomind rozklad pfirozeného &isla v soudin mocnin
prvotisel: je to t. zv. direktni rozklad grupy.

Zg 8koly je, resp. md ndm byt dobfe zndmo, Ze kazdé p¥i-
rozené &islo se d4 psit jednoznadné (aZ na pofadi &initeld)
jako soudin mocnin riznych ptirozenych prvodisel p,, p,, - ..,
ies Dy, tedy

31 Francouz C. Jordan objevil rovnost délek komposidnich fad
téze grupy. Némec O. Hilder pozdsji objevil tvrzeni o ,,rovnosti®
(t. j. isornorfismu) faktort. Dalekosdhlé zobecnéni na komposiéni
fady ,,nekoneéné‘‘ délky podal neddvno sovétsky matematik A. Ku-
ro#. Dalsim vysetfovanim platnosti zobecnéné Jordan-Hélderovy
véty (ve svazech) se zabyvi v piitomné dobd u nds prof. V1. Ko-
finek.
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a = phpks ... phr.

Rozkliddme-li takto pfirozené &itatele i jmenovatele klad-
nych zlomki a pfipoudtime-li za mocnitele prvodisel i &isla
zdpornd, pak napsany rozklad v mocniny prvodisel plati i pro
kazdé kladné ¢islo lomené a, tedy pro kazdy prvek ndsobici
grupy kladnych zlomkid. Pfi tom vSechny mocniny jednoho
a téhoz prvodisla p s kladnymi i zdpornymi mocniteli
vy P72 p7LL P = 4, pY, PP, ... tvoli zfejmé normdlni (neko-
neénou cyklickou) podgrupu v nésobici grupé vdech kladnych
zlomki. KaZdé kladné lomené é&islo je tedy aZ na pofadi
diniteld jednoznaéné danym soudinem é&initeld vzatych
z jednotlivych takovych normélnich podgrup, dvé takové
normélni rizné podgrupy nemaji vice spolednych prvki
(lomenych ¢isel), neZz jen jednotku, a &isla (prvky), patici
do jedné takové normélni podgrupy (tvofené vSemi mocni-
nami uréitého prvodisla) se jiz takto déle rozklddat na ne-
soudélné ¢initele nedaji.

Od takovéhoto pohledu na rozklad lomenych é&isel v soudin
mocnin prvocisel dojdeme snadno k pFisluinému zobecnéni
na grupy vibec, t. j. k pojmu direktniho rozkladu grupy
v direktné nerozloZitelné podgrupy:

BudiZz G néjakd grupa. MiiZe se stdt, Ze existuji netrividlnf
normélni podgrupy G,, G, ..., grupy G tak, Ze kaZzdy prvek
g z grupy @ se dd aZ na pofadi &initeld jedinym zpdsobem
psat jako soudin konedného podtu &initelig =g,.g5... g
kde é&initel g; (# == 1, 2, ...) pati{ do normélni podgrupy
G,.

Rikéme, Ze tim je dén direktni rozklad grupy & a pi-
Seme ’

G=0G; X Gy x ...
Normélni podgrupy G, se pak jmenuji direktni faktory
(direktniho) rozkladu. JestliZe se tyto direktni faktory G,
samy jiz nedaji stejnym direktnim zpsobem rozloZit, ¥i-
kime, %e jsou to (direktné) nerozloZitelné (ireducibilni)
grupy. (Pozor, nerozloZitelnost je tedy néco jiného (pro
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grupy), nez jednoduchost; jednoduchd grupa je jisté nerozlo-
Zitelnd, ne vidy vSak obricend, jak je vidét na nekonelné
cyklické grupé: Ta je direktné nerozloZitelnd, nenf viak jed-
noduch4.)

Méme tu tedy dvoji obdobu s rozkladem é&fsel v soudin
mocnin prvodisel: Jednak rozklad samotné grupy v di-
rektni faktory a jednak jim uréeny rozklad prvku grupy
v soudin ¢&initeld, vzatych z direktnich faktord.

V piikladé ndsobici grupy kladnych zlomkt byly jednotli-
vymi, nerozloZitelnymi faktory direktniho rozkladu ve-
smés nekonedné cyklické podgrupy (mocnin jednotlivych
prvodisel), a bylo jich nekoneéné mnoho. Jen o mélo sloZitéjsi
je direktni rozklad ndsobici grupy vdeck zlomki, t. j. racio-
nilnich éisel, riznych od nuly. Zde totiZ pfistupuje jesté
jeden direktni a nerozloZitelny faktor, cyklickd grupa fédu 2,
vytvofend &islem —1.

Vétsing Etendfu je v podstaté zndm jiny piiklad direktniho
rozkladu grupy: seéitaci grupa komplexnich &isel z + 7.y

(= V— 1). (Necht &tendfe nemate okolnost, Ze grupovym

<+
nisobenim je zde seditdni &isel!) Tato grupa se pfimo definuje
pomoci obou svych direktnich faktori, jimiZ jsou dvé od sebe
odlidné setitaci grupy reilnych &isel, tvofené jednak t. zv.
redlnymi &¢dstmi z, jednak t. zv. imagindrnimi &dstmi y
komplexnfho é&fsla = 4 ¢ . y.

Pon&kud obecnéji je direktnim rozkladem ve tfi vzdjemné
rozliSené seditaci grupy redlnych é&isel ddna seditaci grupa
viech vektori v prostoru .1+ y.j+ 2.k (4,7, k jsou t.
zv. jednotkové vektory).

V obou poslednich piikladech Slo o direktni rozklad ve
faktory, které jsou déle direktnsé rozloZitelné.

Je duleZité zdiraznit, Ze rozklad samotné grupy v direktni
faktory nemusi byt nijak jednoznadny (v tom je obdoba
8 rozkladem celych pfirozenych &isel v mocniny prvodisel ne-
Gplnd). Jestlize v8ak jiz direktni faktory jsou uréeny, potom
je odpovidajici rozklad prvkd v souéin d&initeldi, vzatych
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z jednotlivych direktnich faktorfi jednoznaéné uréen (v tom
je uplnd obdoba rozkladu raciondlnich &isel v moeniny prvo-
&isel). Pfiklad direktniho rozkladu ve dva direktné nerozlo-
Zitelné faktory to objasni. Vezméme za rozklddanou grupu ¢
ndsobici grupu v3ech raciondlnich &isel tvaru 2*3%, tedy &isel
,2,13,1,4416,1,93,... Za jeden faktor direktniho
rozkladu grupy G poloZme podgrupu @G, = (2%) (k = 0, 4-1,
+2,...) (t. j. nekoneénou eyklickou grupu vytvofenou viemi
celymi mocninami ¢&fsla 2). Za druhy faktor direktniho roz-
kladu pak zfejmé muiZeme vzit podobné (ndsobici) grupu
G, = (3%) viech é&isel, vytvofenych mocninami &sla 3 s ce-
listvymi mocniteli. MiZeme psit zfejmy direktni rozklad
G=G, X G, = (2% x (3"

s direktné nerozloZitelnymi faktory.

Za druhy direktni faktor k faktoru ¢; miZeme viak vzit
téz na pE. grupu G, = (6") (r=0,+1,42,...) mocnin
&isla 6. Nebot je

92k3h — Qk—hQAZA — Qk—hgh

a rozklad &isla 2*3* v soudin mocnin éisla 2 a é&isla 6 je jedno-
znadny. (JestliZe totiZ je 276° = 27'3%', pak je

1= 2r-r’6l—a’ — 2r—r’+a—a’3a—s”

atoznadf,%es—8' =0,r—r" 48— s =0, tedy s = ¢,
a z toho r = r’.) Mdme tedy i daldi direktni rozklad G = (27)
X (6°) vdirektné nerozloZitelné faktory. A ptece rizné direkt-
ni rozklady téZe grupy v direktns nerozloZitelné faktory jsou
v jistém smyslu rovnocenné. O tom nés pouéuje zékladnf véta
theorie direktniho rozkladu grup, t. zv. véta Remak-
Schmidtova.’? Tuto vétu, kterd je protéjdkem k vété

32 Vétu dokézali téméf soulasnd a nezdvisle na sobd némecky ma-
tematik R. Remak (v r. 1911) a rusky matematik O. Schmidt
(19138) — ty%, ktery proslul jako sovétsky polarnf badatel. Zobecnéni
véty Remak-Schmidtovy podal — mezi jinymi — z nadich mate-
matikd prof. Kofinek.
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Jordan-Holderove, podéme v pontkud zjednodudené
forms:

Budtez
G=0G; X Gy X GyxX...X G, =G XGxX..xXG,

dvadirektnirozkladygrupy G vdirektné nerozlozi-
telné faktory @, (i=1,2,..,2) a G; (j=1,2,...,m).
Potom poéet direktné nerozloZitelnych faktord
v obou rozkladech je tyz, n = m, a ke kazdému fak-
toru G; jednoho rozkladu existuje s nim isomorfni
faktor G; druhého (direktniho) rozkladu. Dokonce
lze z jednoho direktniho rozkladu pomoci druhého
direktniho rozkladu sestrojovat dalsi direktni
rozklady tak, %Ze libovolné faktory jednoho direkt-
niho rozkladu nahradime vhodnymi faktory dru-
hého direktniho rozkladu.

Véta Remak-Schmidtova ndm ovSem nezaruéuje
existenci direktniho rokladu libovolné grupy v nerozloZi-
telné faktory. (V pfipadech kone&nych grup je viak existence
alespofi jednoho direktniho rozkladu v nerozloZitelné faktory
témé&f ziejma: Stadfi prosté rozklddat postupné jednotlivé
faktory jakéhokoli direktniho rozkladu tak dlouho, pokud se
rozklddat daji. Vzhledem ke konednosti grupy to jednou
musi skonéit "u direktniho rozkladu v nerozloZitelné fak-
tory.) Tato véta jen udévd dzky vztah mezi jakymikoli dvé-
ma direktnimi rozklady téZe grupy v nerozlozitelné faktory,
jestliZe ji% rozklady mdme. V predchozim piikladé nédsobici
grupy @ vsech &isel tvaru 2%3* ndm #ikd m. j. to, Ze kazdy
direktni rozklad grupy G v direktn® nerozloZitelné faktory
tvofi dvé nekoneéné cyklické grupy (podgrupy v @).

Obratme se koneéns ke tfetimu hlavnimu zpisobu, jakym
v piipadé koneinych grup sledujeme vystavbu slozité grupy
z jejich jednoduffich podgrup. (I tato methoda m4 sice jisté
roziifeni na nekonedné grupy, které se viak daleko vymyka
z rdmce této knizky.)
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JiZz jsme se zminili, Ze nejjednodussimi konednymi gru-
pami jsou grupy prvodiselného fddu, protoZe nemaji viibec
zddnych netrividlnich podgrup. Pojem jednoduchosti vznikl
rozdifenim tohoto prili§ izkého pojmu jednoduchosti grupy:
Grupa je jednoduchd, nem4-li netrividlni normalni pod-
grupy. Jiné roziifeni takové prili8né jednoduchosti grupy,
jakou vidime na grupich prvodiselného Fidu, mdme
v grupich, jejichz ¥dd je mocninou prvoédisla p.
To jsou t. zv. p-grupy. Theorie p-grup se dosud nedd sou-
stfedit do jedné nebo nékolika mélo jednoduchych vét, které
by shrnovaly podstatné poznatky o véci; ostatné také vy-
klad byt i jen zdkladnich vysledkd theorie p-grup by si vy-
z4ddal zavedeni mnoha pojmit, o nichZz dosud nebyla feé.
Omezime se proto na uvedeni nékolika jednoduchych vlast-
nosti p-grup.

Piedné jsou p-grupy, zhruba fedeno, ptibuzné komutativ-
vétsi je mocnitel » v f4du p® (p je prvoédislo) dané p-grupy.
Tak nejen pro » = 1, nybrz i pro n = 2 je kazd4d p-grupa
komutativni. (Tak na pf. tfeba grupy fddu 13% = 169 jsou
komutativni.) Pron = 3 jiZ médme jen jistou slabou ndhrazku
komutativity. (Ta spodivd v tom, %e co nejmensi normélni
podgrupa takové, Ze podilovd grupa dle ni je komutativni,
sestavéd prave ze vlech prvkad, které jsou komutativni s kaz.
dym prvkem grupy (struéné se fikd, Ze komutdtorové pod-
grupa je rovna centru grupy).

Z p-grup, které jsou stavebnimi kameny sloZitéjsich grup,
jsou dilezité t. zv. Sylowovy podgrupy dané grupy.
Jsou to p-grupy s co nejvétdim mocnitelem » ¥4du p©, které
jsou obsaZeny v dané kone¢né grupé. Theorie Sylowovych
podgrup vychdzi z pozoruhodného zjiiténi, Ze ke kaZdé
nejvy&8i mocniné p* prvodisla p, kterd je dinitelem
fddu dané koneéné grupy, existuje Sylowova pod-
grupa Féddu p™.

Bézi pak déle o to uréit co nejblize povahu dané koneéné
grupy z podminek, kladenych na jeji Sylowovy podgrupy.
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Tak na p¥. jsou dokonale popsdny typy isomorfismu koneé-
nych grup, jejichZ Sylowo vy podgrupy jsou cyklické grupy.
Specidlné jsou tim odkryty vechny mozné grupy, jichZ fad
obsahuje prvodisla vesmés jen v prvni mocning. (Jako ap-
likace Galoisovy theorie rovnic pak vyplyvé, Ze rovnice,
jichZ grupy maji vesmés cyklické Sylowovy podgrupy, se
dajf Fedit pomoci Sesti zdkladnich poéetnich vikont algebry.)

Tim uzavirdme zb&Zny pohled na zplsoby, jakymi se stu-
duje v theorii grup budovani sloZitéjsich grup z jednodussich
podgrup.

Na ukondenou 1. &isti knizky se obrafme alespofi k nej-
hrubsimu néértu jisté theoreticky dilezité aplikace theorie
grup, totiZ aplikace na t. zv. topologii. Jde o spojeni theorie
grup s vySetfovanim nejzdkladndjsich geometrickych pojmi,
které je stejné hluboké a obtiZné, jako piekvapujici.

Nejprve nékolik pfibliZznych slov o tom, co je to topolo-
gie.

Topologie® je od geometrie od&tépend theorie téch zdklad-
nich vlastnost{ geometrickych dtvard, které zistdvajfzacho-
vény pfi jejich spojitych a vzdjemné jednoznadnych trans-
formacich, chceme-li, deformacich. Podat pfesnou definici
pojmu spojité, vzdjemné jednoznadné transfotmace, ¢&ili t.zv.
topologické transformace (deformace) neni jednoduché.
Spokojime se zde s pfibliZnym objasnénim tohoto pojmu na
nézornych pfikladech. '

Mysleme si geometricky dtvar, na pf. kruh v rovind z doko-
nale roztaZitelného materidlu, na pf. na povrchu gumy.
"7 Slovo topologie je z Feckého topos = misto a logos = slovo,
nauka. Dffve se uZivalo terminu analysis situs = lat. rozbor uloZeni.
ZaloZena v podstaté francouzskym matematikem H. Poincarém
a holandskym matematikem L. Brouwerem koncem minulého a za-
détkem tohoto stoletf, stala se topologie jednou z nejduleZit8jsich
zékladnich theorif moderni matematiky. Z vynikejicich soudasnych
topologli jmenujme sovétské topology Alexandrova a Pontrja-
gina, z Ameritani Alexandera a Lefschetze. Z naich soutasnych
matematikd podstatné piispél k rozvoji modernf topologie laureét
stétni ceny z matematiky 1951 prof. Cech, v nedévné dobd pak doe.
Katédtov. .
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Gumu s nakreslenym kruhem smfime jakkoli roztahovat,
stladovat, madkat a podobné deformovat, jen nesmime nikde
gumu pretrhnout (tim by deformace prestala byt spojitou)
a nikde nesmime dvé mista povrchu gumy spojit v jedno
(slepit) (tim by deformace pfestala byt vzdjemné jednoznad-
nou). Tak lze topologicky deformovat kruh v trojihelnik
nebo &tveree, ale na pf. nikdy ne v Gseéku nebo v mezikruZi.
At gumovou rovinu deformujeme topologicky jakkoli, vidy
to, co vznikne z kruZnice, bude nepretrzitad, do sebe uzaviend
a sebe neprotinajici &ira (tedy na pf. to nikdy nebude
osmiéka), kterd bude rozdélovat to, co topologickou defor-
maci vzniklo zroviny, ve dvé souvislé plodné &asti: ve vnitfek
a ve vnéjdek toho, co takto vzniklo z kruZnice.

Topologie je tedy exaktnim rozborem toho, ¢emu v nej-
obecnéjiim a ponékud neurditém smyslu slova fikdme tvar,
vzdjemnd poloha a spojitost bez ohledu na délky,
8itky a vzddlenosti vibec.

Abychom méli na otich alespon jeden pfiklad topologické
rovnocennosti a topologické odliSnosti ploch v prostoru,
pfedstavme si obydejny hlinény hrnec s ]edmm uchem pred
vypdlenim. Topologickou deformaci jej miizeme pfevést a
na pk. v téleso podoby prstence (t. zv. anuloid). Tedy povrch
hlinéného hrnce s jednim uchem je na pf. topologicky rovno-
cenny 8 povrchem nafouklé duse pro jizdni kolo (véetné ven-
tilku, ktery nic neméni na topologické povaze prstencovitého
povrchu). Naproti tomu se ndm nikdy nepodafi topologickou
deformaci uhnist z hlinéného hrnce s jednim uchem pfed
vypdlenim kouli; stejné tak se ndm ale nepoda¥i topologickym
hnétenim opatkit jmenovany hrnec druhym uchem. Koule,
hrnec s jednim uchem a hrnec se dvéma uchy jsou télesa a
maji povrchy topologicky odli¥né. Koule je viak topologicky
rovnocennd s hlinénym hrncem bez ucha, s krychli, s trojbo-
kym jehlanem. Hrnec s jednim uchem je topologicky rovno-
cenny s prstencem (anuloidem).

K vySettovani topologickych vlastnostf ploch, téles a obec-
néjsich utvard, i takovych, které jsou uloZeny.v prostorech
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vice neZ trojrozmérnych, se uZiva t. zv. kombinatorické
methody. Ta je privé onim mostem, ktery spojuje ab-
straktni pojem grupy s hlubokym rozborem naSich nejzé-
kladnéjsich geométrickych t. zn. topologickych pojmii tvaru,
rozprostieni a (vzdjemného) uloZeni a spojitosti. Pokusme se
pochopit zdkladni myslenku kombinatorické methody
na piikladé.

Predstavme si jiZ zminény povrch prstence. Topologickou
podstatu tohoto tvaru si dostate®né jasné uvédbmujeme glo-
bélnim prostorovym ndzorem. Aviak tento ndzor nds snadno
miize zavést na scesti svou ohranidenosti a povrchnosti, na
priklad jiz tehdy, mdme-li na mysli slozitym zptisobem topo-
logicky zdeformovany povrch naSeho prstence. Tim spiSe se
to miiZe stat pfi topologicky sloZitych plochdch nebo télesech,
kde globdlni ndzor selhdva. Zde nutno k celkové topologické
povaze plochy dojit jejim sloZenim z vhodnych topologicky
jednoduchych &dsti; pii tom topologicky charakter itvaru
vynikne ze zpilsobu, jakym spolu souvisi jednotlivé &sti.
Naprosto nutny je pak takovy kombinatoricky postup pfi
vice nez trojrozmérnych utvarech, kde ndém bezprostfedni
geometricky ndzor chybi viibec. Mysleme si tedy na povrchu
naseho prstence jakousi ,,dopravni sit*, sklddajici se z koneé-
ného podtu bodl — jakychsi dopravnich uzll (a zdrovei jedi-
nych stanic) a ze ,,spoji‘, t. j. na povrchu prstence vedenych
jednoduchych &ar, spojujicich néjakym zptisobem tyto uzly.
Sledovdnim cestovnich moZnosti v takovych sitich dospiva-
me jiz k nékterym topologickym poznatkim o dané ploSe.
Nebot topologickou deformaci plochy se sice méni vzdalenosti
dopravnich uzlii, k¥ivosti, délky a vzdalenosti jednotlivych
spoji, ale nevznikaji ani nové dopravni uzly, ani novéd do-
pravni spojeni, a Z4dnd dopravni spojen se tim nerusi. Tak se
projevi topologickd rozdilnost povrchu nafeho prstence od
povrchu koule na pf. takto: Mysleme si na povrchu prstence
jakykoli z pevného dopravniho uzlu vychézejicia doného se
vracejici cestovni okruh sestaveny z jednotlivych spoji tak,
Ze kazdym zvolenym izlem (stanici) se projizdi jen jednou.
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Pak at si vyhlédneme jakékoli dva dal$i dopravni uzly (mimo
zminény okruh), miZeme vidy budto vyhledat anebo v ne;j-
hordim pfipadé zavést nové spoje tak, abychom se dostali
z jednoho do druhého uzlu, aniz dojde ke kiizovdni, nebo aniz
bychom dokonce méli kus spoleéné drihy s diive vytéenym
uzavienym cestovnim okruhem. Naproti tomu na kouli to
zfejmémoZné neni: Jakmilesizvolime jeden bod uvnitfadruhy
bod vné uzavieného cestovniho okruhu na povrchu koule, ne-
dostaneme se po povrchu koule Zddnym zptisobem z jednoho
do druhého, aniz kiiZujeme dany do sebe uzavieny cestovni
okruh, nebo aniZ s nim mdme &4st drahy spolednou.

Nyni jde o to, jak systematicky prozkoumat cestovni moz-
nosti v takové dopravni siti na dané ploSe. K tomu cili 8i zvol-
me uréity bod (dopravni uzel a stanici) za vychodisko a po
jakkoli sloZitém cestovani v ném vidy nasi cestu ukonéime.
Tak vznikaji t. zv. uzaviené cesty, které jsou sledem na sebe
navazujicich spoji, pfi éemZ je ddn a zdiraznén smysl po-
stupu vpfed. Jinak neéinime naSemu cestovini po plode
#idné omezeni, takie miZeme jednim a tymZ spojem nebo
vice spoji, nebo i ¢isteénym do sebe uzavienym okruhem
prochézet vicekrdt — at jiz v pivodnim nebo v opadném
smyslu; miZeme specidlnd projit tym% uzavienym celym
okruhem nékolikrat v jednom i opaéném smyslu, miZeme
se bezprostiedné vracet do naSeho vychodiska pfesné po
svych stopach — to vie budou uzaviené cesty. Pojem uzavte-
né cesty neni tedy pouhym souhrnem proslych spoji a stanic.
Kdybychom chtéli ndzornd vyznadit nadi vyzkumnou (uza-
vienou) cestu, udinili bychom tak zptsobem, jehoZ s tispé-
chem pouzil anticky hrdina Herakles v bludisti Minotaurové:
Vyznadovali bychom nasi pout niti, kterou bychom po cesté
odvijeli, vyznadujice smysl naSeho postupu tieba pomoci
pravotodivého pfedeni nité. Pak oviem tseky, kterymi jsme
proSli nékolikrdt, budou proloZeny niti vicendsobnd a
v pisludném smyslu.

A nyni ptijde to podstatné, co dovoluje uZit pojmu grupy:

Kdybychom si poéinali pfesné jako Herakles, navijeli by
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chom opét nasi nit vidy pokud bychom se pfimo a
bez pteruleni vraceli v néjaké d&asti nasi cesty pfesné
po vlastnich stopdch, obrdtivie se v nékteré ,,stanici’ &elem
vzad. Pak by viak vice cestdm odpovidala jedind t. zv. redu-
kovand stopa. Viechny cesty by se ndm tim rozpadly do t¥{d
cest, pfi demZz do jedné a téie tiidy bychom kladli cesty
s touZ redukovarou stopou.

Je pfirozené povaZovat (s hlediska naSeho ‘cile) uzaviené
cesty s toutéz redukovanou stopou za rovnocenné? Je to pii-
rozené a my to udinime. Nebot ndm nejde, jako o to Slo He-
raklovi, o to, abychom se vratili pfesné po svych stopéch, a
tim se uchrdnili zbloudéni. Ndm jde naopak o to, abychom
bludisté naSich spoji probddali co do moZnosti spojeni a
k tomu ndm prosté cestovini tam a zpét neustédle ve vlastnich
stopach nepkispivd. Zvlisté pak ty uzaviené cesty, jeZ se
ptesné po vlastnich stopich vraceji do naseho vychodiska,
nikde od nich neodbolujice, budeme povaZovat za rovno-
cenné s ,,cestovdnim‘‘, pfi ném? setrvivime v nafem vycho-
disti. Za podstatné rizné budeme povaZovat jen takové
cesty, které zanechd vaji rizné redukované nitové stopy, tak,
jako dva zlomky povaZzujeme za rizné jen tehdy, kdyz vy-
sledky déleni gitatele jmenovatelem jsou riizné.

A tim jsme u t.zv. grupyuzavienych cest, 1épe grupy
t¥id vzdjemné& neodli¥nych cest nadi sité, které se fikd
komplex drah.

Vskutku,

1. KaZdé dvé uzaviené cesty miZeme v daném pofadi
,,znésobit‘ tak, Ze navézeme jednu na druhou, Pfi tom nemi-
#eme dostat podstatné rizné cesty, jestlize nebude alespori
jedna z obou znasobenych cest nahrazena cestou od této pod-
statné riznou. (To si snadno pfedstavime, kdyZ si uvédo-
mime, ¥e redukovand nitovd stopa soutinu obou cest se do-
stane tak, Ze prosté projdeme obé& cesty v daném pofadi po
sobé a redukujeme po zpisobu Heraklové.) — Prvnf{ axiom
jednoznaénosti & neomezenosti grupového ndsobeni je splnén.
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2. Druhy axiom theorie grup, axiom asociativity, jesplnén
téméf samozfejmé, jak si étendf sdm laskavé uvédomd,

3. Tfeti axiom, axiom jednotkového prvku, je splnén rov-
né% téméf samoziejmé; jednotkou nasi grupy podstatné riiz-
nych cest je v podstaté cesta po vychodiSti, neboli zaned-
band cesta tam a zpét ve vlastnich stopdch.

4. Koneéné i axiom inversniho prvku je splnén: inversni
cestou k dané cesté je tdZ cesta s obrdcenym smyslem po-
stupu.

Takovym zpiisobem se tedy objevuje pojem grupy jako
nerozluény pomocnik kombinatorické topologie.

Vie matematicky podstatné z toho, co jsme zde vyloZili
obraznym zpilisobem 1ze oviem vyslovit zpisobem pfesnym
a abstraktnim, ale od toho tu upoustime. Grupy cest, jez
takto vznikaji, jsou nekoneénymi nekomutativnimi grupami,
jez maji veliky vyznam pro theorii grup samotnou. Jsou to
t.zv. volné grupy; timto ndzvem vyznadujeme pfesné defi-
novanou a tyto grupy charakterisujici vlastnost, kterd —
zbéZné fedeno — znaéi, Ze prvky takové grupy jsou vzdjemns
vézany (pomoci grupového ndsobeni) co nejslabsimi vztahy,
t. j. jen takovymi, které jizZ nutnd vyplyvaji ze splnéni axio-
mi grupy.

Volné grupy cest jsou oviem sotva politkem kombina-
torické topologie. Jsou onim zdkladnim schematem, které
dovoluje vyjadfovat topologické .vlastnosti ploch pomoci
jistych rovnosti mezi prvky grupy cest, anebo lépe (coZ je ale
logicky totéz) pomoci jistych, podilovych grup utvofenych
z grupy cest. Vlastnim prostfedkem topologie jsou teprve
tyto podilové grupy. NejdileZitéjsi na véci je, Ze tyto podilo-
vé grupy zdviseji jen na topologické povaze dtvaru (na p¥.
plochy) a nikoli na soustavé cest, pomoci niZ vznikly.

Tolik alespofi zhruba k naznadeni, jak grupovd zdko-
nitost nabyvd v kombinatorické topologii hlubokého
vyznamu geometrického. — Dodejme, Ze existuji i jiné,
snad méné ndzorné, ale pro vétsinu ikola topologie jedno-
duss{ zplsoby, jakymi se objevuji potfebné, plochu topolo-
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gicky charakterisujici podilové grupy, jeZ sestrojujeme
v grupé cest pomoci zminénych rovnosti. Tyto podilo-
vé grupy, t. zv. grupy Bettiho, jsou komutativnimi
grupami, takZe pro vétSinu zdsadnich kold topologie
vystadime s mnohem jednodudsi theorii komutativnich grup.
(O tom se dtendf miize poulit ve velmi pFistupné psané
kniZce od znamenitého sovétského topologa Alexandrova,
kterd je prozatim u nds dostupnd jen v némeckém jazyce
8 ndzvem Einfachste Grundbegriffe der Topologie, vyd. Sprin-
ger Berlin 1932. Uvod do ,,nekomutativni* topologie, vyché-
zejfel z volnych grup cest, je v knizce K. Reidemeister,
Einfihrung in die kombinatorische Topologie, vyd. Vieweg
Braunschweig 1932.)

1,9. ZAVER 1. CASTI KNIZKY.

'V pfedchozim, poslednim paragrafu nasich vykladd o gru-
pach, jsme se z ddlky (dilem ze znaéné ddlky, kterd davé bo-
hozZel splyvat pevnym obrysiim), podivali na alespofi néco
z toho, co jsme si na theorii grup a jejich uZitich nestagili pro-
hlédnout zblizka.

Neuskodi viak také prehlédnout jedinym kratkym pohle-
dem za sebe tu cestu — tu malou politeéni ¢dst vystupu
k theorii grup — kterou jsme skuteéné prosli.

S pojmem grupy jsme se sezndmili v jeho zvldsté dilezité
uskutednéné podobé grupy zdkrytovych pohybi. Vyzdvih-
nuvée typické vlastnosti sklddéni zédkrytovych pohybi
(opét v zdkrytové pohyby) ve tvar étyF axiomd, shledali jsme,
Ze takdvouto zdkonitostf, takovymi vlastnostmi jsou obda-
feny i Getné jiné druhy skldddni. Tonis vedlo k obecnému,
abstraktnimu pojmu grupy, jakoZto souboru néjakychprvki,
které lze po dvou ,,sklddat‘ — Fikali jsme: Grupové nasoblt

— tak, Ze jsou splnény axiomy 1—4.

Zaroven jsme byli vedeni k dileZitému pojmu isomor-

fismu: Dvé grupy platily za isomorfni, kdyZz mély nejen stej-
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