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4. DokazZte, %e distributivni svaz viech celistvych délitela celého
¢isla N > 1 (ve smyslu svazového polousporddéni dle vztahu dalitel:
nosti) je Booleova algebra tehdy a jen tehdy, kdyz &islo N nemp-Etver=
covych délitela. (Viz evideni 6 k 2,4.)

2,6. ,,RACIONALNI FUNKCE" NA BOOLEOVE\Q}@;
RE (BOOLEOVSKE FUNKCE). UPLNE NORVY
FORMY.

Vyjdéme opét z analogie s &isly.

Ctent si vzpomene, Ze t. zv. raciondlnf funkce ve §kolské
algebfe jsou zhruba Feéeno takové funkce (majicf za hodnoty
t. zv. argumentu vidy jedno nebo i vice ¢isel a za hodnoty
funkce vidy jedno &slo), kde hodnota funkce se dé vypoditat
z hodnot argumentu dle vhodného podetnfho piedpisu, sklé-
dajicilio se z kombinovaného seé{tini, odditdni, ndsobeni a
(pokud délitel neni nula) déleni.

(Piiklady takovych raciondlnich podetnich piedpisi, jeZ
¢tendf dobfe znd, jsou

x? — 1 22 4 2zy + 3
f) = , gz, y) = _n:_—i-_y_
h(z,y,2) = + + —, atp.).

V takovém podetnim pi‘edpxsu pro racionalni funkei vystu.
puji, jak zndmo, jednak uréitd pevn4 &fsla, t. zv. konstanty
a jednak t. zv. nezdvisle proménné (neuréité), a to
v konedném (ale zdsadné neomezeném) poétu m, na pf. jsou
tor,y, 2, ... anebo jsou to x,, z,, ... Prokedeni pfedpisu spo-
¢iva v tom, Ze pfi daném argumentu, t. j. uspofddané skupiné
&isel @y, By, - ) Oy 8O prosté dosadi za odpovidajici nezdvisle
proménné jim odpovidajici &isla, t. zn. feknéme é&islo a, za
proménnou z,, a, za r, atd. a% posléze a,, za z,,, a takto na-
znadené podetni ukony se provedou (s vyjimkou neprovedi-
telného déleni nulou, pokud se vyskytne). Vysledek je hodno-
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ta dané raciondlni funkce pro dany argument (pro dané hod-
noty nezévisle proménnych). (Na pf.

n_1 1Pp2.1.243
f) =—==0, g01,2) = =3

Pfi tom je tfeba si poviimnout a zdiraznit, Ze (raciondlni)
funkce sama je néco jincho, neZ pFisludny poletni predpis;
jedna a t4% racionédlni funkce miize bytddna riznymi
podetnimipredpisy (postupy), které viak d4vaji pfi tom-
téZ argumentu tyi vysledek. Na pf.

= 3 atp.)

l 1
fo) =" ——=@—NE+D = g, y) =

1‘2+2zy+3 y?
- v - Y t,v
2ty z+y + +y*1’)

Gtendf vi dale, Ze seditat, od&itat, ndsobit a délit (pokud
bychom nechtéli délit nulou) lze nejen d&isla, ale i samotné
raciondlni funkce.

Pii tom definujeme pkirozené jako soudet k(z) dvou racio-
nélnich funkef, f(x) a g(x) tu raciondlni funkei, kterd ¢&islu
¥ piifazuje soudet obou funkénich hodnot, f(z) + g(z) =
= h{z). Podobné definujeme rozdil, soudin a (pokud bychom
se nedopoustéli déleni nulou) i podil dvou raciondlnich
funkef jakoZto raciondlni funkeci. Podetni pfedpis, kterym je
vlastné takto souéet, rozdil, souéin a podil dvou raciondlnich
funkef pfimo definovan, hledime oviem vhodnou ipravou
zpravidla zménit (zjednodusit). Tak na pf. je-li

11
o) =22, gle) = —

z’
pak
2
h(z) = f(®) + g(x) =L—+—=x

oviem jen pro z # 0.
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Avsak je zapotiebi seditat, odeditat, ndsobit a délit i ra.
ciondlni funkce, které se neshoduji ve viech svych nezavisle
proménnych. Pak soudet, rozdil, soudin, podil takovych dvou
raciondlnich funkei je i v tomto obecnéjsim pfipadé definovin
stejné — vysledkem je ovSem raciondlni funkce obecné viech
nezivisle proménnych, kterd se vyskytuji v jedné, nebo
v druhé z danych funkei. (Tak na pf. piSme

_xt—1 P 2t taoy—1
@) + o) == + 5 =TT —ue)
. _x2—l :c2+2a:y+3_
f@) + 9@ y) = ——+ Tty
D03 ] 2 Don
BT Y ey, atp)

x® 4+ zy
A nyni: V Booleové algebfe nalézéme tplnou obdobu ra-
ciondlnich funkei. Prohldsime nyni za ,,raciondlnifunkeci‘
na dané Booleové algebfe B &ili kratéeji za booleov-
skou funkeci takové prifazeni f vidy uréitého jediného
prvku f(z,, z,, ..., Zy) dané Booleovy algebry B k libovolné
zvolené m-tici prvki z,, z,, ..., z,, z této algebry, které lze
uskuteénit vhodnym (pro viechny hodnoty proménnych
tymz) ,,poletnim‘‘ booleovskym pfedpisem (hodnota funkce
se dad ,,vypoditat’). Pi tom oviem se timto ,,poletnim‘
booleovskym pfedpisem rozumi opakovini a kombinovdni zd-
kladnich sikondt Booleovy algebry B, t. j. urdity sled spojovdni,
protindni a doplfiovdni, provddéného na ,,proménnych‘
prveich x,, x,, x4, ..., Tn, (joZ si 1ze libovolné volit), jakoZ i na
jistych ,konstantdch‘’ (které jsou neménnymi prvky vystu-
pyjicimi v fe€eném podetnim booleovském piedpisu). Nej-
jednodussi booleovské funkce, dané pfimo jedinym zdklad.
nim idkonem, jsou vyznadeny vtab.2. — Je-li @ pevny prvek
(,,konstanta‘‘) dané Booleovy algebry B, pak je jesté dosti jed-
noduché funkce ddna tfeba pfedpisem: f(z) = (x v a) n ',
(Je to booleovskd funkce o jedné nezdvisle proménné z.)
Je-li b konstanta, pak je pfedpisem
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TABULKY NEJIEDNODUSSICH DVOJHODNOTOVYCH
BOOLEQVSKYCH FUNKC/ NA BOOLEOVE ALGEGRE

(0,1).
x x' x’ xy XU x2 Xy nx,
[} 1! ! ! !
0 1 ! 0 ! 0
0 1 ! 0
0 0 0 0
Tab. 2.

g,y =[rFvyn(@uzynbuylna
ddna booleovskd funkce g o dvou nezdvisle proménnych
z a ¥y, atp.

(Dosadme na p¥. za £ = = (nulu algebry). V prvém piikla-
dé funkce f(r) ,,vypoéteme prkislusnou hodnotu funkce
takto:

jmy=(mua)nn' =anj=a
Podobné, dosadme do druhého piedpisu pro funkei g tieba
x =n, y = j (jednotka algebry). Dostdvame

g, j)=[movj)n@un)n@dupon =
=(@uavj)oj=j
jakoZto hodnotu funkce g pro hodnotu (n, ) argumentu (&ili

pro hodnotu z prvni a hodnotu § druhé nezdvisle proménné).)
V tab. 3 je tabelovéna obecnéjsi funkce

f(xy, g, 4) = (2, U Zp) N 1';

o tfech proménnych. Podobné, jako u &selnych funkei, i Boo-
leovské funkce miZeme udat tabulkou.

162



Opét oviem musime zdiraznit, ¢ — jako pfi obydejnych
raciondlnich funkeich — i zde jedna a t4% booleovskd
funkece (¢ili jedna a taZ tabulka, miZe byt ddna réiznymi
poletnimi booleovskymi pfedpisy. Tak na pf. lze psit
pravé tak dobfe v prvnim ptikladé f(z) = =’ na, v drubém
piikladé _

g,y =@uvy)n(@nz)n(buy),

jak se &tendf sdm snadno piesvédef. )

A opét podobné, jako jsme selitali, odéltah a nésobili a dé-
lili samotné racionilni funkece, mizeme spojovat a protinat a
dopliiovat samotné booleovské funkee, ¢ili méZeme utvofit
Booleovu algebru vech booleovskych funkeina dané Booleové
algebie B.

Pii tom budeme patrné spojenim [f u g](...) dvou tako-
vych booleovskych funkef f(...) a g(...) na B rozumét boo-
leovskou funkei, kterd uspofddané m-tici hodnot nezévisle
proménnych, které se vyskytuji v jedné nebo v druhé funkei,
pfifazuje jako hodnotu spojeni obou pfislusnych hodnot
funkee f(...) a funkece g(...). (Tak na p¥. je-li

f@=zn0a, gy =2 vyub;
pak
fugle.y)=@na)uE uyub) =
=z'vauyub)
jak se ¢tenaf sdm snadno pfesvéddi.)
Stejné budeme definovat priisek dvou Booleovych funkei
f 0 g(...) jakoZto funkei, jejiz hodnoty jsou dény prisekem
hodnot obou funkei. (Na pf. shora
foglz,y)=@na)n (' vyuvd)=
c=[xoy)u (znbdlna.
Koneé&né doplikem f'(...) booleovské funkce f(...) budeme
patrné rozumét funkei pfifazujici danym hodnotém argu-
mentu doplnék piislu$né hodnoty funkee f(...).
Omezme nyni podet nezdvisle proménnych &islem m a za
algebru B vezméme néjakou konednou Booleovu algebru, t. j.
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dle pifedchozi véty algebru viech ¢asti koneéné mnozZiny Fek-
néme o N prvcich. Dostdvime tedy jistou algebru funkei.
Jde o to, kolik nanejvyse prvki (t. j. booleovskych funkef)
obsahuje tato Booleova algebra.

Jelikoz algebra B mé 2¥ prvky, je viech moZnych m-tie prvka z B,
gili viech moZnych hodnot argumentu pravé (2N)m = 2mN (coZ je
podet viech m-tlennych variaci s opakovénim z 2¥ prvka, jak si
&tenéf ze 8koly vzpomene). Booleovy funkce o m-nezévisle promén-
nych muZeme povaZovat za variace s opakovénim. Bude tedy
véech booleovskych funkei o m nezdvisle proménnych nejvyse
(ve skute&nosti prévs tolik, kolik je 2mN glennych pofadi variaci s
opakovénim z 2N prvky, t. j. 2N gmh,

Predeviim je tedy oviem podet viech Booleovych funkei o m neza-
visle proménnych na koneiné Booleovd algebie koneiny. Méme tak
piiklady koneZnych Booleovych algeber, které nejsou pfimo déany
jakoZto mnozinové okruhy. Nicménd podle posledni véty jsou i tyto
algebry funkef vidy isomorfni s vhodnou algebrou viech &dsti jisté
koneéné mnoZiny.

V daldim se vénujme nejjednodudsimu, ale v aplikacich
nejdilezitéjsimu ptipadu algebry — oznaéme ji 4, — Boo-
leovych funkei nezdvisle proménnych na Booleové algebie
B = (n,j) jen o dvou prvcich: Nule n (= ¢ a jednotce
7 (= (@)). (Zde je N = 1, B je algebra vSech édsti mnoziny (a)
o jediném piedmétu.) Dle pfedchozi pozndmky je pocet prvkii
v algebfe 4, nejvyse 22™ (uvidime brzy, Ze je pfesné takovy).
Jde o to, abychom ziskali bliZ&i ndhled na algebru A4,,.

Vyjdéme opét z analogie s raciondlnimi funkcemi. Jak
&tendf dobfe vi, pFi iprave poéetniho pfedpisu pro obyéejnou
raciondlni funkci (&iselnou) si podindme zpravidla tak, Ze
odstranime pfipadné slozené zlomky, prondsobime vyrazy
v zdvorkdch a uvedeme vie na spoleény jmenovatel. Tak se
pfedpis pro raciondlni funkei objevi ve tvaru zlomku, kde
v ditateli i v jmenovateli je mnohoélen v nezévisle promén-
nych, pfi ¢em? jesté& uspofdddvame obvykle i jednotlivé &leny
v mnohoélenech podle klesajicich mocniteli u proménné;
pokud je vice rliznych nezdvisle proménnych, uréime si
zpravidla pfedem jejich pofadi (na pf. z;, z,, ..., nebo dle

164



abecedy z, y, z, ... pokud tato stadi), a pofadi &leni v mnoho-
¢lenu o vice proménnych urdujeme t. zv. lexikografickym
zpisobem. Dévdme totiz pfednost élentim s vys3im stupném
(t.j. soudtem mocniteldi) a pfi stejném stupni uspofdddvéme
&leny tak, jako by to byla hesla ve slovniku. Tak bychom na
pE. upravili '

W )_zz—l 22422y 43  2234-32% - 2xr—y
(!y— T + x+y - x2+xy .

Takové standardni Gprava ndm piedstavuje jakousi nor-
milni formu podetnich pfedpisi pro raciondlni funkei. Oviem
%e toto neni jedind moZnd standardni dprava — a nenf ani
vidy nejvhodné&jsi. (Tak na pf. nékdy je lepdi provést nazna-
dené tastedné déleni (se zbytkem) a psat tieba

aty 4 22—y

2 + xy )

Takové tpravy v typické normalni formy méme i pro po-
detni pfedpisy booleovské (pro booleovské funkce). Z nich
jsou nejdilezit&jdi dvé: T. zv. iplnd spojovd (nékdy téz
disjunkéni)norméilniforma, at.zv. iplnd prisekovd
(¢i téz konjunkéni) normalni forma, kterd je k prvni
duéini.

Pod dplnou spojovou normélni formou vm promén-
nych z,, Z,, ..., Z,, rozumime spojeni nékolika riiznych
prisekdl, z nichZ kazdy méd m &initeld a tito ¢initelé
jsou budto samy proménné x; anebo jejich dopliky
(p¥i éemZz udané poradi proménnych v prisecich zachové-
véme); nikdy v8ak neni v jednom priiseku souéasné promén-
nd a jeji doplndk. (Takovy prisek by ostatné dal vidy nulu
a mohl by se ve spojeni vynechat.)

Podobné pod t. zv. dplnou prinikovou (konjunkéni)
normélni formourozumime duédlné prisek nékolika
spojeni, z nichZ kazdé m4 m &initell a tito &initelé
jsou vesmés budto samy proménné, nebo jejich do-
pliky — pfi demZ nikdy neni v jednom spojeni proménnd

1656

h(z,y) = 2z +



i jeji doplnék (takové spojeni by se jakoZto &initel priseku
vynechalo, jsouc vidy rovno jednotce).

Ptiklady spojové, &ili, jak se téZ nékdy Fikd, disjunkéni
normélni formy:

F(z), 2y ..., 25) = (t; DXy 0 T30 ... 0 2,) U
U(m, 0z0z0 ... 02y,

Gy, .oy = (@ O Zg N UZL) U (B, 0T,0 ... 0 Ty) U
U, nxyn ... 0 ay)

(Pfiklady na priisekovou normélni formu si étendi snadno
dualisaci sestroji sdm.)

Pijde nyni o to ukédzat, ze kaidy (sobe sloZitéjsi) potetni
ptedpis, uddvajici booleovskou funkci o m nezévisle promén-
nych, se d4 uvést na tGplnou spojovou normélni formu. (Jde
stdle o booleovské funkce, kde nezdvisle proménné nabyvajf
ka?d4 jen dvou hodnot, nuly » resp. jednotky j z dvouprvko-
vé algebry (m, j) a kde hodnoty zdvisle proménné jsou opét
budto n nebo j.

{Poznamenejme, aby nebylo nedorozuméni: Misto o viech
uvaZovanych booleovskych funkecich o m proménnych mi-
Zeme privé tak dobfemluvit o viech (booleovskych)funkeich
o nejvyde m nezévisle proménnych. Nebot funkce f(z,, ...,
ZTm—,) (0 r < m), v jejimZ podetnim piedpisu vystupuji
feknéme jen nezdvisle proménné z,, ..., z,,_,, mize byt po-
vaZovina za funkei vech m nezdvisle proménnych F(z,, ...,
Z,), jestliZe prosté stanovime, Ze p¥i tychZ danych hodnotéch
Zy, ...y Ty jsou hodnoty funkee F(x,, ..., z,) stile stejné
a rovny hodnoté f(z,, ..., 2,_,), at jsou hodnoty ostatnich
proménnych z,, .4, ..., T, jakékoli.)

Véta. (O uiplné spojové normélni formé v Booleové algebfe
-funkei m nezdvisle proménnych na algebfe (z, §).)

Ka%dd booleovskd funkce o m nezdvisle proménngjch na Boo-
leové algebfe B = (n, §) se dd vyjddFil jednim a jen jednim zpii-
sobem v 8. zv. dplné spojové normdini formé jako#to spojent nej-
vyde 2™ priseki; prisek md m Einiteld, jek jsou bud pFimo ne-
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zdvisle proménné, nebo jejich doplitky (ale ne oboji soulasné).
Véechny tyto booleovské funkce tvoft Booleovu algebru A,
kterd md 22™ prokd a zminéné vyjznaéné priseky (spojované vi.
zv. Uplné spojové normdlnt formé) jsou jeji atomy. Algebra
Ay, je tedy isomorfni s mnofinovou Booleovou algebrou vdech
édstt libovolné mnofiny o 2™ prucich.

Dakaz:

V jakém smyslu nase booleovskd funkce o m nezévisle pro-
ménnych na algebfe (n,j) tvoii Booleovu algebru 4,,, uz
vime.

Vyjdeme z ndsledujiciho vyjddieni jednotky j(...) algebry
‘A, (vlastné z funkce, kterd nabyvé vidy hodnoty 5):

jl.)=@ ua) n (@ ua)n.. (@, U,

Upravme nyni tento vyraz m-ndsobnym pouZitim distri-
butivniho zidkona. Dostaneme tak spojeni m-élennych pria-
ek, kde do kazdého priniku je z kazdé zavorky vzat jeden
glen, t. j. bud z; nebo z}, 1 = 1,2, ..., m, pfi ¢emZ kaidd
z proménnych se vyskytuje v kaidém z takto utvofenych
m-&lennych prisekid jednou a jen jednou. Viech takovych
priseki, jez mdme navzdjem spojit, bude patrné tolik, jaky
je podet m-&lennych kombinaci s opakovdnim ze dvou prvki,
t. j. 2m. Jsou tedy uvaZované priiseky tyto:

(z, Nz N...0 ), (rl"n Tz 0 ... 0 Zm),
(g, nxy0 ... n':c,,,),l..., (z, 0 ) N ... 0 Zy),
o Ny n .0z

Spojeni véech je funkce, nabyvajici neustéle konstantni hod-
noty j. Je snadno vidét, Ze ka¥dé dva réizné z uvaovanych
prisekid maji za prisek nulu » (t. j. vlastné funkeci, kterd se
konstantné rovnd n), nebot se zfejmé& vidy vyskytne aspon
jedna proménnd z,; v jednom priseku bez dopliiku a v dru-
hém s doplikem.

Vyberme nyni libovolnou skupinu z pravé uvaZovanych
priisekli a spojme priniky této skupiny. Dostdvime tak
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celkem 22™ booleovskych podetnich pfedpist v iplné spojové
normdlni formé; pfi tom necht prdzdné skupina nasich pri-
nikli znamend formdlné booleovskou funkei (konstantu),

kterd nabyvé stdle hodnoty n. Tvrdim, Ze kazdy z t&chto 22™
pocletnich pfedpisi ddvd jinou booleovskou funkei. Dejme
tomu, Ze naopak dvé rizné uplné normilni spojové formy
ddvaji touz funkei

F(zy, ..., 2m) = F(zy, ..., Ty) *)

pro viechny hodnoty proménnych, ale Ze v souhrnu prisekd
(¢initeli spojeni) iplné normélni spojové formy F(z,, ..., Tpm)
postrddéme jeden z uvaZovanych prisekii, nazveme ho
p(...), ktery viak vystupuje ve vyjadfeni iplné normélni spo-
jové formy G(z,, ..., ) (jako &len spojen{). (Na pofadf ¢lent
spojeni nezilezi; aby vSak bylo uréité, mohli bychom je dle
vzoru Upravy raciondlni ¢iselné funkce v tiplné spojové
normélni formé také normovat lexikografickym zpiésobem
uspofddéni jednotlivych proménnych. Podrobnosti takové
formdlni Gpravy si ¢tendf laskavé provede jako snadné cvi-
deni sdm). '

Protnéme nyni obé strany prve napsané rovnosti (*) pri-
sekem p(...). Za pomoci distributivnfho zdkona snadno vi-
dime, %e: Jednak vpravo zistane prisek p(...) sim (priseky
&lenu p(...) se viemi ostatnimi &leny spojeni F(xz,, ..., ap)
jsou nuly % a ve spojeni je oviem vynechdme). A jednak na-
levo dostdvame nulu n, jakoZto spojeni kazdého z nasich za-
kladnich prusekli (vyskytujicich se jako ¢&initelé spojeni
v F(z,, ..., zp) s prisekem p(...), ktery je od kazdého z nich
rizny). Aviak funkce p(...) sama nemize ddvat stdlenulu =,
nebof volime-li z; = §, jestliZze se proménnd x; vyskytuje ve
funkei p(...) sama — a 2, = = (¢ili z; = j), jestliZe v p(...)
vystupuje doplnék proménné z,, pak zarudené nabyvd
funkee p{...) = p(z;, .., Tp) hodnoty jnjn ...nj=j=+
# n. Ve skutednosti snadno nahliZime, %e je to také jedind
volba hodnot nezdvisle proménnych z,, ..., T, pro niZ na-
byvé funkee p(...) hodnotu riznou od nuly ». Tak na pf. pro
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m = 3 funkce p(...) = z; 0 z, N zy nabyv4 patrné hodnoty j
jenproxr, =n,x, = j, z; = n.)

Méme tedy celkem 2™ riiznych booleovskych funkef
(o m nezdvisle proménnych na dvouprvkové algebie B =
= (n, )) vyjéddreno jim odpovidajicimi 2¢™ riiznymi Gplnymi
spojovymi normilnimi formami. Av8ak jiz vime, Ze vSech
Booleovskych funkei o m nezdvisle proménnych vibec defi-
novatelnych na dvouprvkové algebfe je nejvyse 22™.

Tedy jsme tdplnou spojovou ndérmalni formou vyjadFili
ka’dou z uvaZovanych booleovskych funkei, t. j. prvki
Booleovy algebry 4,, — a to jednoznaéné. Algebra mé tedy
také skutedné A,, pravé 22" prvki. Abychom dokondili diikaz
nadi véty, stadi jiz dodat toto:

Je jiz zfejmo, Ze vztah svazového &dsteéného uspofddani

f(@y o ) C Xy, .oy T)

pro dvé z nadich booleovskych funkeci bude splnén tehdy a
jen tehdy, kdy% skupina zdkladnich prisekit — ¢&initeld spo-
jeni (v Uplné spojové normélni formé pro funkeci f(...)) je
vlastni (t. j. od celku riznou) ¢dsti skupiny takovych pri-
sekli — &initeld uplné spojové normélni formy funkce
g(...). Jiz z toho je vidét, Ze samotné priseky p(...), t. j.
funkce dané priusekem viech proménnych, resp. jejich do-
plikd (pfi demZ se kaZdd z m proménnych z; vyskytuje
privé jednou), jsou atomy naSi algebry A,. Dle jiz
fedeného jsou atomy p(...) v 4,, jakési zdkladni booleovské
funkce (0 m nezavisle proménnnych na algebfe (n, 7)), které
nabyvaji hodnoty ,,jednotkové‘ § pravé pro jednu jedinou
m-&lennou variaci s opakovanim ze dvou prvki =, §, t. j. pro
jeden jediny sled hodnot jednotlivych proménnych z;
(¢t=1,2,...,,m) (vSude jinde nabyvaji hodnoty ,,nulové‘
n).

Tim jsme dok4zali nasi vétu a zdroveii nabyli jakéhosi pre-
hledu o prveich nasi algebry A, booleovskych funkei.
Rownéz jsme jiz s to nahlédnout, v éem tkvi pouZitelnost to-

169



hoto druhu koneénych algeber booleovskych funkei pro ko-
nedné kombinatorické tlohy viibec. VSech vitbec moZnych
zpisobil, jakymi lze jednoznaéné koneénym m-élennym po-
sloupnostem tvofenym vidy ze dvou prvkia (,nuly“ n a
»jednotky‘ 4) pfifadit opét vidy bud jeden anebo druhy ze
dvou prvki, ,,nulu® n anebo ,,jednotku® j je totiz — jak
vime — pravé 22", Vidime tedy, %e ka?dé takové pkifazeni,
t.j. tabulka, pfifazujici jednotlivym m-ticim sestavenym z le-
ni z a j, opét vidy ¢leny n anebo j, af bylo docileno jakymkoli
zpisobem, d4 se vidy vystihnout podetni booleovskou
formuli, d4 se povaZovat za booleovskou (,raciondlni‘‘)
funkeci. Dokonce lze vyjddiit takové pFifazeni v plné
spojové normélni formé booleovského podetniho pfedpisu.
(Poznamenejme hned, Ze obdobnd véta neplati pro algebru
viech booleovskych funkei na libovolné kone&né Booleové
algebfe.] Co vice, z tabulky pro booleovskou funkei vy&teme
ihned jeji dplnou spojovou normilni formu timto zplisobem:

Viimnéme si jen Fddkd tabulky, jeZ konéi jednotkovou
hodnotou funkce. Jeden takovy Fddek ndm d4 ihned jeden
z Giniteld spojové normélni formy. Nezdvisle proménnou,
kterd v takovém Ffddku nabyla hodnoty jednotkové, vezme-
me jako &initel priniku a k nezdvisle proménné, kterd na-
byla nulové hodnoty v tomto fidku, vezmeme doplnék. Tak
na pf. z tab. 3, kde » =0, j = 1 takto vyéteme ihned pro
tam tabelovanou funkei o tfech nezdvisle proménnych
f(zy, 4, 74) = (T, U @,) O 24 jeji iplnou spojovou normélni
formu jakozto

flzy, 2y, T3) = (2, O @y 0 2) U (2, O 25 O 25) U
U (2 0 2y N o7).

(Doporuéuji étendfi, aby se o tom pFesvédéil podetni dpra-
vou pivodné daného tvaru funkce.) Jako cviéeni si &tendf
dokéZe obecnou sprivnost takovéhoto zpilsobu ziskdvani
tplné spojové normdini formy pro booleovskou funkei na
algebfe (0,1). — V ndsledujicim odstavei uvidime, jak se to-
hoto uZivé v elektrotechnice.
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Posledni véta ndm dokazuje existenci & jednozna&nost spojového
tplného normélnfho vyjédieni Booleovy funkece o koneéném poétu ne-
zévisle proménnych na dvouprvkové algebfe (n, j). Nedavé ndm viak
prakticky potetn{ postup, jak tekovou Booleovu funkei, danou obecnd
libovolnym potetnim Booleovym piedpisem, na normélni spojovy
tvar uvést. Prakticky postup je dvoji: Budto nepfimo, pomoci tabe-
lace, prévé uvedenym zpisobem, anebo piimo takto: Nejprve uifva-

TABULKA FUNKCE

fix,, Xy X3) = (xyuxy) x5

Y] X2 %3} (xv X}Lnxé
! ! ! 0
! 1 0 !
! 0 ! 0
! 0 0 !
0 H ! 0
0 ! 0 1
0 0 ! 0
o|lo | o 0
Tab. 3.

jice (nékolikréte) obou pravidel De Morganovych posouvejme po-
stupn® operaci doplitku stdle dovnitf a upravme dany vyraz nasi
funkce tak, a% operace dopliilku se jiZ veamés vztahuji pfimo na jed-
notlivé nezévisle proménné x;. Potom poénéme odstratiovat pomoci
distributivniho a asociativniho zikona komplikovanou kombinaci
spojovéni a protindni takto: postupujice od nejvritinéjdich vyrazi
(v jednoduchych zévorkdch), provedme viechna piipadnéd nazneiend
protinéni, kter4 se pomoci distributivniho zékona daji provést, t. j.
pfevést na spojeni priniki jednotlivych proménnych nebo jejich do-
plikd. Vklédajice mezi tyto upravy vynechdvéani pfebyteénych zA-
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vorek (na podklad® zdkond asooiativity) docflime nakonec, e nidm
zustane spojeni nékolika prasekd, kde #lenové pruseku jsou budto
samy nezévisle proménné z, nebo jejich dopliiky. Nyni jeité protneme
tento vysledek postupnd véemi takovymi spojenimi z;, U z;, ie z;
chybi v nékterém z prév®é obdrZenych prunikiu. Tim se dana funkce
neméni (protinéme ji funkei, kterd je neustdle rovna jednotce §) a do-
staneme do vyjddfeni nasf funkce spojenim co nejjednodussich pri-
sekl viechny ty z proménnych, které tam difve chybély. Tim nase
vyjédieni dané booleovské funkce nabude tvaru tiplné normélni spo-
jové normy. Na pf. necht
1(Zy, Tgy 23} = () O 25)" U T,

Uprava na normélnf spojovou formu probih4 takto:

’
=z; U z; Uzg=| 0N (@, U “’1),

=(z; N :1:2 Uz N a:a) Uz U (zlln :cz) U (zl N z5) = || 0 (g U :cz)

(:c, N zgN z,)’U (a:lln z4) U (z4 nNzn z) U (2, N a:z) Uz N
N :c2 0 x3) U (2 n’zg) U] (:v:1 N xz ) a,-,) = N (z v z,),’

(ac} n a:,ﬁz,) U (zy N zy n z;) l,J (z, O a:z n a:s) U (x1 N zg N B)U
U(wln:v,ﬂ:va)u(xlnzgﬂxa)u(zlnzanxs)

Ctenat si sém zkontroluje podetni postup & nalezne normalnf spo-
jovou formu jingch booleovskych funkef (viz cvideni).

Vétou o jednoznadnosti normélni iplné spojové (po pfipadé
prinikové) formé pro kazdou booleovskou funkei na dvou-
prvkové booleové algebfe jsme podali druhou hlavni poutku
z theorie koneéné Booleovy algebry.V obou hlavnich vétdch
o koneénych Booleovych algebrdch jsme natolik nahlédli do
jednoduché (ve srovndni na p#. 8 koneénymi grupami) po-
vahy koneénych Booleovych algeber, Ze se ddle jiz budeme
moci stru¢né zabyvat podstatou aspon nékterych aplikaci —
a to: na elektrotechniku a na logiku.

Poznermenejme, Ze zvléstd v aplikacich byvé vhodné brét pro ur-
¢titost za oba prvky nasi dvojprvkové Booleovy algebry &iselnou nulu 0
— a povaZovat ji rovndZ za nulu ve smyslu booleovy algebry — a &i-
selnou jednotlku 1 — & rovnéi oviem ji povaZovat téZ za jednotku ve
smyslu dvouprvkové booleovy algebry B = (0,1). Vedle jinych
vyhod mé to i tu pfednost, e booleovské ukony v algebfe (0, 1) moZno
povaZovat za takto zavedené &iselné ukony:

Oznadme na okamiik jako {(z)> pro celé &islo z nejmensf nezdporny
zbytek &isla 2 déleného 2. (Je tedy (z) = 1, jakmile je z liché a (z)=
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= 0 jakmile je z sudé.) Pak mtiZeme psit v algebie (0, 1) (e i b miZe
byt jen 0 nebo 1)
aUb=<a+ b+ ab),
aNb=ad
a = (a + 1>.

Cvifent k 2,6.

1. Vyjédfete v tiplné normélni spojové formé nejjednodussi boo-
leovské funkce o m nezévisle proménnych (na algebie (n, 7))
/,(z,, “rey Em) =Ty
gi(T1s -0y Tyy) = Z;
R, i(Trs oy Toy) = T3 U Z4
ki,j(®1y ooy Tm) = 25 N z; (volte na pf. m = b).

2. TotéZ, co v 1— pro dplnou prinikovou normélni formu (duélnd)
3. Tabelujte dle vzorca tab. 2 a 3 tyto booleovské funkce o tiech
nezdvisle proménnych ’

8) flzy 7 2s) = (@ N 23) U (23 O 7).

b) g(z,, Ty Ty .‘C‘) = (31 @] 12) Uzg U 24

Najdéte (dle zpusobu, udaného v textu) jejich plné spojové nor-
mélni formy a pfejdéte k dplnym prisekovym normélnim formém
dualisacf.

4.*Odivodnéte podrobnd (pomooi véty o dplné spojové normélnf

forms) v textu udany zpusob, jak z tabelace booleovské funkce vysist
jeji uplnou spojovou normélni formu,

2,7. PRINCIP APLIKACE THEORIE BOOLEOVYCH
ALGEBER V ELEKTROTECHNICE.

Hlavni aplikace theorie Booleovych algeber v elektro-
technice se tykaji t. zv. reléové-kontaktnich systémi. P¥i-
kladem takového jednoduchého systému je t. zv. Wagnerovo
kladivko, jeZ pohdni elektricky zvonek. Piikladem sloZitého
takového systému je telefonni centrila nebo elektromagne-
ticky matematicky stroj.

Princip d&innosti a ulel reléové-kontaktnfho systému
moZno popsat takto: Na kteroukoli urditou kombinaci zapo-
jeni a vypojenf pevného podtu m t. zv. vstupnich (dvoupolo-

173



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T12:43:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




