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1 Vznik a vyvoj teorie matic

Teorie matic je pomérné mladou matematickou disciplinou. Jeji vznik se datuje
do druhé poloviny devatenactého stoleti, nékteré dnes bézné pouzivané pojmy
se konstituovaly az ve stoleti dvacatém. Podnéty, které vedly k jejimu zrodu,
prichazely z vice sméri, své koreny maji v davné minulosti. Pojem matice lze
totiz nalézt jiz pfed dvéma tisici lety ve staré Ciné ve spojitosti s TFeSenim
soustav linearnich rovnic.

Abychom mohli vysledky ¢eskych matematiki z teorie matic spravné umis-
tit do kontextu doby a porovnat je s piistupy a idejemi, které pochazi z jinych
zemi, vénujme se nejprve vzniku a vyvoji maticového poc¢tu ve svété do trica-
tych let 20. stoleti.

1.1 ReSeni soustav linearnich rovnic ve staré Ciné

Neni prekvapivé, ze v prehistorii teorie matic hraji dilezitou roli soustavy li-
nearnich rovnic. Ulohy, které vedou na takovéto soustavy, byly feSeny jiz ve
starém Egypté a Mezopotamii pred ¢tyimi tisici lety. Ve staré Cing byla pfed
dvéma tisici lety k feSeni tloh vedoucich na soustavy linearnich rovnic s re-
gularni matici vyuzivana metoda, kterou lze povazovat za prvopocatek teorie
matic.

Touto metodou byl tzv. algoritmus fang ccheng, ktery je popsan v u¢ebnim
textu Matematika v deviti kapitoldch (¢esky prepis nazvu je Tiou cang suan Su,
mezinarodni Jiu zhang suan shu) z obdobi dynastie Han. Cisla byla ¢inskymi
poctari zaznamendvana pomoci ty¢inek kladenych na pocetni desku, vypocty
byly provadény zménou rozestavéni piislusnych tycinek. Koeficienty jednotli-
vych rovnic byly zaneseny do sloupct zprava doleva, coz odpovida ¢inskému
zpusobu psani. Napriklad nehomogenni soustava péti rovnic o péti nezndmych
byla znézornéna tabulkou o pé&ti sloupcich a Sesti fadcich.

Algoritmus fang c¢cheng je obdobny dnes velmi zndmé Gaussové eliminacni
metodé, v niz jsou vsak koeficienty jednotlivych rovnic psany do radku. Za-
timco v soucasnosti provadime tzv. elementarni dpravy radki rozsifené matice
soustavy shora dolu, ve staré Ciné upravovali sloupce tabulky, kterou dnes na-
zyvame matice (slovo fang znad¢i ¢tvercovou tabulku ¢isel), zprava doleva. Pri
provadéni tohoto algoritmu objevili tehdejsi poctairi zdporné ¢isla, naucili se
s nimi pracovat a ve vySe zminéném textu sepsali pravidla pro pocitani s klad-
nymi a zapornymi ¢isly.!

V zachyceni koeficienti soustav linearnich rovnic do obdélnikovych schémat
a v naslednych tpravach pii metodé fang ccheng lze spatiovat nejstarsi prvky
maticové symboliky a maticové techniky.
doporu¢ujeme Gesky komentovany preklad [Hel| z roku 2008, ktery napsal Jit{
Hudecek (nar. 1981) a ve kterém je uvedena fada dalsich prament.

L Pro odligeni zapornych &isel (fu) od kladnych &isel (¢Zen, resp. zheng) byly pouzivany
ty¢inky riznych barev: ¢erné pro zaporna ¢isla, ¢ervené pro kladna ¢isla. Nebylo-1i nutné tyto
dvé skupiny ¢isel rozliSovat, byly tycinky pravdépodobné neobarvené.



1.2 Determinanty, bilinearni a kvadratické formy

Z vyse uvedeného by se mohlo zdat, ze cesta od metody fang cécheng ke vzniku
teorie matic jiz nebyla piili§ zdlouhava a narocna. Opak je v8ak pravdou, nebot
teorie matic se nevyvinula pFimo ze studia koeficientii soustav linearnich rovnic.
Jeji spletita pout za vlastnim zrodem a plnym uznanim samostatnosti je spjata
se vznikem a vyvojem jinych disciplin, zejména s teorii determinanti, s teorii
bilinearnich a kvadratickych forem a s teorii invarianti. Uzké propojeni teorie
matic s teorii determinantt vSak pusobilo do jisté miry i negativné, coz uvidime
napiiklad na konkrétnim piikladu nejednotného zptisobu nasobeni matic.

S vyrazy, které dnes nazyvame determinanty, se muzeme setkat v pracich
fady matematiki, ktefi k nim dospéli zejména pfi feSeni soustav linearnich rov-
nic. Vyjadifme-li totiz neznamé napiiklad ze soustavy dvou linedrnich rovnic
o dvou neznamych pomoci koeficienti téchto rovnic, nutné se objevi vyrazy
predstavujici determinanty druhého radu. Timto zptsobem popsal v roce 1539
koreny nehomogenni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych Gerolamo Car-
dano (1501-1576).

V roce 1683 rozvinul japonsky matematik Takakazu Sinsuke Seki Kowa
(1642-1708) v dile Kai Fukudai no Ho ¢inskou metodu fang cécheng a formu-
loval postup pro vypocet feSeni soustavy rovnic z jejich koeficientt, které byly
zaznamenany v tabulce na pocetni desce. Pfiblizil se tak v urcitém smyslu
zavedeni pojmu determinant.

Za objevitele determinantii je nejCastéji oznacovan némecky matematik, fi-
lozof a prirodovédec Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ktery v roce 1693
pfi eliminaci n neznamych ze soustavy n + 1 nehomogennich linearnich rov-
nic dospél k vyrazu, kterému dnes fikdme determinant. Leibniz pomoci tohoto
pojmu vyjadiil nutnou podminku feSitelnosti zminéné soustavy, tj. nulovost
determinantu rozsifené matice uvazované soustavy. Byl zifejmé prvnim mate-
matikem, ktery uzival dvoji indexy. Napiiklad ve smyslu dnesniho oznaceni
koeficientu as; pouzival symbolu 3; nebo zcela jednoduse 31. Leibniziv po-
jem determinantu ani jeho dvoji indexy se neujaly; tyto ideje se totiz objevily
viceméné pouze v jeho korespondenci a publikovany nebyly.

Za zrod teorie determinantii se obvykle povazuje zvefejnéni Cramerova
pravidla v rozsadhlém dile Introduction a l’analyse des lignes courbes algébri-
ques [Crl] z roku 1750, jehoZ autorem je $vycarsky matematik Gabriel Cra-
mer (1704-1752). Ve zminéné monografii o algebraickych kiivkach hledal mimo
jiné obecnou rovnici kuzelosecky prochazejici péti danymi body a dosel k sousta-
vé péti linearnich rovnic o péti nezndmych. V zavéru knihy se potom témto
soustavam vénoval obecné. Predlozil zde obecnou metodu feseni nehomogenni
soustavy linearnich rovnic, jeji kofeny popsal pomoci zlomkii, v jejichz ¢itatelich
a jmenovatelich se objevily vyrazy v soucasnosti nazyvané determinanty.

Na zakladé dochovanych rukopist skotského matematika Colina Maclau-
rina (1698-1746), ktery studenttim poskytoval i své dosud nepublikované texty,
se opravnéné domnivame, ze mu Cramerovo pravidlo bylo znamo jiz koncem
dvacatych let 18. stoleti. Roku 1748, dva roky po Maclaurinové smrti, vysel
jeho vyznamny a oblibeny spis A treatise of algebra [M11], v némz se vyskytuje
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pasaz obsahujici explicitni vyjadieni Cramerova pravidla pro soustavu dvou,
resp. tii linearnich rovnic o dvou, resp. tfech neznamych a rovnéz poznamka
o soustavé ¢ty rovnic o Ctyfech neznamych, a to v podobé, ktera je shodné
s prepisem jeho rukopisu z roku 1729. Colin Maclaurin v8ak pravidlo nepopsal
tak presné jako Cramer; nediskutoval mimo jiné situaci, kdy je matice soustavy
singularni, a také nevyjadfil zcela presné znaménka soucini, z nichz se sklada
¢itatel zlomku. Na tento nedostatek upozornil v roce 2001 A. A. Kosinski, ktery
povazoval za puvodce nepresnosti skutec¢nost, ze Maclaurin nepouzival indexy.

The rule for forming the products is not difficult to state, especially for the
denominator of the ratio, which is the same for all unknowns. The rule for
signs, the heart of the matter, is almost impossible to state without an appro-
priate indexing of unknowns. ... in particular, no notice taken of the possibility
that the denominator may vanish, rendering the formulas meaningless.

It would be incorrect to attach much blame to Maclaurin for this muddle. In
the middle of the 18th century the solution by elimination of systems of linear
equations did not present a problem to which a mathematician of Maclaurin’s
class would attach much attention. ([Kol], str. 311)

Naopak exaktni popis, ktery podal Cramer, zpisobil kladné prijeti jeho
vysledku Sirokou matematickou komunitou a p¥ipojeni pfivlastku Cramerovo do
nazvu pravidla. Bliz&i informace k diskusi o objeviteli Cramerova pravidla muze
Ctenal nalézt v knize Jindricha Beévare (nar. 1947) Z historie linedrni algeb-
ry [Be6].

Studium vyrazi, které se objevuji v ¢itatelich a jmenovatelich zlomku vyjad-
fujicich neznamé, znamenalo postupny rozvoj teorie determinanti, této proble-
matice se jiz v 18. stoleti vénovalo nékolik vyznamnych matematiki.

Napiiklad francouzsky matematik Etienne Bézout (1730-1783) popsal reku-
rentni i obecny zpusob vytvareni determinantu. Jednotlivé ¢leny ziskal permu-
tovanim indexii a jejich znaménka urcil pomoci po¢tu transpozic. Obdobnymi
otazkami jako Bézout se zabyval také francouzsky matematik, fyzik a astro-
nom Pierre Simon Laplace (1749-1827); oba matematikové pouzivali k oznaceni
determinantu slovo resultant. K pojmu reciprokého determinantu pak dospél
roku 1773 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematik, fyzik a astronom
italsko-francouzského ptvodu.

Podstatny zlom ve studiu determinantu predstavoval pristup francouzského
matematika Alexandra Théophila Vandermonda (1735-1796), ktery zacal s de-
terminanty pracovat jako se samostatnymi matematickymi objekty a zavedl
prvni symboliku. Vysledky z této oblasti publikoval v praci Mémoire sur 1’éli-

roku 1771). Determinant zapisoval pomoci schématu

Do horni ¢asti vepisoval Ffadkové indexy (které ¢asto znacil pismeny fecké abe-
cedy), do spodni ¢asti potom sloupcové indexy (pismena latinské abecedy).
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Pomoci tohoto zkraceného zapisu definoval determinanty druhého az Sestého
radu a popsal jejich rozvoje.

Je suppose encore le systéme suivant d’abréviations, & que l’on fasse
AB o, B a, B
b~ a' b b a
Bly — o, Bly a, a
alble = a  blc +-b + ¢ a
alfyld _ o B _ o B[S 4+ a. Blvld _ o Blyld
alblcld = a  blc|d b cldla ¢ dlalb d  alblc
alfpldle _ o, Bldle | o Bdle | o Bdle | o Bdle | o Bldle
albleldle T a = blc|d|e b cldle|a ¢ dlelalb d  elalble e alblc|d
alflydlelc o Bhyldlelc o BhISlElC |
alblcldle[f — a  blc[de[f b cldle][f[a :

Q 2
=
)

=

[y

o

cla

Le symbole % sert ici de caractéristique.

Les seules choles a observer font lordre des signes, & la loi des permutations
entre les lettres a, b, ¢, d, &c. qui me paroissent suffisamment indiqués ci-
dessus. (|[Mu3], dil 1., str. 18)

Vidime, 7ze Vandermonde pouzival dvoji indexy, které vsak na rozdil od
Leibnize psal nad sebe. Vztah definujici determinant druhého fadu odpovida
dne$nimu vyjadreni

af _
alb

Taa Tab

= Taa”8b — Tab" Ba-
Tsa  TBb aal Bb ab’ Ba

V uvedené symbolice, kterd bohuzel neumoznovala zapis konkrétniho ¢iselného
determinantu, formuloval nékolik dnes bézné uzivanych vlastnosti determinanti
(tvrzeni o transpozici sloupct, o nulovosti determinantu se shodnymi radky,
rozvoj determinantu apod.) a rovnéz Cramerovo pravidlo. Vandermonde je
zcela opravnéné povazovan za zakladatele teorie determinantii,? blizsi informace
viz napf. monografie Jindficha Be¢vate Z historie linedrni algebry [Be6].

Ve vSech pracich tykajicich se soustav linearnich rovnic a determinanti se
objevuji postupy, které dnes oznacujeme jako elementarni ipravy matic. Stu-
dium soustav linearnich rovnic a nasledny rozvoj teorie determinanti tak pii-
pravovaly vznik teorie matic. Dalsi podnéty pfichazely pti studiu bilinearnich
a kvadratickych forem.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky fyzik, astronom, jeden z nejvét-
Sich a nejvSestrannéjsich matematikt vSech dob, ve svém slavném dile Disquisi-
tiones arithmeticae [Gal] z roku 1801 vySetfoval binarni a ternarni kvadratické
formy. Koeficienty ternarni kvadratické formy

flr, 2", 2") = avx + d'a'2’ + " 2" 2" + 202’ 2" + 20" xa” + 20" xa’
usporadal do obdélnikového schématu, v némz do prvniho fadku vepsal koefi-
cienty vyskytujici se u druhych mocnin neznamych a do druhého fadku koefi-
cienty u smiSenych soucini.

2 Tento nazor zaujimal i Thomas Muir (1844-1934), nejuznéavanéjsi znalec a historik teorie
determinant.
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Ita
azx +ad'x's’ +ad' 2" 2" 4 202’ 2" + 20z + 20" xa’
erit forma ternaria rite ordinata, cwius indeterminata prima x, secunda T,
tertia x”, coéfficiens primus a etc., quartus b etc. Sed quoniam ad brevitatem
multum conferet, si non semper necesse est, indeterminatas formae ternariae
per literas peculiares denotare, eandem formam, quatenus ad indeterminatas
non respicimus, etiam hoc modo

designabimus. (|Gal], str. 300)

Vidime tedy, ze se nejednalo o reprezentaci ternarni kvadratické formy sy-
metrickou matici v dnesnim smyslu. K uvazované ternarni kvadratické formé
navic Gauss prifadil vyraz

D =abb+ad'b't +ad"b"b’ — aa’a” — 260",

ktery nazval determinant. Dnes hovorime o diskriminantu formy a definujeme
jej jako zaporné vzaty determinant matice

/! /

a, b, b
i !/

o', ad', b

/ "

v, b, a

prislusné formy. Pro binarni kvadratickou formu azx + 2bxy + cyy je tedy timto

WXz

,determinantem® &islo b? — ac.
Gauss dale definoval k formé f adjungovanou (reciprokou) formu F' se sché-

matem
A A/ A//
( B’ B/7 B// )7

jejiz koeficienty jsou (v dnesni fedi) zaporné vzaté algebraické dopliky matice
formy f, tj.

A=bb—dad', A =bV—-ad, A"=b"V" —ad
B=ab—0bb', B = db —b", B'=d"t -,

a déle uvedl, ze adjungovana forma k formé F je forma, jejiz koeficienty jsou
koeficienty formy f vynésobené diskriminantem D, tj.

aD, oD, d'D
bD, VD, b'D

Zabyval se i substitucemi forem, které reprezentoval pomoci ¢tvercovych sché-

mat jejich koeficienti. Jelikoz se vSak jiz jedna v podstaté o matice pouzivané
v souladu s dneSnimi zvyky, ukdZeme nékteré Gaussovy poznatky z této sféry
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az v dalsim textu. Na tomto misté jesté zmihme, ze Gauss znal pro deter-
minanty druhého a tfetiho fadu vétu o nasobeni determinanti a rovnéz vétu
o reciprokém determinantu.

V roce 1812 prezentovali své vysledky tykajici se determinanti francouz-
$ti matematikové Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) a Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857). Prvné jmenovany matematik vyslovil a dokézal vétu o na-
sobeni determinanti, ktera se nékdy nazyva Binetova. Matematicky svét vSak
vice ovlivnil piispévek Cauchyho,? ktery byl v roce 1815 publikovan pod na-
zvem Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales
et de signes contraires par suite des transpositions opérées entre les variables
qu’elles renferment [Cal] a ve kterém jsou uvedeny zakladni vlastnosti deter-
minantl a polozeny tak pevné zéklady teorie determinantti. Cauchy se zabyval
tzv. symetrickymi funkcemi n proménnych, jejichz hodnota se pfi permutaci
neznamych neméni, a symetrickymi alternujicimi funkcemi n proménnych, je-
jichz hodnota pfi permutaci nezndmych méni pouze znaménko v zavislosti na
poctu transpozic prislusné permutace a jejichz reprezentantem je tedy praveé
determinant. Zavedl rovnéz novou symboliku a terminologii. Uvazoval n riz-
nych prvkia aq,as,...,a, a pomoci soucinu jejich vzajemnych rozdili vytvo-
il symetrickou alternujici funkci, kterd byla determinantem. Reprezentoval ji
symbolem S(+a1.1a2.203.3 . . . @y.,) a nazval ,determinant“.* Byl tak prvnim
matematikem, ktery uvedeny termin pouzil v dnesnim smyslu, pozdéji se viak
vratil k pojmenovani resultant. Cauchy dale usporadal n? prvka vyskytujicich
se v determinantu do ¢tvercového schématu, tj. v dnesnim smyslu do matice.

. on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction symétrique alternée, qui,
au lieu d’étre représentée par

S(+ajasas.....al),

sera représentée par
S(ial.lag.gag.g ..... an.n),

le signe S étant relatif aux premiers indices de chaque lettre. Telle est la forme
la plus générale des fonctions que je désignerai dans la suite sous le nom de
déterminans. Si l'on suppose succesivement

on trouvera

S(+ay.1a2.2) = ar1a2.2 — az1a1.2,

S(ia1~1a2‘2a3.3) = G1.102.203.3 + 02.1043.201.3 + @3.101.2042.3 — A1.103.202.3 —
a3.102.201.3 — A2.101.203.3

3 Cesky matematik Frantisek Josef Studnitka (1836-1903) oznadil pravé Cauchyho za
zakladatele teorie determinantii (viz dale).

4 Pismeno S supluje dnes pouzivany symbol >, pridemz Cauchy sé¢ital pomoci prvnich
indext.
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pour les déterminans du second, du troisiéme ordre, &c...... Les quantités affec-
tées d’indices différens devant étre généralement osidérées comme inégales, on
voit que le déterminant du second ordre renfermera quatre quantités différentes,
savoir,

ai.1, a1.2,
az.1, 2.2,

que le déterminant du troisiéme ordre en renfermera neuf, savoir,
a1, G2, 1.3,

a2.1, G2.2, 2.3,
as.i, as.2, 3.3,

En général, le déterminant du n-°"° ordre, ou

S(ial.lag.gagg ...... an.n),

renfermera un nombre égal & n? de quantités différentes; qui seront respective-
ment

a1.1, 0ai2, ai.3 ... GQi.p,

a2.1, @G22, a2.3 ... 2.,
(I) as.1, as.2, 0as.3 ... A3.n,

&c......

an.1, 04n.2, 0anp.3 ... Qnp.n.

([Cal], str. 52-53)

Cauchy rovnéz zavedl nové terminy (provky determinantu, Fadek, sloupec,
proky hlavni diagondly atd.). Stejné jako Binet znal vétu o nasobeni determi-
nanti a formuloval Cramerovo pravidlo. V uéebnici Cours d’Analyse de I’Ecole
Royale Polytechnique. Premiére partie: Analyse algébrique [Ca2| z roku 1821
pouzil obdélnikové schéma usporadané z koeficientt nehomogenni soustavy n li-
neérnich rovnic o n nezndmych, tj. rozsifenou matici soustavy.

Némecky matematik Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) vydal v ro-
ce 1841 tii latinsky psané staté o determinantech. Byly napsany stru¢né, sou-
hrnné, ¢itelné a srozumitelné, a proto byly hojné vyuzivany ke studiu. Jejich
vydani podstatné prispélo ke zvyseni zadjmu o teorii determinanti. V prvni po-
loviné 19. stoleti se jesté studiem determinant mnoho matematikt nezabyvalo,
v poloviné 19. stoleti se v8ak teorie determinantt stala jednou z klicovych ma-
tematickych disciplin, determinanty tspésné pronikaly do fady matematickych
obori. Ve druhé poloviné 19. stoleti bylo publikovdno v této oblasti mnoho
praci, mnohé z nich vSak jiz nepfinasely podstatné nové vysledky. Vyznamnéjsi
z nich vénovaly pozornost nékterym specidlnim typam determinantt (funk-
cionalnim determinanttim v matematické analyze, ortogonalnim determinan-
tim v teorii kvadratickych forem a v geometrii, Hankelovym determinantim
v teorii invarianti a algebraickych rovnic atd.) a riznym zobecnénim (piede-
vSim nekoneénym determinanttim, kubickym a n-rozmérnym determinanttim,
tzv. permanenttim, determinoidiim apod.).
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Ve druhé poloviné 19. stoleti se vSak o své uznani v matematickém svété
zvolna hlasila nova matematickd disciplina — teorie matic.

1.3 Linearni transformace a substituce

Velmi podstatné impulsy k situovani koeficientit do ¢tvercovych ¢ obdélniko-
vych schémat prichazely z oblasti studia linedrnich transformaci a substituci.

Transformacemi kartézskych soutadnic, kterym odpovidaji ortogonalni ma-
tice, se zabyval napf. Svycarsky matematik, fyzik a astronom Leonhard Euler
(1707-1783). Tuto problematiku u ného nalezneme naptiklad v praci o magic-
kych ¢tvercich z roku 1771 nazvané Problema algebraicum ab affectiones prorsus
singulares memorabile [Eul].

Carl Friedrich Gauss ve vySe zminéné knize Disquisitiones arithmeticae
z roku 1801 pouzil k vyjadfeni linearni substituce

z = ay+By +y”
.’LJ — a1y+ﬂ/y/+7/y1/
x// — a//y _"_/Blly/ +’Y”y”
étvercové schéma,
a, B,
o, B,
a//’ B//’ ,Y//

a priradil ji vyraz
k= aﬁ”y” +5'y'a” +7a’ﬂ” _'YBIO‘” o CE’YIBN B ﬁO/’Y”,

tj. determinant prislusné matice. Uvedl, Ze mezi (v dne$ni fedi) diskriminan-
tem D formy f a diskriminantem E formy g, jeZz vznikla z formy f uvedenou
substituci, plati vztah F = kkD.

Gauss rovnéz reprezentoval reciprokou substituci (k substituci vySe uve-
dené) schématem

ﬂ/’)/// o ﬁ/, /’ ’}/a// o ,_y/la/’ Oé,ﬁ/' o 0//6,
5//,}/ o ﬁ,y//7 ,y//a o ,ya//’ O//ﬂ _ aﬂ”
By — B, yo' —+'a, af’ —d'p

Substituci vzniklou slozenim puvodni a reciproké substituce zapsal pomoci
schématu

o O
o O
> O O

Zamyslime-li se nad uvedenymi vztahy, usoudime, Ze se ¢tvercovymi sché-
maty jesté nebylo manipulovano tak, jak jsme v souc¢asnosti zvykli. Ponechame-
li Gaussovo znadeni pro reciprokou substituci (v dnesnim vykladu by se jednalo
o transponovanou reciprokou matici nebo téz matici slozenou z algebraickych
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dopliikil prvki, v niz se algebraicky doplnék prvku vyskytuje na stejné pozici
jako prislusny prvek), musime k ziskani vysledného systému skladat schémata
pro nas neobvyklym zptisobem. Napiiklad prvek na druhém radku a v prv-
nim sloupci vysledného schématu ziskdme (v dnesni feci) vynasobenim prvniho
rfadku pivodni matice s druhym fadkem reciproké matice.

Néasobeni matic v dnesnim smyslu se vSak v témze dile vyskytuje. Gauss
se totiz rovnéz zabyval skladanim obecnych substituci, jehoz vysledek opét
reprezentoval ¢tvercovym schématem. Na zakladé nize uvedenych ukazek je
ziejmé, ze zapis skladani substituci pomoci maticové symboliky jesté nebyl
disledné prijat ani v této Gaussové praci. Pti skladani linearnich forem totiz
reprezentaci schématy koeficientt nepouzil:

St forma F formam F’ implicat, haec vero formam F” , forma F etiam
formam F” implicabit.

Sint indeterminatae formarum F, F’, F” respective z, y; «’, y’; ©”, y” tran-
seatque F in F’ ponendo

z=oar'+ By, y=72'+dy
F’ in F” ponendo

!/ 1,1 s

.CL'/:OC.I'//"_/By, :l/I:,y‘r +6/y//
patetque, F in F” transmutatum iri ponendo

sl

T = a(a/$//+/8/y//) +5(7/x//+5/y//)’ y — ’Y(a/x// +/3/yl/) +5(71’ +5/y//)
sive
r = (' + )" + (af' + ")y, y= (v +6v)a" + (8" +60")y"

(|[GaW], dil 1., str. 126)
Naopak v jiné ¢asti textu dvé substituce reprezentoval odpovidajicimi sché-
maty a totéz ucinil i s vyslednou substituci:

Si forma ternaria f formam ternariam f’ implicat, atque haec formam f”
implicabit etiam f ipsam f”. Facillime enim perspicietur, si transeat

fin f' persubstitutionem fin f" persubstitutionem
Q, Bv 0 | 5’ &, C
O/a ﬁ/7 ’Y/ | 6/3 Ela CI
a//, ﬁ//, ,y// | 6//’ 5//7 C//

f transmutatum iri per substitutionem
ad + B6" +~4”, ac + e’ + e, ag + B¢ +~¢”
a16+6/6/ +,yl(5//7 O/E—l—ﬁ/EI +,y/€/l, a/é— _"_/BIC/ _"_,y/C//
a//(s _|_ /6//5/ + 71/6// 0//6 _|_ /8//6/ _|_ ,y/lel/ a/lC _|_ /BIICI + ,_Y//C//

(IGaW], dil 1., str. 304-305)
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Porovnanim prvka na vSech pozicich zjistime, Ze se jedna o maticové naso-
beni v dnesnim smyslu.

I pres znalost tohoto maticového vyjadieni kompozice dvou substituci nena-
lézame v Gaussové praci maticovy zapis transformace kvadratické formy line-
arni substituci s pfislusnym schématem (matici). Divod je prosty. Jak jiz bylo
feCeno, autor kvadratickou formu nezapisoval pomoci ¢tvercové symetrické ma-
tice.

Tuto reprezentaci nalezl Gaussuv zak, némecky matematik Ferdinand Gott-
hold Max Eisenstein (1823-1852). V ¢lanku Neue Theoreme der héheren Arith-
metik [Eil] z roku 1847 zapsal matici formy f jiz v dne$nim smyslu (das For-
mensystem der Form). Casto se vsak drzel znaceni svého ucitele, jehoz vliv je
¢itelny i z néasledujiciho aryvku.

. 1ist eine terndre quadratische Form oder schlechthin eine terndre Form
ein Ausdruck von folgender Gestalt:

ar® +a'z"? + a2 + 2’2" + 20 2’ + 20"z = f,

in welchem die Coéfficienten a, a’, a”, b, b’, b” gegebene, die Grossen x,x', z"
unbestimmte oder variable ganze Zahlen vorstellen. Die Form

Ax? + A'2”? + A2 + 2Ba’2" + 2B'xa” + 2B" xa' = F,

in welcher
A= b2 —da” Al = b/2 — aa” A = b//2 —ad
B=ab— b/b//7 B =db — bb//’ B =ad'y — bb’/

ist, nennt Gauss die zugeordnete Form der Form f. Die Determinante der
Form fist die Coéfficientenverbindung

ab2 +a'b’2 +a//b//2 —ad'a" —2pb'y" = D;

sie ist zugleich die negative Determinante des linearen Systems

/! /
a, b, b
11 !
o', ad', b ,
/ "
b, b, a

welches ich das Formensystem der Form f nenne; das umgekehrte System des
Formensystems mit der Determinante des letztern, d. h. mit —D, multiplicirt,
liefert das Formensystem der zugeordneten Form; die Determinante der zu-
geordneten Form ist = D?, und die zugeordnete von der zugeordneten = Df,
d. h. sie geht aus f hervor, wenn man alle sechs Coéfficienten mit D multiplicirt.
Wenn [ durch eine lineare Substitution

!/ "

a, o «
g, B, p" | =S85,
v o,
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deren Coéfficienten ganze Zahlen und deren Determinante = +1 ist, in eine
andere terndre Form f’ ibergeht ... ([EiW], dil 1., str. 483-484)

Eisenstein si dobfe uvédomoval vyhodu pouzivani ¢tvercovych schémat k za-
pisu linedrnich substituci, s nimiz pracoval (jiz od roku 1844) pfevazné v sou-
vislosti se studiem binarnich a ternarnich kvadratickych a kubickych forem.
Substituce nazyval riznymi terminy (lineare System, Substitution nebo také
Substitutions-System) a chapal je jiz jako samostatné objekty. Casto je psal do
kulatych zavorek a znacil ¢isly nebo pismeny. Maticovou symboliku vyuzival
i pro zapis skladani a invertovani substituci.

1.4 Pocatky pojmu a terminu ,,matice*

Na vznik a vyvoj teorie matic méla zasadni vliv dvojice britskych matematiki
— Arthur Cayley (1821-1895) a James Joseph Sylvester (1814-1897). Vedle své
matematické drahy zastavali oba jistou dobu funkci advokati, kterou vykona-
vali dokonce na témze soudnim dvore v Londyné. Seznamili se roku 1850, pres
odlisné temperamenty a viru se stali prateli.

Roku 1841 zavedl Cayley v praci On a theorem in the geometry of posi-
tion [Cyl] dnes pouZzivané znaceni determinantu dvéma svislymi ¢arami umis-
ténymi po stranédch ¢tvercového schématu a uvedl rekurentni vyjadieni de-
terminantu pomoci rozvoje podle prvniho sloupce. O dva roky pozdéji uzival
také symbolu dvou dvojitych svislych ¢ar na kazdé strané schématu, kterym
dnes znac¢ime matici. Ve vété o nésobeni determinanti nasobil fadky jedné
matice s fadky druhé matice. O dalsi dva roky pozdéji nasobil matice ,,po
sloupcich“. Roku 1855 publikoval praci Remarques sur la notation des foncti-
ons algébriques [Cy2|, v niZ naopak pouzival znaceni z roku 1841 (tj. jednoduché
svislé ¢ary) k oznaCeni matice, zavedl termin matriz, matice vyuzil k vyjadieni
linearni zavislosti dvou skupin veli¢in, k reprezentaci linearnich forem a k je-
jich skladani. Matice pritom nésobil tak, jak je nasobime dnes. Poukazal na
vyznam tohoto pojmu, psal jiz o teorii matic a vyjadril své stanovisko, ze by
méla predchazet teorii determinanti.

... Il faut faire attention, dans la composition des matrices, de combier les
lignes de la matrice a gauche avec les colonnes de la matrice a droide; pour
former les lignes de la matrice composée. Il y aurait bien des choses a dire

sur cette théorie de matrices, laquelle doit, il me semble, précéder la théorie de
Déterminants. ([CyP], dil II., str. 187)

Pojem (obdélnikové) matice a termin matriz byl zaveden Sylvesterem roku
1850 v ¢lanku Additions to the articles “On a new class of theorems”, and “On
Pascal’s theorem” [Sy2|.° Hlavnim tématem této prace byly subdeterminanty

5V roce 1997 publikoval Richard William Farebrother &lanek A. C. Aitken and the con-
solidation of matriz theory |[Fhl], ve kterém se zminil o pavodu slova ,,matrix*:

In the sizteenth and seventeenth centuries the word matriz was used to refer to the uterus
or womb of a female creature. This usage is most familiar from Tyndale’s translation of the
Bible into the English language and in the subsequent edition authorized by King James I;
for example, see the Book of Exodus, Chapter 13, verse 15 and Chapter 34, verse 19.

In the eighteenth century this usage was extended to geology, pottery, and foundry work. In
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a jejich nulovost, resp. nenulovost. K pojmu hodnosti, ktera byla pozdéji praveé
pomoci nulovosti subdeterminantii definovana, vsak Sylvester nedospél.

For this purpose we must commence, not with a square, but with an oblong
arrangement of terms consisting, suppose, of m lines and n columns. This will
not in itself represent a determinant, but is, as it were, a Matriz out of which
we may form various systems of determinants by fixing upon a number p, and
selecting at will p lines and p columns, the squares corresponding to which may
be termed determinants of the pth order. ([SyP], dil L., str. 150)

James Joseph Sylvester zapsal determinant pomoci ¢tvercového schématu
jiz v roce 1840. Tehdy v8ak jesté nepouzil zadnych symbold pro ohranic¢eni to-
hoto seskupeni koeficient. Rovnéz v jeho pozdéjsich pracich byla terminologie
i symbolika jesté zna¢né rozkolisana. Napfiklad determinant znadcil jak zpiso-
bem, ktery pouzil Cayley v roce 1841, tak dvourfadkovym schématem evokuji-
cim znaceni{ Vandermondeovo. V roce 1853 publikoval jako soucast ¢lanku On
a theory of the syzygetic relations of two rational integral functions, comprising
an application to the theory of Sturm’s functions, and that of the greatest alge-
braical common measure [Sy6] slovni¢ek pojmil, v némz matici definoval jako
¢tvercové ¢ obdélnikové usporadéani prvku do fadkt a sloupct. Z nasledujiciho
citatu (i z predchozi ukazky) je vidét, ze vychozim pojmem byla pro britského
matematika matice a ze determinant byl tvofen az z dané matice. Zminény
pristup byl v té dobé zcela ojedinély.

Matriz. — A square or rectangular arrangement of terms in lines and col-
umns.

Minor Determinant. — Any determinant retained represented by a square
group of terms arbitrarily chosen out of a matriz is a minor determinant there-
to. The simple terms of the matrix are the last minors, and of course if the
matriz is a square, it will itself in its totality represent a single complete deter-

minant. ([SyP], dil L., str. 583, 585)

V predchozich odstavcich jsme uvedli pomérné podrobné vyvoj maticové
symboliky, pfedstavili jsme rtizné zpisoby nasobeni matic (pouzivané dokonce
tymZ autorem) a obeznamili ¢tenafe s postupnym ustalovanim pojmu a ter-
minu matice. Dokumentovali jsme tim pomalé utvareni zédkladnich prostiedki
slouzicich teorii matic. V pocatcich byl jeji vyvoj vyrazné ovliviiovan teorii de-
terminantii, jejiz pozice byla velmi pevna. Vétsina matematiki, ktefi se v té

geology the word matriz refers to the mass of rock in which a fossil or gemstone is embedded,
and in pottery and foundrywork it refers to the mold in which the utensil is to be cast.

The modern mathematical use of the word was introduced by Sylvester in 1850 ...
([Fhl], str. 4).

James Joseph Sylvester, autor spisu The Laws of Verse, se i v odbornych matematickych
textech ¢asto vyjadfoval pomoci neobvyklych, poetickych pfirovnani. V jednom z nich,
v ¢lanku On the relation between the minor determinants of linearly equivalent quadrat-
ic functions [Sy3|, pouzil v souvislosti s pojmem matice, resp. pfimo pii odvolavani se na
vlastni prvni definici matice také slovo ,,womb*:

I have in previous papers defined a ,Matriz“ as a rectangular array of terms, out of
which different systems of determinants may be engendered, as from the womb of a common
parent; ... ([Sy3], str. 247)
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dobé zabyvali tématikou dnes fazenou k linearni algebfe, soustiedila totiz sviij
zajem pravé na teorii determinantu.

Nadvladu determinantt lze dolozit napriklad nejednotnym nasobenim ma-
tic, nebot z hlediska teorie determinanti je ve vét& o nasobeni determinantii
(vzhledem k rovnosti determinanti navzajem transponovanych matic) zcela
lhostejné, zda nasobime matice ,,po fadcich®, , po sloupcich“, nebo mezi sebou
nasobime Fadky jedné matice se sloupci matice druhé. Problém nejednotného
nasobeni matic se tdhne jako Ariadnina nit mnoha matematickymi monogra-
fiemi, ucebnicemi a ¢lanky az do dvacatych let 20. stoleti. Nékteré texty obsa-
hujici dnes jiz nepouzivané zptisoby nasobeni matic byly publikovany jesté ve
tficatych letech.

Postupné prijimani maticové feci a symboliky zacalo ve vétsi mife az na
prelomu 19. a 20. stoleti.

1.5 Vznik teorie matic

Vznik teorie matic je obvykle datovan rokem 1858, kdy byl v ¢asopisu Philo-
sophical Transactions of the Royal Society of London publikovan ¢lanek Arthu-
ra Cayleyho A memoir on the theory of matrices [Cy3|.

Jako podnét pro zavedeni pojmu matice oznacil A. Cayley zkraceny zapis
soustavy linearnich rovnic. Hned v uvodu préce napsal, Zze pod pojmem matice
bude uvazovat, nebude-li blize uréeno, ¢tvercové schéma néjakych prvkia. Ma-
tice vnimal jako samostatné objekty, znacil je novym zptsobem: prvni fadek
ohranicil kulatymi zavorkami, na néz navazuji svislé rovné ¢ary podél zbyvaji-
cich radka.

The term matriz might be used in a more general sense, but in the present
memoir I consider only square and rectangular matrices, and the term matriz
used without qualification is to be understood as meaning a square matriz; in
this restricted sense, a set of quantities arranged in the form of a square, e. g.

a, b, ¢

a, v,

a , b//7 C//

1s said to be a matrixz. The notation of such a matriz arises naturally from an
abbreviated notation for a set of linear equations, viz. the equations

X = axr+by+cz,
Y = drx+by+z,
A 'z + 0"y + "z,

may be more simply represented by

(X’ Y7 Z) = a7 b? c x? y7 z ),
a, Vb,
a// b// c//

and the consideration of such a system of equations leads to most of the funda-
mental notions in the theory of matrices. It will be seen that matrices (attending
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only to those of the same order) comport themselves as single quantities; they
can be added, multiplied or compounded together, ...
([Cy3], str. 17, nebo [CyP], dil I1., str. 475-476)

Takika cely text je vénovan Gtvercovym maticim, obdélnikové (délené na
Siroké a hluboké) jsou zminény az na poslednich t¥ech strankach. Autor se
navic ¢asto omezoval na matice druhého a tfetiho fadu a stejné restrikce pouzil
i v dikazech.

... The theory of rectangular matrices appears much less important than that
of square matrices, and I have not entered into it further than by showing how
some of the notions applicable to these may be extended to rectangular matrices.

... the matrices written down at full length will in general be of the order 3,
but it is to be understood that the definitions, reasonings, and conclusions apply

to matrices of any degree whatever.
([Cy3], str. 18, nebo [CyP], dil II., str. 476)

V praci jsou zavedeny zakladni maticové operace a ukazany jejich vlastnosti
(s¢itani motivované séitanim linearnich substituci, nasobeni matice skalarem,
distributivni zdkon nésobeni skalarem vzhledem ke s¢itédni, nadsobeni matic mo-
tivované skladanim linearnich substituci — jednalo se tedy o nasobeni matic dle
dnesnich zvyklosti). Pfedstaveny jsou nulova a jednotkova matice, uvedeno tvr-
zeni o existenci netrivialnich délitelt nuly v okruhu ¢tvercovych matic daného
radu, definovana mocnina matice, a to véetné nulového a zdporného exponentu
(inverzni matice, existuje-li, je vyjadfena pomoci determinantu a reciproké ma-
tice), popsany nékteré dalsi specialni typy matic (symetricka, antisymetricka),
zavedena transponované matice, studovany jsou jejich vlastnosti a hledany ko-
mutujici matice a rovnéz matice L, M, pro které plati LM = —M L (tzv. skew
convertible).

Cayley dale uvazoval takové skew convertible matice L, M druhého fadu,
pro které je L2 = —1, M? = —1 (kde 1 zna¢i jednotkovou matici), a dale matici
N =LM = —ML. Potom je

N?=—-1, L=MN=—-NM, M=NL=—LN.

)

Cayley poznamenal, Ze tak ziskal téleso kvaternionu.
Zvolime-li vhodné matice L, M (¢imz je dana i matice N) vyhovujici danym

vztahim
0 1 0 i i 0
e=( 5 0) m=(T ) v=(o 5)

lze kazdému kvaternionu a + bi + ¢j + dk priradit linearni kombinaci
alE 4+ bL + cM + dN,

kde F je jednotkova matice. Dostaneme tak matici

I_ a+di b+ci
o\ —=b4+eci a—-di )
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Popsané zobrazeni je izomorfismus mezi télesem kvaternionu a télesem komplex-
nich matic druhého rfadu vyse uvedeného tvaru.

Nejvyznamnéj$im prinosem Cayleyho ¢lanku byla formulace tvrzeni, ze kaz-
d& matice je kofenem svého charakteristického polynomu. Dnes je zndmo pod
nazvem Cayleyova-Hamiltonova véta, Arthur Cayley ji nazyval general theorem,
resp. remarkable theorem, zapsal ji ve velmi zajimavém tvaru

Det.(1-M —M-1) =0,

v ném? bychom na prvni pohled zminénou vétu tézko identifikovali. Vztah se
v8ak objasni, uvazime-li, ze Cayley znacil jednotkovou matici 1 a v uvedené
rovnici je jiz za A dosazena matice M (vlnka oznacuje veli¢inu chapanou jako
skalar). Vétu autor dokézal pouze pro matice druhého fadu a poznamenal, Ze
neciti potfebu vétu dokazovat v obecném pfipadé. Pouziti véty demonstroval na
nékolika piikladech. Napiiklad k dané matici M druhého fadu hledal matice M2
a M? nebo matici L, pro kterou plati L? = M.

Uvedme v8ak, Ze vyznam tohoto jedenadvacetistrankového ¢lanku je casto
precenovan. Ve skute¢nosti nemél pro rozvoj teorie matic tak velky vliv; k ozna-
Ceni pravé této prace za pocatek teorie matic zfejmé pfispél jak jeji nazev,
v némz je pouzito slovni spojeni theory of matrices, tak jeji propagace Syl-
vesterem, ktery byl v té dob& uznavanou autoritou. V ¢lanku Lectures on the
principles of universal algebra [Sy15] z roku 1884 napiiklad napsal:

This step was, as far as I know, first made by Cayley in his memoir on
Matrices, in the Phil. Trans. 1858, wherein he may be said to have laid the
foundation-stone of the science of multiple quantity. That memoir indeed (it
seems to me) may with truth be affirmed to have ushered in the reign of Algebra
the 2nd; ... ([Sy15], str. 209)

Analyza nazori matematikt a historikii matematiky na otézku zakladatele
teorie matic je prehledné zpracovana v monografii Jindficha Becvare Z historie
linedrni algebry [Be6]. Vyznam Cayleyho memoaru je diskutovan napf. v ¢lan-
cich Thomase Hawkinse The theory of matrices in the 19th century [Hw2|, Cau-
chy and the spectral theory of matrices [Hw3|, Another look at Cayley and the
theory of matrices [Hwd] a Weierstrass and the theory of matrices [Hw5]. Znovu
zdliraznéme, ze velkym piinosem Cayleyho ¢lanku bylo zvefejnéni Cayleyovy-
Hamiltonovy véty.

Problematika Cayleyovy-Hamiltonovy véty poutala pozornost i jinych mate-
matikid. Jiz roku 1853 bylo v knize Lectures on Quaternions [Hal] publikovano
analogické tvrzeni pro kvaterniony. Autorem této monografie je irsky matema-
tik, fyzik a astronom William Rowan Hamilton® (1805-1865), ktery tento fakt
znal jiz roku 1846. Pravé tato skutecnost dala matematickému vysledku sou-
¢asné jméno. Diikaz véty podalo vice matematikii, pomérné ¢asto se vSak jedna

6 William Rowan Hamilton je objevitelem kvaternionii. Jejich studiu vénoval znaénou ¢ast
zivota, publikoval o nich fadu praci. Za v8echny jmenujme alespon dvé rozsahlé monografie: jiz
zminénou Lectures on Quaternions a Elements of Quaternions [Ha2| publikovanou roku 1866.
Pro zajimavost uvedme, ze zasadni vztah pro nasobeni jednotek 1,1, j, k vyjadieny rovnosti
i2 = j2 = k? = ijk = —1 napadl W. R. Hamiltona pfi prochézce v Dublinu — ihned jej nozem
vyryl do kamene mostu Brougham Bridge.
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o dukazy, které nejsou z dnesniho pohledu zcela korektni; pfipomenme alespon
jména Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886, diikaz roku 1867) & Georg Fer-
dinand Frobenius (1849-1917, 1878). Dikaz anglického matematika Arthura
Buchheima (1859-1888), ktery vysel v kratkém ptispévku roku 1883 /1884 v ¢a-
sopisu Messenger of Mathematics, se v mirné pozmeénéné verzi objevuje dodnes
v ucebnicich linearni algebry. Jisté je, Ze roku 1884 dikaz Cayleyovy-Hamilto-
novy véty znali” Eesti matematikové Ludvik Kraus (1857-1885) a Eduard Weyr
(1852-1903). V témze roce byl v ¢asopisu Nature otistén Sylvesteriv piispévek,
v némz se o tvrzeni piSe jako o Cayleyové-Hamiltonové vété.

V zéavéru této podkapitoly popisme, do jaké atmosféry se teorie matic zro-
dila a ¢fm byly jeji prvni kroky ovlivnény. Zduraznéme znovu piekvapivou sku-
tec¢nost, ze vznik teorie determinantt predchézi zrodu teorii matic o vice nez
jedno stoleti. Morris Kline (1908-1992) v publikaci Mathematical Thought from
Ancient to Modern Times [KI1] v roce 1972 napsal:

One could say that the subject of matrices was well developed before it was
created. Determinants, ..., were studied from the middle of the eighteenth cen-
tury onward. A determinant contains an array of numbers and usually one
s concerned with the value of that array, given by the definition of the de-
terminant. However, it was apparent from the immense amount of work on
determinants that the array itself could be studied and manipulated for many
purposes whether or not the value of the determinant came into question. It
remained then to recognize that the array as such should be given an identity
independent of the determinant. The array itself is called a matriz.

... the idea of a matriz precedes that of a determinant but historically the
order was the reverse and this is why the basic properties of matrices were
already clear by the time that matrices were introduced. ([K11], str. 804-805)

I po vzniku teorie matic vSak vétsina matematiki vyjadrovala své vysledky
z oblasti, které bychom dnes jednozna¢né radili k této teorii, v Te¢i bilinear-
nich a kvadratickych forem, nebot pravé jim a teorii determinanti byla stale
vénovana znac¢na pozornost. Teorie matic byla do jisté miry pfijata britskymi
a americkymi matematiky, na evropském kontinentu se ji vSak matematikové
pfili§ nevénovali. Nejvyraznéjsi vyjimkou byl éesky matematik Eduard Weyr.®

Druha polovina 19. stoleti je rovnéz epochou, ve které se mnoho mate-
matiki usilovné zabyvalo otdzkami rozsifovani ¢iselnych obort. Studium této
problematiky davalo cenné podnéty k rozvoji teorie hyperkomplexnich é&isel,
z niz se ve 20. stoleti zrodila teorie algeber. Matematikové se dale soustiedili
na vektorovy pocet, permutace, substituce a transformace, uvédomovali si, ze
aritmetické operace a jejich vlastnosti mohou byt abstrahovany od ¢iselnych
obori do mnohem obecnéjsich sfér. V tomto obdobi se vytvarela fada novych
pojmi: grupa, okruh, obor integrity, téleso ¢i vektorovy prostor. Rodila se mo-
derni strukturalni algebra.

7 Viz 2. kapitola.

této kapitoly, Weyrovy vysledky pak ve dvou kapitolach nasledujicich.
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1.6 Teorie matic v obdobi 18581900

Mnohé maticové tivahy druhé poloviny 19. stoleti se kromé snah o dikaz Cayley-
ovy-Hamiltonovy véty stocily k otazce blokt matic, jejich determinanti, tj. sub-
determinantii, a k otazce hodnosti (resp. nulity) matice.

Roku 1858 publikoval Arthur Cayley vedle slavného memoaru o maticich
také praci A memoir on the automorphic linear transformation of a bipartite
quadric function [Cy4], v niz vyjadiil bilinearni formu pomoci matice a studoval
jeji pfeménu urc¢enou jistou linearni transformaci. S vyuzitim dnesni termino-
logie bychom tento problém popsali takto: je-li A matice bilinearni formy na
prostoru V' vzhledem ke dvojici bazi G, G’ a matice B, resp. C jsou matice pre-
chodu od béaze G k béazi H, resp. od baze G’ k bazi H', potom matice BT AC
je matici uvazované formy vzhledem k bazim H a H'.

V patém svazku English Cyclopaedia z roku 1860 vysvétlil Cayley ve svém
piispévku Mathematics, recent terminology in [Cy6| nékolik pojmi a termint,
napfi. matice, determinant, rezultant, invariant, kovariant, linedrni transformace
¢i grupa. Po roce 1860 se vSak maticim vénoval spiSe sporadicky. Z jeho pub-
likovanych vysledki zminme alespoii tvrzeni, Ze n-t4 mocnina matice druhého
Fadu se da zapsat jako linearni kombinace uvazované matice a jednotkové ma-
tice, z vice specializovanych oblasti studia pfipomenme problematiku realnych
symetrickych matic s dvojnédsobnym nulovym vlastnim &islem.

Nékteré vysledky z teorie matic publikoval i anglicky matematik, spisovatel
a fotograf Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), ktery je znamy spiSe pod
pseudonymem Lewis Carroll jako autor knih Alenka v 7isi divi a Alenka za
zrcadlem. V dile Elementary treatise on determinants with their application
to simultaneous linear equations and algebraical geometry [Dol] z roku 1867
definoval blok matice a pro ¢tvercové bloky jejich minor (tj. subdeterminant).

If mn quantities be so placed as to form m rows and n columns: they are
said to form a Block; and the mn quantities are called the Elements of such
a Block. ...

... If, in a given Block, any rows, and as many columns, be selected: the
square Block formed of their common Elements is called a Minor of the given
Block. ([Dol], str. 6-7)

Zajimavé byla Dodgsonova symbolika, nebot k zapisu prvki determinantu
pouzival dvojice indexi oddélenych zpétnym lomitkem (napf. 1\2) a matice
ohranicoval z obou stran svorkami, a také skutecnost, ze k vyjadieni zakladnich
vlastnosti determinantii vyuzival bloky matic.

Francouzsky matematik Edmond Nicolas Laguerre, kterého jsme jiz zminili
v souvislosti s dikazem Cayleyovy-Hamiltonovy véty, nazyval matice linedrni
systémy a zapisoval je bez jakychkoli zavorek. V praci Sur le calcul des systémes
linéaires |Lrl| z roku 1867 definoval s¢itani a nasobeni matic, skalarni, trans-
ponované, reciproké, symetrické a antisymetrické matice a zformuloval nékteré
jejich vlastnosti. Zminéné nasobeni zavedl jiz dneSnim zplisobem.

Multiplication. — Soient deux systémes de méme ordre A et B: si on les
compose suivant la régle ordinaire, on obtiendra un troisiéme systéme que je
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définirai comme étant le produit de A par B; si l’on désigne ce systéeme par C,
le mode relation ainsi défini sera exprimé par la relation

C = AB.

Ainsi, si l’on prend

A= et B=

2 0O
STl

b
c d

on obtiendra
ac+ by af + bd

ca+dy cB+dd

L’ordre dans lequel on effectue une multiplication n’est pas, comme on le sait,
indifférent, et il faudra toujours bien distinguer ’ordre dans lequel on doit pren-
dre les facteurs. ([LrO], dil 1., str. 222)

Pozdéji zapisoval maticové i transformaci rovnice plochy tfetiho stupné.

Roku 1882 vySel (posmrtné) pétistrankovy clanek A fragment on matri-
ces |Cl1] anglického matematika Williama Kingdona Clifforda (1845-1879),
v némz lze pri trose dobré vile nalézt prvni jiskficku k budovani pojmu hod-
nost matice. V této stati jsou formulace signalizujici pochopeni rizné ,miry
singularity* matice. Clifford rozdélil singuldrni matice tietiho fadu na matice
indeterminate in the first degree (v dnesni fe¢i matice s hodnosti dva) a ma-
tice indeterminate in the second degree (matice s hodnosti jedna). Zminéna
klasifikace je provedena na zakladé nulovosti a nenulovosti subdeterminanti.

... An indeterminate matriz (or more definitely, a matriz indeterminate in
the first degree) is a matrix the determinant of which vanishes, but for which the
first minors do not all of them vanish ... A matriz indeterminate in the second
degree is a matriz for which all the first minors vanish, or what is the same
thing, one for which the second and third rows are mere multiples of the first
row. ([CIP], str. 337)

Némecky matematik Georg Ferdinand Frobenius, zik Kummera, Kronecke-
ra a Weierstrasse, dlouho odmfital vyjadiovat své myslenky z teorie matic v jeji
feCi. Az do roku 1896 preferoval formulaci vysledkii v fe¢i bilinearnich a kva-
dratickych forem ¢i determinanti. Takto se zachoval také v roce 1879, kdy
v &lancich Uber homogene totale Differentialgleichungen [Fr3| a Theorie der
linearen Formen mit ganzen Coefficienten [Frd] zavedl pojem hodnost. V prv-
nim textu definoval hodnost determinantu, v druhém pak hodnost obdélnikového
schématu. Jedna se (z dnesniho pohledu) o definici hodnosti étvercové, resp. ob-
délnikové matice.

Wenn in einer Determinante alle Unterdeterminanten (m + 1)ten Grades
verschwinden, die mten Grades aber nicht simmtlich Null sind, so nenne ich
m den Rang der Determinante. ([FrA], dil I., str. 435)

Gegeben sei ein endliches System A wvon Gréssen aqp (o = 1,...m;
B =1,...n), die nach Zeilen und Colonnen geordnet sind. Wenn in demselben
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alle Determinanten (I + 1)ten Grades verschwinden, die lten Grades aber nicht
sammitlich Null sind, so heisst | den Rang des Systems. ([FrA], dil L., str. 484)

Pro ¢tvercové matice 1ze pojem hodnosti nahradit pojmem nulita. Jedna se
o rozdil fadu matice a jeji hodnosti.

Definici nulity publikoval roku 1882 James Joseph Sylvester v kratké dvou-
strankové praci On the properties of a split matriz [Sy9|. Zvefejnil dale odhad
nulity sou¢inu matic: je vétsi nebo rovna nulité kazdé z matic a mensi nebo
rovna jejich souctu.

... the nullity of a matriz of the order w being regarded as unity, when its
determinant simply is zero, as 2 when each first minor simply is zero, as 3
when each second minor is zero ... as (w — 1) when each quadratic minor is
zero and as w (or absolute) when every elements is zero. ... If any number of
matrices of the same order be multiplied together, the nullity of their product
is not less than the nullity of any single factor and not greater than the sum of

the nullities of all the several factors. ([SyP], dil IIL., str. 646)

Problematice nulity se vénoval i v dal$ich letech;® uvedené nerovnosti jsou
nékdy nazyvany Sylvesterovy vzorce.

Préce zabyvajici se hodnosti, resp. nulitou matic publikoval rovnéz némecky
matematik Leopold Kronecker (1823-1891) a také Eduard Weyr.!0

Pojem hodnost matice mame dnes neodmyslitelné spjat s otazkou Tesitel-
nosti soustavy linearnich rovnic, resp. s tzv. Frobeniovou vétou. Z nasledujicich
radkt bude evidentni, Ze ptivlastek Frobeniova neni zcela adekvatni. Véta je
nazyvéana téz Kroneckerova, Kroneckerova-Capelliova apod.

Studium soustav linearnich rovnic bylo ,zpomaleno* Cramerovym pravi-
dlem, které svou oblibenosti a rozsifenim zpiisobilo odklon od zkoumani obecné
nehomogenni soustavy rovnic se singulérni, resp. obdélnfkovou matici. Pro slozi-
téjsi soustavy v8ak bylo Cramerovo pravidlo zdlouhavé, v nékterych pripadech
dokonce tézko pouzitelné. Efektivnéjsi metodu reSeni predstavil Gauss roku
1810 v praci Disquisitio de elementis ellipticis Palladis [Ga2], v niZ pii vypo-
¢tu drahy planetky Pallas sestavil soustavu dvanécti rovnic o Sesti neznamych,
provedl eliminaci neznamych a ziskal ekvivalentni soustavu ,,v trojuhelnikovém
tvaru“. Dnes tento algoritmus nazyvame Gaussovou eliminacni metodou. Ob-

9 Napiiklad v praci On involutants and other allied species of invariants to matriz sys-
tems [Syll] z roku 1884 definoval nulitu mnohem ¢&itelné&ji nez pfi jejim zavedeni o dva roky
drive:

... the nullity is said to be i when every minor of the order (w — i+ 1) and consequently
of each superior order, is zero. ([SyP], dil IV, str. 133)

V téZe praci znovu uvedl také zminény odhad (the law of nullity), o kterém se vyjadfil
takto:

The law of nullity which I am about to enunciate is one of paramount importance in the
theory of matrices.

The law is that the nullity of the product of two (and therefore of any number of ) matrices
cannot be less than the nullity of any factor nor greater than the sum of the nullities of
the several factors which make up the product. (|SyP], dil IV., str. 133-134)

Problematiku nulity matice studoval Sylvester i ve svém ¢lanku Sur ’équation en matrices
px = xq [Sy13] z roku 1884.

10 Blizsi informace o Weyrovych uvahach z této oblasti nalezne ¢tenaf v 2. kapitole.

27



dobny postup pro soustavu s regularni matici vSak byl znam jiz ve staré Cing
dva tisice let pred Gaussem, jak bylo vySe uvedeno.

Jiz jsme vidéli, ze pojem hodnosti byl zaveden az koncem sedmdesatych
let 19. stoleti, a to pomoci nulovosti a nenulovosti subdeterminantii. I nutnou
a postacujici podminku feSitelnosti dané soustavy linearnich rovnic se néktefi
matematikové snazili vyjadrit pomoci téchto vlastnosti. Napiiklad ve slavné
monografii némeckého matematika Heinricha Richarda Baltzera (1818-1887)
z roku 1857 nazvané Theorie und Anwendung der Determinanten [Bzl] je pro
homogenni soustavu se ¢tvercovou matici fadu n uvedeno, ze mé-li matice
soustavy nenulovy subdeterminant fadu k a v8echny subdeterminanty vyssich
radu jsou rovny nule, pak mé feSeni soustavy dimenzi n — k.

Irsky matematik Henry John Stanley Smith (1826-1883) definoval roku 1861
v praci On systems of linear indeterminate equations and congruences [Sm2]
pro soustavu linearnich rovnic pojmy matice soustavy (unaugmented array)
a roz§ifend matice soustavy (augmented array).

Charles Lutwidge Dodgson v jiz zminéné knize Elementary treatise on deter-
manants with their application to simultaneous linear equations and algebraical
geometry z roku 1867 oznadil tytéZ pojmy pro soustavu n rovnic o m neznamych
terminy V-Block, resp. B-Block, subdeterminanty téchto matic nejvyssiho moz-
ného radu principal Minors. Matici, v niz jsou vSechny principal Minors rovny
nule, nazval evanescent. Pomoci téchto pojmt pak ve treti kapitole pfehledné
zformuloval a dokézal devatenéct tvrzeni o feSitelnosti a tvaru mnoziny vSech
feSeni jednotlivych typt soustav. Ve ¢tvrté, tiistrankové kapitole nazvané Tests
for consistency of equations pak uvedl shrnuti predchézejici kapitoly. Nutnou
a postacujici podminku pro fesitelnost nehomogenni soustavy linearnich rovnic
zapsal ve tvaru:

If there be given n Equations, not all homogenous, containing Variables:
a test for their being consistent is that either, first, there is one of them such
that, when it is taken along with each of the remaining Equations successively,
each pair of Equations, so formed, has its B-Block evanescent; or, secondly
there are m of them, where m is one of the number 2.....n, which contain at
least m Variables, and have their V-Block not evanescent, and are such that,
when they are taken along with each of the remaining Equations successively,
each set of Equations, so formed, has its B-Block evanescent. ([Dol], str. 61)

v

Dodgson se tak stal ziejmé nejvyraznéjsi osobnosti pracujici na otézce fe-
Sitelnosti soustav linearnich rovnic a véta Frobeniova by méla nést spise jeho
jméno. O strucnosti a srozumitelnosti jeho vyjadieni vSak nelze hovofit.

Obdobny pristup k otazce feSitelnosti soustav linearnich rovnic pouzili mnozi
dalsi (Eugene Rouché (1832-1910), Georges Fontené (1848-1923) atd.). Vy-
slednou vétu formulovali rozsahle pomoci nulovosti a nenulovosti subdetermi-
nantd matice a rozsifené matice soustavy. Re¢ determinantii pretrvavala v této
problematice i v osmdesétych a devadesatych letech 19. stoleti. Vyskytly se v8ak
i maticové upravy ve stylu Gaussova elimina¢niho algoritmu. Vyjadieni hod-
nosti matice pomoci nezévislosti fadki (sloupci) se stalo vice méné zélezitosti
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az 20. stoleti.!!

Nejvétsi posun ve zpusobu vyjadfeni nutné a postacujici podminky Fesi-
telnosti soustav linearnich rovnic bez aparatu teorie determinantt lze najit
v pracich dvou italskych matematiki. Alfredo Capelli (1855-1910) a Giovanni
Garbieri (1847-1931) jiz vyuzili v uéebnici Corso di analisi algebrica, I. Teorie
introduttorie [CG1] z roku 1886 relativné novy pojem hodnost. Ve své knize na-
priklad prezentovali transformaci soustavy n linearnich rovnic o n neznadmych
s hodnosti{ k na ekvivalentni soustavu k rovnic o n nezndmych ,trojuhelnikového
tvaru“. V jejich textu lze nalézt naznak spojitosti mezi linedrni zavislosti radki
matice a FeSitelnosti soustav linearnich rovnic. 1 jejich dalsi (jiz samostatné
psané) prace z prelomu osmdesatych a devadesatych let predstavuji kriacky ke
zméné zpusobu vyjadfovani.

Moderni formulace podminky FeSitelnosti soustavy linearnich rovnic se vys-
kytla v Capelliové ucebnici pro studenty neapolské univerzity nazvané Lezioni
di algebra complementare, date nell’anno accademico 1888-1889 [Cpl]. V ro-
ce 1892 na ni Capelli navazal ¢lankem Sopra la compatibilita o incompatibilita
di pit equazioni di primo grado fra pit incognite [Cp2|, v némz je zminénéa
podminka zapsana stru¢éné a jasné, a to pomoci hodnosti matice (caratteristica
della matrice).

Dato un sistema qualunque di m equazioni di 1° grado con n incognite

a11x1 + a12x9 + ... + A1nLp = (651
211 + a22To + ... 4+ G2p Ty = Q2
Am1T1 + 22 + ..o+ GpnTn = Qi

affinche esso sia compatibile con valori finiti delle incognite & necessario e suf-
ficiente che le due matrici

ai;r a2 ... Qip ayi; a2 ... Qaip Qg

a1 22 ... Qopn ay @22 ... Q2p Qg
(4) e (B)

am1  Am2 Amn Am1l  Am2 mn  Om

abbiano la stessa caratteristica. ([Cp2], str. 55)

O mnoziné v8ech feSeni fesitelné soustavy, kterd ma matici o hodnosti h,
autor napsal:

. s potranno assegnare ad arbitrio i valori di n — h incognite (che pero
non si possono sempre scegliere a piacere) dopodiche i valori delle h rimanenti
incognite resteranno perfettamente determinati. ([Cp2], str. 55)

Jméno Leopolda Kroneckera se nékdy v nazvu nutné a postacujici pod-
minky FeSitelnosti soustavy linedrnich rovnic vyskytuje vzhledem k jeho vysled-
ktm souvisejicim se studiem bilinearnich a kvadratickych forem z Sedesatych

11 Jednou z vyjimek je prace Eduarda Weyra O theorii forem bilinearngich [Wel2] z roku
1889, ktera je rozebrana v 2. kapitole.
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let a vzhledem k jeho berlinskym prednaskdm o soustavach linedrnich rovnic
predevsim z osmdesatych let 19. stoleti.

Georg Ferdinand Frobenius se teorii soustav linearnich rovnic rovnéz za-
byval. Jeho vyjadfeni FeSitelnosti soustavy jsou vSak vétsinou (z dnesniho po-
hledu) zna¢né nesrozumitelna. Struénou podminku FeSitelnosti vyjadiil, a to
v maticové Teci, az zacatkem 20. stoleti, kdy jiz byli néktefi matematikové
v této problematice mnohem déale. Konkrétnéji se problematice feSeni soustav
zabyval v pracich Ueber das Pfaffsche problem [Frl] z roku 1875 a Theorie der
linearen Formen mit ganzen Coefficienten [Frd] z roku 1879. Tvrzeni, které bylo
pozdéji oznaceno jako Frobeniova véta, se v jeho préci objevilo az roku 1905,
konkrétné v élanku Zur Theorie der linearen Gleichungen [Fr9] v nasledujicim
znéni:

Ist nun 1’ der Rang der Matriz R
(17.) a0, Qals - - - Gan a=1,2,3,...
und 1 der Matriz B
(18.) Aoty - - Qan,

... Die Gleichungen (16.) haben also eine Losung, wenn v’ = r ist, aber keine,

wenn v’ =r+ 1 ist. ([FrA], dil II1., str. 353)

Tuto partii vénovanou teorii matic v prvnich desetiletich po jejim vzniku
ukonc¢eme prehledem nékterych nazort historika matematiky Thomase Haw-
kinse, které stru¢né a vystizné shrnuji nejvyznamnéjsi piinosy jednotlivych
matematiki.

When one contemplates the history of matriz theory, the name that imme-
diately comes to mind is that of Arthur Cayley. ... I will begin by indicating
several reasons why Cayley’s memoir of 1858 does not have the historical sig-
nificance that the Cayley-as-Founder view suggests.

In the first place, Cayley’s celebrated memoir went generally unnoticed, espe-
cially outside of England, until the 1880’s. ...

Secondly, the ideas Cayley expressed in 1858 were not particularly original.
The idea of representing a linear substitution (i.e., a linear transformation) by
the square array of its defining coefficients is already found in Gauss’s treatment
of the arithmetical theory of quadratic forms as presented in his Disquisitiones
arithmeticae of 1801. There we also find the idea of composing two linear substi-
tutions to form a third and the idea of representing substitutions by single letters
for convenience.

Futhermore Gauss’s notational practices were carried one step further by
Eisenstein in his efforts to develop further the genmeral theory of forms envi-
stoned by Gauss. Eisenstein observed that if linear substitutions (in any number
of variables) are considered as entities and denoted by letters, then they can be
added and multiplied much as ordinary numbers, except, as he stressed, the
order of multiplication does matter: ...

... during the period when Cayley’s 1858 memoir lay unread, two other
mathematicians, Laguerre in France and Frobenius in Switzerland, further de-
veloped the consequences of the symbolical algebra of linear substitutions in
a fashion similar to that taken by Cayley but without a knowledge of Cayley’s
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memoir. Laguerre’s work ... suffered the same fate as Cayley’s 1858 memoir.
Frobenius’ work ... was ... more substantial than those by Laguerre and Cay-
ley, ...

There is another reason why the Cayley-as-Founder view of the history of
matriz theory is misleading. By focusing, as it does, upon the form of the theory,
i.e., the matriz symbolism, it tends to ignore its content: the concepts and
theorems that make it a bona fide theory. ... ([Hw2], str. 561-563)

1.7 Kanonické tvary

Pro mnohé ¢tenare je jisté prekvapivé, ze se pojmy charakteristickd rovnice,
charakteristicky a minimdlni polynom, vlastni c¢isla, vlastni vektory ¢ kano-
nické tvary vyskytovaly jiz delsi dobu pied vznikem teorie matic. Objevovaly
se v fadé vysledki teorie binarnich a ternarnich kvadratickych forem. Pocatky
této problematiky a jeji rozvoj jsou tizce spjaty s geometrii a nebeskou mecha-
nikou.

Jiz francouzsky matematik a filozof René Descartes (1596-1650) uvazoval
o prevadéni rovnic kuzelosecek a kvadrik na tzv. kanonické tvary, které neob-
sahujf smiSené souc¢iny nezndmych. Z geometrického hlediska se jedna o otazku
transformace kvadratické formy pomoci vhodné rotace v roviné (prostoru) tak,
aby osy kuzelosecky (kvadriky) byly rovnobézné s osami soufadnicového sys-
tému. Proto je také véta o existenci ortogonalni transformace nékdy nazyvana
vétou o hlavnich osdch. Termin hlavni osy (principal azes) zavedl v Sedesatych
letech 18. stoleti Leonhard Euler, ktery se problematikou pfevedeni bin&rni
a kvadratické formy na diagonalni tvar pomoci zmény souradnicového systému
rovnéZ intenzivné zabyval, napt. jiz v praci Introductio in analysin infinito-
rum [Eu2| z roku 1748. Obdobné otézky studovali i Joseph Louis Lagrange,
Carl Friedrich Gauss, Carl Gustav Jacob Jacobi a mnozi dalsi.

Velmi dilezitou roli hrala vlastni ¢isla pfi studiu pohybu nebeskych téles.
Zaklady nebeské mechaniky a dalsi vyzkum pohybu planet byly postaveny na
zékonech némeckého matematika a astronoma Johanna Keplera (1571-1630)
a na myslenkach anglického vSestranného védce Isaaca Newtona (1643-1727).
Béhem 18. stoleti se pii zpresiiovani vypoctu pohybt planet jiz uvazoval nejen
vliv gravitace Slunce, ale i ostatnich téles sluneéni soustavy. Jejich ptisobeni je
primo tmérné hmotnosti a nepiimo tmérné ¢tverci vzdalenosti od uvazovaného
télesa a zpusobuje odchylky od idealnich elips. Studium téchto dlouhodobych
odchyleni bylo ve druhé poloviné 18. stoleti ¢astym namétem pro praci mate-
matikl a tzce souviselo s problematikou stability slune¢ni soustavy. Vzajemné
vztahy kosmickych téles byly zapisovany pomoci soustav linearnich diferenci-
alnich rovnic s realnymi koeficienty, matice A téchto soustav byly symetrické
a dilezitou roli hraly jejich tzv. charakteristické rovnice tvaru det(A—AE) = 0,
kde F je jednotkova matice. V nebeské mechanice byla charakteristicka rovnice
nazyvana sekuldrni, nebot se tykala dlouhodobych (stoletych, sekularnich) po-
ruch planetarnich pohybii. Zkouméana byla sekularni rovnice takového stupné,
ktery odpovidal poétu v té dobé znamych planet.'? Dalsi pojmy spojené s touto

12V pofadi sedmé planeta Uran byla objevena roku 1781, osméa planeta Neptun roku 1846.
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rovnici (charakteristicky polynom, vlastni &isla & vlastni vektory) byly rovnéz
studovany jiz v 18. stoleti.

Mezi nejvyraznéjsi matematiky publikujici své vysledky z nebeské mecha-
niky patfil Joseph Louis Lagrange. Mnoho myslenek o libracich Mésice, sate-
litech Jupitera a pohybech planet sepsal roku 1788 v préaci Méchanique ana-
litique |Lgl]. Dospél k zavéru, ze odchylky drah kosmickych téles jsou perio-
dické, a tedy i dlouhodobé ustélené a slune¢ni soustava nevyzaduje zadného
(napt. Boziho) zasahu.

V podstaté stejné otazky tesil i Pierre Simon Laplace. Oba matematikové se
také zabyvali problémem redlnosti a ndsobnosti vlastnich ¢isel realné symetrické
matice. Tvrzeni o jejich realnosti bylo formulovano opét zcela bez maticového
pristupu, a to pouze na zékladé filozoficko-fyzikalniho zduvodnéni, které bylo
podepieno jednak jiz zminénou absenci zasahu Boha a déale stabilitou slune¢ni
soustavy. Komplexni vlastni ¢isla by signalizovala rozpad solarniho systému.
Laplaceovou pétidilnou monografii Traité de Mécanique Céleste [Lal| z let 1799
az 1825 se svym zpusobem uzaviela jistd epocha nebeské mechaniky, nastalo
obdobi, kdy panovalo pfesvédceni, ze ze znalosti souc¢asného stavu vesmiru lze
usuzovat na jeho budouci i minulé usporadani (tzv. mechanicky determinis-
mus).

Tématu vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti se intenzivné vénovali i Carl
Gustav Jacob Jacobi a Augustin-Louis Cauchy. Cauchyho pfistup vSak byl jiny,
nebot vyuzil svych znalosti z teorie determinantt, které se usilovné vénoval ve
svém predchozim badani. Roku 1829 se v praci Sur [’équation a l’aide de laquelle
on détermine les inégalités séculaires des mouvements des planétes [Ca3| snazil
prevést kvadratickou formu n proménnych

A+ Ayyy2 + A+ 2Ayxy +2A 02 + ...

na soucet Ctvercu

5167 + s9m” + 53¢% + . ..

Predpokladal transformaci, kterou dnes nazyvame ortogonélni. Vyjadril ji pod-
minkou

2= e =1

Daéle zaznamenal schéma

Apz — 8, Azya Ay,
Azyv Ayy - S, Ayza
szv Ayz7 Azz - S,
etc. ...
a formuloval vétu, Ze vySe uvedené koeficienty si, so,... jsou kofeny charak-

teristické rovnice, kterou dostaneme, polozime-li (v dnesni feci) determinant
uvedené matice A — sFE roven nule. Cauchy pomoci determinanti také dokézal
velmi dulezité tvrzeni, Ze v pripadé redlné symetrické matice jsou ¢isla sq, so, . . .
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realnéd a ze k vyjadfeni obecné kvadratické formy sou¢tem c¢tverci lze dospét
pravé pomoci ortogonélni transformace.

Obecnéjsi tvrzeni o realnosti vlastnich ¢isel hermitovské matice dokazal roku
1855 francouzsky matematik Charles Hermite (1822-1901) v praci Remarque
sur un théoréeme de M. Cauchy [Hml].

James Joseph Sylvester publikoval roku 1852 stat A demonstration of the
theorem that every homogeneous quadratic polynomial is reducible by real or-
thogonal substitutions to the form of a sum of positive and mnegative
squares [Syb|, v niz vyjadril zékon setrvacnosti kvadratickych forem. Dikaz
zékona, ktery je dnes pojmenovan po svém autorovi, vSak jeho prace neobsa-
huje.

I may take this occasion to remark, that by whatever linear substitutions,
orthogonal or otherwise, a given polynomial be reduced to the form > A1(?, the

number of positive and negative coefficients is invariable: this is easily proved.
([SyP], dil 1., str. 380)

Némecky matematik Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) zve-
fejnil roku 1858 ¢lanek o problému soucasného prevedeni dvou kvadratickych
forem na kanonicky tvar. Deset let poté, tj. roku 1868, vystavél v praci Zur
Theorie der bilinearen und quadratischen Formen [Ws2] svou slavnou teorii
elementarnich déliteld,' v niz vedle zavedeni pojmu elementarni délitel formu-
loval nutné a postacujici podminky pro podobnost matic, pro diagonalizovatel-
nost matice a v podstaté dospél k tzv. Jordanovu kanonickému tvaru. Stejné
jako v ¢lanku z roku 1858 zde Tesil otazku prevodu dvou kvadratickych fo-
rem P, () na soucet ¢tverci, a to i v pripadé vicenasobnych korenii. Kanonické
tvary svazku pP + ¢@Q hledal pouze v pfipadé, kdy existuji ¢isla p, g, pro ktera
det(pP + ¢Q) # 0.

Jak bylo na evropském kontinenté v té dobé zvykem, Weierstrass své vy-
sledky nevyslovil v fe¢i matic, ale jazykem bilinearnich a kvadratickych forem.

Zminény prevod svazku forem pro situaci, kdy det(pP + ¢@Q) = 0 pro
kazdé p, q, popsal némecky matematik Leopold Kronecker, ktery na Weier-
strassovy vysledky ¢asto navazoval (a citoval je). Z jeho praci, které se spo-
le¢nou transformaci dvou forem zabyvaji, jmenujme alespon Ueber bilineare
Formen [Krl| z roku 1866, Ueber Schaaren quadratischer Formen [Kr2] z roku
1868 ¢i Ueber Schaaren von quadratischen und bilinearen Formen [Kr3] z roku
1874.

S kanonickymi tvary matic je neodmyslitelné spjato jméno vyznamného
francouzského matematika Jordana. Nositel tohoto jména, Camille Marie En-
nemond Jordan (1838-1922), publikoval roku 1870 rozsahlou a vyznamnou mo-
nografii Traité des substitutions et des équations algébrigques [Jol], v niz rozvijel
teorii grup a vylozil tzv. Galoisovu teorii. Zabyval se i linedrnimi substitucemi,

13 Ideje této teorie lze nalézt jiz v pracich On the intersection, contacts, and other corre-
lations of two conics expressed by indeterminante coordinates [Syl| z roku 1850 a An enu-
meration of the contacts of lines and surfaces of the second order [Sy4] z roku 1851, které
napsal James Joseph Sylvester, a ve stati Report on the theory of numbers [Sm1| z roku 1861,
jejimz autorem je Henry John Stanley Smith.
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zavedl kanonicky tvar, jemuz odpovidd matice sestavena z bunék s vlastnimi
¢isly na diagonale. PTi snaze o nalezeni vSech linearnich substituci se stejnym
kanonickym tvarem dospél k zavéru, Ze takové dvé substituce A, B splhuji
vztah B = P71AP, kde P je vhodna substituce. Jeho myslenky vSak nebyly
vyjadieny tak jasné jako ideje Weierstrassovy, které byly publikovany o dva
roky difve. Presto se dnes uzivaji terminy Jordaniv kanonicky tvar, Jordanova
burika a Jordanova matice.

Dalsi vyraznou osobnosti zabyvajici se kanonickymi tvary byl Georg Frobe-
nius. Hlavnim tématem jeho prace Ueber lineare Substitutionen und bilineare
Formen [Fr2] z roku 1878 jsou charakteristicka rovnice, minimalni polynom, po-
dobnost, elementéarni délitelé a pribuznéa problematika. Autor zde v souvislosti
s bilinearnimi formami definoval nékolik pojmu, které jsou dnes zcela bézné
pouzivané pro matice.

Nasledujici ukazka dokumentuje, jakym zptsobem Frobenius zavedl a zapsal
skladani dvou forem A =Y a;;x,y; a B =) by, . Takto zavedena operace
je analogii nasobeni matic A = (a;;) a B = (b;5).

Sind A und B zwei bilineare Formen der Variabeln x1,...Tn5Yy1,. .. Yn, SO
ist auch

", DA OB
P =

eine bilineare Form derselben Variabeln. Dieselbe nenne ich aus den Formen
A und B (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzt. Es werden im Folgenden
nur solche Operationen mit bilinearen Formen vorgenommen, bei welchen sie
bilineare Formen bleiben. Ich werde z. B. eine Form mit einer Constanten ...
multipliciren, zwei Formen addiren, ... Ich werde aber nicht zwei Formen mit
einander multipliciren. Aus disem Grunde kann kein Missverstdndniss entste-
hen, wenn ich die aus A und B zusammengesetzte Form P mit

0A 0B
AB=) o0 oo

bezeichne, und sie das Product der Formen A und B, diese die Factoren von P
nenne. ([Fr2], str. 2)

Frobenius zavedl obecny pojem ekvivalence na mnoziné bilinearnich forem
a hledal vhodné reprezentanty jednotlivych tifid navzajem ekvivalentnich fo-
rem. Dale se zabyval nékterymi specialnimi piipady ekvivalence. Vysel z rov-
nice PAQ = B a diskutoval piipady, kdy P = Q, P = Q7 (kongruentni
matice nazyval cogrediente), P = Q~'(podobné matice nazyval contragredi-
ente), B = A (bilinearni forma transformovana v sebe samu), nebo situaci, kdy
soucasné B = A a P = Q. Definoval rovnéz svazek forem rA4 — B, kde r je
proménny parametr, ekvivalenci dvou svazki 1A — B a 7C' — D podminil rov-
nostmi PAQ = C, PBQ = D. Dale uvedl, ze formy A a B jsou kongruentni,
resp. podobné pravé tehdy, kdyz jsou svazky rA — AT a rB — BT, resp. rE— A
a rFE — B ekvivalentni. V préaci se objevil rovnéz rozklad bilinedrni formy na
symetrickou a antisymetrickou ¢ast.
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Transformacemi bilinedrnich forem se rovnéz zabyval v jiz zminéné praci
Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten z roku 1879 a ve dvou
dalsich statich z roku 1894. I tyto préace psal jesté v Teci forem, své poznatky
zacal formulovat v maticové feci az o dva roky pozdéji.

V oblasti kanonickych tvart publikoval svétové uznavané vysledky (navic jiz
v Fe¢i matic) Eduard Weyr. O jeho napadité, moderné pojaté teorii charakte-
ristickych ¢&isel, typickych tvari matic a o jeho souboru invarianti podobnosti
matic, ktery se nazyva Weyrova charakteristika, pojednava 2. kapitola (vyklad
této teorie v feci soucasné linearni algebry podava 3. kapitola).

1.8 Zména paradigmatu

Jak jiz bylo fec¢eno, prvni maticové operace provadéli po¢tari ve staré Cing
a poté nasledovala priblizné osmnact stoleti dlouhé etapa, v niz se pravoiihla
schémata prvki v matematice nevyskytovala. V 19. stoleti se matice zacaly
objevovat v pracich nékolika malo matematikt, pouzivana symbolika a termi-
nologie nebyla ustalené a jednotna, u nékterych autori kolisala i v jednotlivych
konkrétnich pracich. Ani po vzniku teorie matic v roce 1858 nedoslo k jejimu
rozkvétu, nebot Cayleytiv memoér nebyl matematickou komunitou az na vy-
jimky registrovan a zrod teorie matic probéhl v dobé&, v niz se algebraici vénovali
predevsim teorii determinanti a teorii bilinearnich a kvadratickych forem. Ac-
koliv dnes pfi vyuce matematiky zavadime nejprve pojem matice a teprve poté
pojem determinantu,'* vyvoj Sel pravé naopak. Zrod teorie determinanti pied-
chézel vzniku teorie matic o vice nez jedno stoleti. Studium determinanti bylo
jednou z klicovych oblasti, které byly ndpomocny vzniku teorie matic, a takeé
oborem, s nimz se nové vznikajici teorie tizce prolinala. Jistym zptsobem vSak
blizké spojitost obou disciplin zpozdila uznani maticového aparatu i pristupu.

Od osmdesatych let 19. stoleti priblizné do tficatych let 20. stoleti pro-
béhl pozvolny pfesun pozornosti od teorie determinantii a teorie bilinedrnich
a kvadratickych forem k teorii matic. Velmi zajimavé se tento proces promitl
do zpiisobu vyjadfovani a argumentace. Pferod se samoziejmé vyrazné projevil
v pouzivané symbolice a terminologii. Je pozoruhodné, kolik vztaht, vlastnosti,
pojmu a vét, které dnes jednozna¢né prifazujeme k maticim, bylo zndmo diive,
nez matematicky svét prijal zapisy pomoci obdélnikovych nebo ¢tvercovych
schémat. Dlouho znamé pojmy se postupné zacaly nazyvat jinym, dnes pouzi-
vanym maticovym terminem a zapocalo se na né také z hlediska teorie matic
nahliZet. Pokusme se nyni tuto zménu paradigmatu'® blize popsat. Velmi po-
malé, dalo by se Tici az opatrné prijimani teorie matic je zfetelné z uvedenych
ukazek, které by mély ¢tenaftim umoznit vnimat nuance ve vyjadfovani mate-

4 Determinantem matice A budeme rozumét ...

15 Slovo paradigma se zaalo Cast&ji pouzivat po roce 1962, v némz vysla kniha The
Structure of Scientific Revolutions (University of Chicago Press) vyznamného myslitele 2. po-
loviny 20. stoleti Thomase Samuela Kuhna (1923-1996). Préce vysla opakované (1970, 1996;
Gesky preklad (Toméas Jeni¢ek): Struktura vedeckych revoluci, OIKOYMENH, Praha, 1997).
Citujme z encyklopedie mozné vymezeni slova paradigma: komplex ndzori a koncepci urcu-
Jicich v urcité historické etapé volbu védecké problematiky a zpisob jejiho TeSend.

35



matickych poznatki jazyky ruznych disciplin a které dokladaji zmény v mysle-
ni, chapani avinterpretacich vysledku tykajicich se maticové problematiky.

Do roku 1900 vyuzivalo maticovou e¢ jen nékolik mélo matematikt, ve vétsi
mife takika pouze matematikové britsti a americti (James Joseph Sylvester,
Arthur Cayley, Arthur Buchheim, Henry Taber (1860-1936), Andrew Russell
Forsyth (1856-1942), Thomas Muir (1844-1934), ...). Patiil v8ak k nim cesky
matematik Eduard Weyr. Byl jednim z prvnich matematikt, ktefi se snazili
o propojeni teorie bilinearnich a kvadratickych forem s nové se utvarejici teorii
matic. Maticovy pfistup pouzival jiz v osmdesatych letech 19. stoleti. étyfmi
hlavnimi pilifi maticového piistupu byli tehdy Sylvester, Cayley, Buchheim
a Weyr. Talentovany Buchheim v8ak v roce 1888 ve svych dvaceti deviti letech
zemfel.

Mezi autory, v jejichz pracich se vyskytuji matice jiz v osmdesatych letech
19. stoleti, patii (kromé vySe jmenovanych) japonsky matematik A. Kuma-
moto a francouzsky matematik Georges Edouard-Auguste Brunel (1856-1900).
V devadesatych letech se k nim postupné priradili predevsim C. H. Chapman,
Th. B. van Wettum, L. van Elfrinkhof, W. H. Metzler, J. Brill, L. Ravut ¢
J. B. Shaw.!6

Pro ptijet! daného aparatu mé vzdy velky vliv, zda jej pouzivaji uznavané
osobnosti oboru. Jedna z nejvétsich postav teorie matic, Georg Ferdinand Fro-
benius, pouzival po dlouhou dobu fe¢ determinanti a forem. Teprve ve svém
clanku Uber vertauschbare Matrizen [Fr8] z roku 1896 zacal své vysledky vy-
jadfovat maticovou fe¢i a prijal maticovy aparat. Na prvni strané zminéné
¢trnéctistrankové prace pise:

Ich werde mich daher hier der symbolischen Bezeichnung fiir die Zusam-
mensetzung der Matrizen (Formen) bedienen, die ich in meiner (...) Arbeit
Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen ... auseinandergesetzt habe.

([Fr8], str. 601)

Nicméné i pres ,maticovy néazev® prace se v textu objevuji pouze dvé
Ctvercova schémata a velmi ¢asto se mluvi o formach (vertauschbare Formen).
O Cayleyové-Hamiltonové vété je napséno: Dieser Fundamentalsatz der For-
mentheorie ist von Cayley gefunden ...

Naskyta se otazka, zda byl Frobenius pred rokem 1896 obeznamen napiiklad
s Cayleyovym Memodrem ¢i s jinymi texty vyuzivajicimi maticovou symboliku.
Z citaci v jeho ¢lancich je zfejmé, Ze nékteré prace psané maticovou feci znal.
Naprtiklad ve své slavné praci Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen
z roku 1878 zminuje Cayleyovu praci Remarques sur la notation des fonctions
algébriques (1855), v niZ je matice jednim z kli¢ovych pojmi definovanych hned
v avodu ¢lanku a zkraceny zapis soustavy linearnich rovnic s pomoci matice
je napsan zptusobem velmi blizkym tomu, ktery Arthur Cayley pouzil o tii
roky pozdéji ve svém slavném ¢lanku A memoir on the theory of matrices. Dle
minéni Thomase Hawkinse vSak pfimo Memodr Frobeniovi znam nebyl. Svij

16 Pocet a rozsah publikaci jednotlivych autort je zachycen v bibliografii uvedené v mono-
grafii Lectures on Matrices [Wd2], kterou vydal roku 1934 Joseph Henry Maclagen Wedder-
burn, matematik skotského ptuvodu.
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nézor Hawkins napsal roku 1974 v ¢lanku The theory of matrices in the 19th
century,!” obdobné se vyjadiil i roku 1977 v élanku Another look at Cayley and
the theory of matrices:

Unaware of the memoirs by Cayley and Laguerre, Georg Frobenius also investi-
gated the symbolical algebra of matrices (qua bilinear forms) ... ([Hw4], str. 96)

Pro ilustraci zmény paradigmatu ve Frobeniové vyjadifovani uvedme pét
nahodné vybranych nazva jeho praci vydanych pfed rokem 1896 nasledova-
nych péti jeho publikacemi z let pozdé&jsich: Ueber lineare Substitutionen und
bilineare Formen, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten, Ueber
die Elementarteiler der Determinanten |Fr5|, Ueber die congredienten Trans-
formationen der bilinearen Formen [Fr6|, Zur Theorie der Scharen bilinearer
Formen [Fr7] — Uber Matrizen aus positiven Elementen [Fr11|, Uber Matrizen
aus nicht negativen Elementen [Fr16|, Uber die mit einer Matriz vertauschba-
ren Matrizen [Fr13], Uber unitire Matrizen [Fr14] a Uber den Rang einer Mat-
riz [Fr15].

Po prelomu stoleti zacala byt teorie matic a jeji symbolika stéle vice uznava-
na. Maticovy aparat se postupem ¢asu konstituoval a zacal byt vyuzivan stale
§irsim okruhem matematikt, vysledky teorie bilinearnich a kvadratickych fo-
rem byly prekladany do Fe¢i matic (pfedevsim problematika kanonickych tvaru,
vlastnich ¢isel a vlastnich vektort), teorie matic pronikala do ostatnich mate-
matickych disciplin i do ostatnich védnich obori.

Fyzika (konkrétnéji kvantova mechanika) zacala maticovou fe¢ pouzivat
az v poloviné dvacatych let 20. stoleti. Dulezitym meznikem bylo vydani prace
Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Be-
ziehungen [Hil] (1925), jejimZ autorem je némecky fyzik Werner Karl Hei-
senberg (1901-1976). Do roku 1925 byly otézky kvantové mechaniky popséany
reCi klasické fyziky, kinematiky a dynamiky. Heisenberg popsal pohyb ¢éstic po-
moci pozorovatelnych fyzikalnich veli¢in, které vyjadril soubory komplexnich
¢isel zavisejicich na ¢ase. Déle zavedl nasobeni téchto souborii, které odpovida
dnesnimu nasobeni matic.

Jeho matematicky aparat zaujal né€kolik dalsich fyzikt. Za pouhé dva mésice
po zvefrejnéni Heisenbergovy prace byla pripravena k tisku spoleéné préace né-
meckych autori Maxe Borna (1882-1970) a Ernsta Pasquala Wilhelma Jorda-
na (1902-1980) nazvana Zur Quantenmechanik [BJ1]. V ni byl rozsifen Heisen-
bergiiv aparat a exaktné popsana maticova mechanika. O dalsi dva mésice poz-
déji sepsali Born, Heisenberg a Jordan praci Zur Quantenmechanik II [BHJ1|,
v niz podrobné vylozili zéklady tehdejsi kvantové mechaniky v fe¢i matic.

Na tyto prace reagoval rakousky fyzik Erwin Schrodinger (1887-1961), jenz
roku 1926 publikoval vilnovou rovnici, ktera dnes nese jeho jméno, a zavedl dru-
hou formu kvantové mechaniky — vinovou mechaniku (ekvivalentni Heisenber-
gové maticové mechanice).

V nasledujicich letech maticova fe¢ pronikala do dalsich fyzikalnich oboru
(napt. do atomové teorie) a stala se jazykem stale v&tsiho poctu fyzika (Fritz

17 Viz citace na str. 30 této monografie.
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Wolfgang London (1900-1954), Hermann Weyl (1885-1955), John von Neu-
mann (1903-1957), Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) a dalsi).

Zmeéna paradigmatu je zjevna z literatury publikované v popisovaném ob-
dobi. Ve druhé poloviné 19. stoleti se v uc¢ebnicich, monografiich a encyklope-
diich s maticemi takika nesetkdme. Samoziejmé existovaly vyjimky, mezi néz
patfila napfiklad u&ebnice italského matematika Ernesta Pascala (1865-1940)
nazvand I determinanti. Teoria ed applicazioni con tutte le pit recenti Ti-
cerche [Pal] (1897). Matice zde prostupuji celym textem, ale jsou nasobeny
,po Tadcich®, hodnost je stale definovina pomoci nulovosti a nenulovosti sub-
determinanti. Matice se vyskytuji rovnéz v ucebnici Vorlesungen iiber Alge-
bra [Nel| z roku 1896, kterou sepsal némecky matematik Eugen Otto Erwin
Netto (1848-1919). V tomto textu se nachézi zajimava pasaz, v niz je definovana
hodnost matice a na nasledujicich fadcich je definovana hodnost kvadratické
formy pomoci ,,hodnosti determinantu®.

Ist irgend eine Matriz vorgelegt, so sagen wir, dieselbe besitze den Rang T,
wenn alle in ihr enthaltenen Determinanten der Ordnung (r+1) verschwinden,
dagegen nicht alle der Ordnung r. Das giebt dann fir unseren Fall, mit Hinblick
auf das soeben Bewiesene: Die Determinanten C und D der urspringlichen und
der transformirten quadratischen Form haben denselben Rang.

Hat die Determinante einer quadratischen Form den Rang r, so sagen wir,
die Form selbst sei vom Range r. ([Nel], dil 1., str. 185)

Obecné lze Fici, ze do prelomu stoleti se matice v literatuie vyskytovaly
jen misty, a to nejcastéji v souvislosti s jinymi pojmy (bilinearni forma, line-
arni transformace, operator, soustava linearnich rovnic, ...). V prvni poloviné
20. stoleti se situace vyrazné zménila. Byly vydany monografie a ucebnice jiz
plné vénované teorii matic a psané jejim jazykem.

Cesta teorie matic za samostatnosti je dobfe ¢itelnd i z vyskytu pojmu
matice v encyklopediich. Ani v némecké encyklopedii Encyklopddie der mathe-
matischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen [EMWI1] z let
1898 az 1935 ani ve francouzské encyklopedii Encyclopédie des sciences mathé-
matiques pures et appliquées [ESM] z let 1904 az 1916 se matice téméF nevy-
skytuji. Stejné je tomu i ve dvou svazcich italského Repertorio di matematiche
superiori [Pal] Ernesta Pascala z let 1898 a 1900. V druhém, podstatné rozsite-
ném némeckém vydani prvniho svazku Repertorium der héheren Mathematik.
Algebra, Differential- und Integralrechnung [PaN] z roku 1910 se jiz s mati-
cemi setkdvame v celém textu. Objevuji se zde v souvislosti s teorii bilinear-
nich a kvadratickych forem a jejich transformaci, s problematikou kanonickych
tvartd, s ortogonalnimi substitucemi atd. Je zde i vztah mezi hodnosti matice
a linearni zavislosti fadku, resp. sloupct.

Prvni u¢ebnici, v niz je maticim vénovéana velkd pozornost, je Introduction
to higher algebra [Bcl] z roku 1907, kterou napsal americky matematik Maxime
Bocher (1867-1918). Uspéch tohoto uéebniho textu doklada mnozstvi reprintt
(z let 1922, 1924, 1933, ..., 1964, 2004) i pieklady do néméiny a rustiny. Po-
zastavme se nyni u této publikace, kterd o zméné paradigmatu v teorii matic
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mnohé vypovida. V druhé kapitole se vyskytuje pasaz, z niz je zjevné, ze po-
jem determinantu byl povazovan za obecné znamy, zatimco pojem matice bylo
nutné definovat.

We assume that the reader is familiar with the determinant notation, and
will merely recall to him that by a determinant of the nth order

ay;p a2 ... Qin
a21  Aa22 A2n
an1 an2 Ann

we undestand a certain homogeneous polynomial of the nth degree in the n>
elements a;;. By the side of these determinants it is often desirable to consider
the system of the n? elements arranged in the order in which they stand in
the determinant, but not combined into a polynomial. Such a square array of
n? elements we speak of as a matriz. In fact, we will lay down the following
somewhat more general definition of this term:

DEFINITION 1. A system of mn quantities arranged in a rectangular array
of m rows and n columns is called a matriz. If m = n, we say that we have
a square matriz of order n. (|Bcl], str. 20-21)

Bocher dale zdaraznil rozdil mezi (¢tvercovou) matici a determinantem
a poté zavedl pojmy determinant matice a matice determinantu.

Even when a matriz is square, it must be carefully noticed that it is not
a determinant. In fact, a matriz is not a quantity at all, but a system of quanti-
ties.
This difference between a square matrix and o determinant is clearly brought out
if we consider the effect of interchanging columns and rows. This interchange
has no effect on a determinant, but gives us a wholly new matriz. ...

Although, as we have pointed out, square matrices and determinants are wholly
different things, every determinant determines a square matriz, the matriz of
the determinant, and conversely every square matriz determines a determinant,
the determinant of the matriz. ([Bel], str. 21)

Slovo ,,matice“ se v nazvu knihy poprvé objevilo u rozséhlé tiidilné mono-
grafie Matrices and determinoids [Cul], kterou sepsal Cuthbert Edmund Cullis
(18757-1954). V tomto dile, jehoz jednotlivé svazky vysly v letech 1913, 1918,
1925, je obsazena cela tehdejsi teorie matic a determinanti. Cullisovo rozsahlé
dilo vSak nemélo velky ohlas, jeho terminologie je pomérné slozita a ¢inila tak
praci neprili§ ¢tivou. Cela teorie je budovana obecné pro obdélnikové matice
a s nimi spojené determinoidy. V dile tak nachézime naptiklad definici inverzni
¢i reciproké matice pro obdélnikovou matici.

Roku 1926 byla vytisténa ucebnice Einfihrung in die Axiomatik der Al-
gebra [Bk1l] Rudolfa Hanse Heinricha Becka (1876-1942), ktera dava maticim
mnohem vétsi prostor nez determinanttim; kapitoly o maticich jiz predchazeji
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kapitole o determinantech. Hodnost matice zde neni zavedena pomoci determi-
nanti, ale na zakladé linearni zavislosti a nezavislosti.

Je tézko uvéritelné, ze téhoz roku, tj. v roce 1926, publikoval italsky ma-
tematik Salvatore Pincherle (1853-1936) 3. vydani uc¢ebnice Lezioni di algebra
complementare [P11], ve kterém jsou zavedeny jesté cty¥i druhy nasobeni matic.
Jedno z nich, moltiplicazione per linee, je zavedeno takto:

Siano date due matrici rettangolari, di ugual numero m di linee ed n di
colonne:

a1 a2 ... Qg b1 bz ... bin
a21 a2 A2n ba1 b2 ban,
Am1 Am2 Amn bml bm2 bmn7

e si formi la matrice quadrata degli m? elementi:
Crs = ar1bs1 + ar2bsa + -+ - + arnbsn
(r,s=1,2,...m).
([P11], ¢ast II., str. 72)

Dalsim potvrzenim skutecnosti, ze nékteri matematikové maticovou re¢ ne-
prijali ani vice nez Sedesat let po vzniku teorie matic (tj. v dobé, kdy jiz nékteri
autofi matice pouzivali i v dalsich disciplinach, a to dokonce aniz by je spe-
cialné definovali) je dvoudilna kniha Algebra I. Die Grundlagen, Algebra II.
Theorie der algebraischen Gleichungen [Pr2| z roku 1927 némeckého matema-
tika Oskara Perrona (1880-1975). V druhém vydani prvniho dilu z roku 1932
je hodnost matice stale definovana takto:

Wenn daher nicht alle Gleichungskoeffizienten ay, gleich 0 sind, so daf§ zum
mindesten die einreihigen Determinanten nicht alle verschwinden, so gibt es
eine eindeutig bestimmte positive ganze Zahl n derart, daf$ die Matriz (...) min-
destens eine n-reihige nicht verschwindende Determinante enthdlt, aber keine
(n 4+ 1)-reihige nicht verschwindende Determinante. Diese Zahl n, die offenbar
< k und <1 ist, heifst der Rang der Matriz (...) oder auch der Rang des Glei-
chungssystems (...). Falls alle Gleichungskoeffizienten ay, verschwinden, setzt
man den Rang n gleich 0.

([Pr2], I. dil, str. 102, 2. vydani v nezménéném znéni: str. 99-100)

Nasobeni matic je provedeno ,,po fadcich® a jeho vysledkem je ,determi-

nant®.

Die Produktformel (10) lafit sich wesentlich verallgemeinern. Dazu betrach-

ten wir die beiden Matrizes'®
ain a2 ... ay b1 bio b1y
A7) A= o S B=||
a1 g2 ak bri b2 bri

18 V druhém vydani je do této véty vloZeno vyslovné upozornéni na nasobeni radki fadky:
Die Produktformel, bei der Zeilen mit Zeilen kombiniert sind, ldfit sich wesentlich verallge-
meinern. (|Pr2], I. dil, 2. vydani, str. 113-114)

Zbyvajici text je v 2. vydani aZ na drobné Gpravy (zmény v oznaceni indexil) shodny s verzi
z 1. vydani.

40



mit k Zeilen und | Spalten; die 2kl Elemente agy, b,y seien zundchst wieder
unabhingige Variable. Wird dann analog zu (2)

(18)  axtbyr +axabua +---+anbu=cn (Av=12,...,k)
gesetzt, so heifst die Determinante

C11 N

das symbolische Produkt der beiden Matrizes A und B.
([Pr2], I. dil, str. 115)

Vyznamny pielom v pfijiméni maticového aparatu nastal i v teorii soustav
linearnich rovnic. Otto Schreier (1901-1929) a Emanuel Sperner (1905-1980)
definovali v u¢ebnici Finfihrung in die analytische Geometrie und Algebra [SS1]
z roku 1931 hodnost matice bez pomoci determinantt jako maximalni pocet li-
nearné nezavislych sloupct. Nutnou a postacujici podminku feSitelnosti sousta-
vy linearnich rovnic vyjadrili pomoci zachovani maximélniho po¢tu nezévislych
sloupcti i po pfidani sloupce pravych stran, tj. zachovani hodnosti matice.

... Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann in den x; lésbar, wenn die
Mazimalzahl linear unabhdngiger unter den Vektoren ai,as,...,a, gleich ist
der Maximalzahl linear unabhdngiger unter den Vektoren aq,as,. .., an,b.

... Man nennt die Maximalzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren einer
Matriz auch den Rang der Matriz. ... ([SS1], dil 1., str. 38)

Na odlignost pojmi determinant a matice upozoriiuje (stejné jako Bocher)
jesté roku 1953 Herbert Pupke v knize Finfihrung in die Matrizenrechnung
und ihre physikalischen Anwendungen [Pull:

Der Begriff der Matriz unterscheidet sich wesentlich von dem der Deter-
minante: die Determinante ist eine skalare Gréfie; die Matrix ist dagegen als
zusammengesetzte Grifse, als komplexe Grofie héherer Ordnung oder als System
aufzufassen. Im Gegensatz zu der Erklarung der Determinante enthdlt die Mat-
rixz keine Rechenvorschrift, die die Elemente miteinander verknipft. Ein ande-
rer Unterschied gegeniiber der Determinante liegt darin, dafS bei einer Matriz
n # m sein kann. ([Pul], str. 2)

Postupem ¢asu byla teorie matic stale vice uznavéna, matice pronikaly i do
jinych obort, v fadé publikaci byla upeviiovana maticova terminologie a sym-
bolika. D& se Tici, ze po prvnich tiech desetiletich 20. stoleti se teorie matic
osamostatnila, byly vydany tspésné monografie a u¢ebnice. Z téch nejstarsich
a nejvyznamnéjsich jmenujme alespon tyto:

e Herbert Westren Turnbull (1885-1961): The Theory of Determinants,
Matrices and Invariants [Tul|, 1928,

e H. W. Turnbull a Alexander Craig Aitken (1895-1967): An Introduction
to the Theory of Canonical Matrices |[TA1],'° 1932,

19 Walter Ledermann, doktorand Turnbulla, roku 1968 v praci A. C. Aitken’s work in pure
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e Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961): The Theory of Matrices [Mcl],
1933,

e Joseph Henry Maclagen Wedderburn (1882-1948): Lectures on Matri-
ces [Wd2], 1934.

Posledné jmenovany titul, uéebnice Lectures on Matrices, obsahuje rozsah-
lou bibliografii teorie matic. Prvn{ vydéani uvadi celkem 549 praci od roku 1853
do roku 1933.2° Cenna bibliograficka data rovnéz obsahuje jiz zminéna kniha
The Theory of Matrices.2!

Jednou z prvnich knih se slovem ,matice” v nazvu je také knizka ¢eského
matematika Bohumila Bydzovského (1880-1969) Zdklady teorie determinanti
a matic a jich uziti [Byl]| z roku 1930. Je sice vénovana spie determinantim,
ale matice se v ni jiz pomérné detailné prezentuji. Podrobnéji se o ni do¢teme
ve 4. kapitole.

Na zavér kapitoly citujme pozadavek, ktery koncem dvacatych let 20. stoleti
tdajné vznesl némecky matematik Erhard Schmidt (1876-1959) na svého uci-
tele, vyznamného némeckého matematika Davida Hilberta (1862-1943). Z aryv-
ku je zfetelné, ze pravé v té dobé nékteri matematikové maticovy aparat nejen
prijali, ale uvédomili si i jeho vyhody oproti jinym pristupiim a maticovou
terminologii zadali propagovat:2?

,Nein! Nein! Sagen sie nicht Operator, sagen sie Matriz!“

Béhem popsaného obdobi, tj. od poc¢atku 19. stoleti do tticatych let 20. sto-
leti, se tak zvolna utvéarela nova matematicka disciplina, jejiz fe¢ nebyla dlouhou
dobu 8irsi svétovou matematickou komunitou akceptovana. Musela byt pieko-
nana jakasi obava z pfijeti novych pojmi, jiné terminologie a symboliky a teprve
po pfekonéni téchto nesnézi byl pro dalsi badani vybudovan novy, ,,maticovy
svét“. Dnes tvofi teorie matic zcela samostatnou a vyznamnou matematickou
disciplinu.

mathematics [Ld1] poznamenal:

With his flair for elegant formalism Aitken was quick to realize the usefulness of matriz
algebra as a powerful tool in many branches of mathematics. At a time when matriz tech-
niques were not yet widely known he applied matriz algebra with striking success to certain
statistical problems.

His interest in matrices was shared by H. W. Turnbull. Their joint book Canonical Matri-
ces soon became a standard work on the subject ... (|[Ld1], str. 164)

20 V seznamu je uvedeno sedm praci, jejichz autorem je Eduard Weyr. Zaznamenéna je rov-
néz jedna prace Karla Petra (1868-1950), a to véetné jejich prekladt z ¢estiny do madarstiny
a némdciny. Vice informaci viz 4. a 6. kapitola.

21 T v nf nalézame jméno Eduarda Weyra, MacDuffee se totiz mimo jiné zabyval i tzv. Wey-
rovou charakteristikou. Vice informaci viz 6. kapitola.

22 Citat je prevzat z doslovu (str. 287), ktery napsal Albrecht Pietsch (nar. 1934) k jede-
nactému svazku fady Teubner-Archiv zur Mathematik, jejimz hlavnim cilem bylo predstaveni
vyznamnych praci némeckych matematiki. Uvazovany svazek vysel v roce 1989 pod nazvem
Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Obsahuje dvé vy-
znamné prace Hilberta a Schmidta. Albrecht Pietsch, jenz svazek uspotradal, prevzal citat
z prace Michaela Bernkopfa A history of infinite matrices |Bfl1], str. 346.

Doslov do &estiny prelozil a opatfil tvodem Alois Kufner (nar. 1934) — viz Pokroky mate-
matiky, fyziky a astronomie 39(1994), str. 65-94.
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