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2 Nejstarsi vysledky teorie matic u nas

Situace v ¢eskych zemich odpovidala evropskému vyvoji. Cesti matematikovée
publikovali prace z teorie determinantu vyrazné drive nez z maticového poctu,
presto vSak mezi nimi miuZeme nalézt védce, ktery pracoval jinym zptisobem,
nez bylo tehdy bézné. Touto vyjimkou byl Eduard Weyr, ktery v dobé pretr-
vavajiciho uzivani fe¢i determinantu a forem vyjadroval své vysledky jiz v Feci
matic a snazil se jako jeden z prvnich matematiki na evropském kontinenté
sjednotit teorii matic s teorii bilinearnich a kvadratickych forem. Jeho znalost
maticového aparatu byla na svétové drovni, k nékterym otézkam pristupoval
velmi origindlné, ze zcela jiného, modernéjsiho pohledu nez tehdejsi svétovi
matematici.

2.1 Prvni prace z algebry

Na zacatku této ¢asti uvedme kratky prehled vyvoje algebry v ¢eskych zemich,
ktery nam umozni zafadit prvni ¢eské prace s maticovou tematikou mezi ostatni
algebraické vysledky ceské matematické komunity a uvédomit si, na jakych
podkladech byla tato disciplina vybudovana.

Pomineme-li stfedovéké pocetnice a nékteré algebraické vysledky, které byly
formulovany v pracich zaméfenych na jiné oblasti matematiky,?® nelze v sou-
vislosti s ¢eskymi zemémi az do poloviny 19. stoleti mluvit o dilech, ktera by se
soustavnéji vénovala algebie. Tato situace se vSak ve druhé poloviné 19. stoleti
zacinala ménit.

Videtiska akademie véd vydala roku 185824 praci faraie a suplujiciho gym-
nazialnitho profesora Vaclava Simerky (1819-1887) Die Perioden der quad-
ratischen Zahlformen bei negativen Determinante [Skl1], ktera byla predtim,
zfejmé v jiné podobé, odmitnuta Kralovskou ceskou spole¢nosti nauk. Véno-
vala se v té dobé znac¢né studované teorii kvadratickych forem. Vaclav Simerka
v ni zjednodusil a upravil Legendreovu metodu pro skladani dvou kvadratic-
kych forem a zkoumal mimo jiné aplikace kvadratickych forem k feSeni neurcité
rovnice

az? + bry + cy? = pz™

Roku 1863 byla v Praze vydana Simerkova Algebra ¢ili poctarstvi obecné pro
vy$si gymnasia [Sk3], k niz autor pripojil zakladni poznatky z diferencialniho
a integralniho poctu. Publikace byla schvilena ministerstvem jako ucebnice
pro stfedni Skoly, zminény prehled matematické analyzy byl nasledujiciho roku

vydan samostatné pod nazvem Piidavek k algebie pro vyssi gymndzia [Sk4].

23 Uvedme napiiklad zptesnéni Gaussovych dikazii zakladni véty algebry z roku 1817,
které uvedl Bernard Bolzano (1781— 1848) v ramci prace vénované teorii fad a teorii funkei.

24 Rok 1858 je uveden v poznamce Zivot a pisobent p. Vidclava Slmerky [Pk1], kterou
roku 1888 publikoval Augustin Panek (1843-1908), a v ¢lanku Ocenéni praci P. Viclava
Simerky [Pzl] z roku 1926, jehoz autorem je Vaclav Petrzilka (1905-1976). Kniha Déjiny
exaktnich véd v ceskiyjch zemich [Nvl], kterou roku 1961 sepsal kolektiv autorii soustfedény
kolem Lubose Nového (nar. 1929), v8ak zmifiuje rok 1857, coZ je rok odmitnuti prace Kra-
lovskou ¢eskou spole¢nosti nauk.
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Simerka byl prvnim eskym matematikem, ktery publikoval ¢lanek o teo-
rii determinantt. Jde o stat Bestimmte Gleichungen des ersten Grades mit
n Unbekannten gelost mittels der Permutationslehre [Sk2] vydanou ve Vidni
roku 1858, kterd pojednava o FeSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci Cra-
merova pravidla. Simerkovy odborné prace vsak nevzbudily vétsi pozornost.?®
V jisté mife se na této skutecnosti podilela i jeho izolovanost od matematické
komunity, kterd mu zna¢né komplikovala praci. Augustin Panek (1843-1908)
uvadi v élanku Zivot a piisobent p. Vdclava Simerky [Pk1], 7e se ji ziejmé snazil
prekonat alespon svoji oddanosti matematice:

... lze poznati, s jakou laskou myslitel nds péstoval krdlovskou védu mathe-
matickou aZ do posledniho dechu. ([Pkl], str. 255)

Roku 1870%¢ vysel udebni text Algebra pro stiedni skoly [SI1] od Josefa
Smolika?” (1832-1915) a postupné byly publikoviny nové a nové uéebnice alge-
bry. Ze sedmdesatych let jmenujme jesté publikaci Frantiska Josefa Studnicky?®
(1836-1903) Algebra pro vy3si tiidy skol stiednich [St3] z roku 1877,%° z osm-
desatych let pak ucebnici Frantiska Machovee®® (1855-1892) Algebra pro vyssi
tridy kol stiednich [Mv1] z roku 1886.

Ve druhé poloviné 19. stoleti bylo u néas v algebie nejvice pozornosti véno-
vano teorii determinantti. Mizeme Tici, Ze se vétsinou jednalo o kratsi prace,
které vyznamné puvodni myslenky neprinasely, ale spiSe opakovaly vysledky
tou dobou jiz znamé v zahranici, rozvijely nepodstatna vylepseni teorie ¢i jeji
aplikace v ostatnich matematickych disciplinach.

Martin Pokorny (1836-1900) vydal roku 1865 knihu Determinanty a vyssi
rovnice |[Pyl], ktera je prvni desky psanou udebnici, jez je z velké ¢asti véno-
vana nauce o determinantech. O jejim postaveni v ¢eské matematické litera-
ture Augustin Panek v pojednéani O Zivoté a ¢innosti Martina Pokorného [Pk2]
roku 1901 napsal:

25 Uréitou vyjimkou je spis Sila piesvédcens [Sk5]. Jeho némecka pfepracovana verze Die
Kraft der Ueberzeugung byla publikovana roku 1883 ve Vidni. Simerkové ¢lanku se vénoval
roku 1987 JiFf Fiala (1939-2012) v &lanku Sila presvédéent Viclava Simerky [Fal] a roku 2011
Magdalena HykSova (nar. 1974) v knize Filosofickd pojeti pravdépodobnosti v pracich ceskych
mysliteld [Hyl].

26 Druhé vydani je z roku 1875.

27 Josef Smolik byl Eeskym stiedoskolskym ucitelem (matematika, fyzika, Gesky jazyk, fran-
couzsky jazyk), autorem stfedoskolskych uéebnic, archeologem, numismatikem a historikem
matematiky, fyziky a astronomie. Blizsi informace o Zzivoté a dile Josefa Smolika lze nalézt
v monografii Josef Smolik (1832-1915) |Bvl| z roku 2007 a méné podrobnéji v kapitole Stre-
doskolsti ucitelé knihy Ceskd matematickd komunita v letech 1848 aZ 1918 [Bv2| z roku 2008.
Obé publikace napsala Martina Be¢varova (nar. 1971).

28 Frantisek Josef Studnicka studoval na filozofické fakulté videfiské univerzity, byl supluji-
cim profesorem na némeckém gymnaziu v Ceskych Budé¢jovicich, prozatimnim honorovanym
docentem na polytechnice v Praze, kde se roku 1866 stal fadnym profesorem. Stejnou po-
zici zaujimal od roku 1869 na ceské polytechnice a od roku 1871 na univerzité v Praze, po
jejim rozdéleni roku 1882 na Ceské univerzité. V letech 1882—-83 byl dékanem filozofické fa-
kulty a v letech 1888-89 rektorem ¢eské univerzity v Praze. Blizsi informace viz monografie
Martiny Némcové-Beévarové Frantisek Josef Studnicka (1836-19038) [Nml] z roku 1998.

29 Druhé vydani je z roku 1879.

30 Frantisek Machovec byl st¥edoskolskym profesorem, v poslednim roce svého Zivota pied-
nasel na stolici deskriptivni geometrie na ceské technice v Praze.
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Zvlaste dilezity a v literatute nasi vgznamny je spis Pokorného Determi-
nanty a vyssi rovnice (1865), jimz nauka o determinantech, tehdy jesté u nds
mdlo zndmd, uvedena poprvé do ceské literatury mathematické; v priciné Tesent
vyssich rovnic nemdme dosud za néj Zidné ndhrady. (|[Pk2], str. 84)

Pokorny pfelozil téz 1. dil ucebnice Heinricha Richarda Baltzera Die FEle-
mente der Mathematik [Bz2].

V teorii determinantti u nas v 19. stoleti pracovali Frantisek Josef Stud-
ni¢ka, Karel Zahradnik (1848-1916), Eduard Weyr, Matyas Lerch (1860-1922),
Wilhelm Matzka (1798-1891), Ludvik Kraus, Vilém Jung (1857-1908), Ma-
t&j Norbert Vanécek (1859-1922), Frantisek Hoza (1843-1914), Anton Puchta
(1851-1903), Martin Pelnar (2. pol. 19. stol.), O. Jezek (2. pol. 19. stol.) a dalsi.

Nejsoustavnéji se této problematice vénoval Frantisek Josef Studnicka, vy-
razné osobnost ¢eské matematické komunity 2. poloviny 19. stoleti. Svoji ne-
unavnou praci pro fadu odbornych spolkii (nap¥. pro Jednotu ¢eskych matema-
tikt, Kralovskou ¢eskou spolefnost nauk), pedagogickou a organiza¢ni ¢innosti
a vydavanim cesky psanych ucebnic pomahal velkou mérou k rozkvétu ceské
matematiky.

Teorii determinantii je vénovana zna¢na ¢ast Studnickovych praci. Ani
v nich vSak nenachazime ptuvodni vysledky, ale spiSe jen pozménéné postupy
a specialni pfipady v zahrani¢i znamych skutec¢nosti. Velkou pozornost Stud-
nicka vénoval nékterym zakladnim poznatkim, napf. vypoc¢tim determinanti,
typam tuprav & Laplaceové vété. Zabyval se nulovosti determinantu v zavis-
losti na vlastnostech prislusné matice, determinanty symetrickych, antisyme-
trickych, persymetrickych,3! reciprokych a jinych specialnich matic i riznymi
funkcionalnimi determinanty.

Zna¢nou pozornost vénoval pojmum mocninny a sestavny determinant.
Mocninnym determinantem pfitom nazyval determinant tvaru

mi mao M
ay ay ay
mi mo Moy,
ay = ag g
. 9
mi m2 m
aTL an an "
kde ay,as,...,a, jsou libovolné ¢isla, my =0 < my < --- < m,, jsou ¢isla cela.

Jedna se tedy o obecnéji koncipovany Vandermondetv determinant, s nimz jiz
pracovali hlavné francouzsti matematikové Alexandre Théophile Vandermonde,
Pierre Simon Laplace, Etienne Bézout a jini. Sestavnym (kombina¢nim) deter-
minantem oznacoval Studnicka determinant usporadany ze symetrickych funkei
Ky, K1, ..., K,, vytvofenych z prvki aq,as,...,a,. Tyto funkce jsou do radku
v uvedeném poradi vepsiny tak, aby byl kazdy dalsi fadek ,,posunut alespon
o jeden prvek doprava“.

31V persymetrické matici se rovnaji prvky se stejnym souctem fadkového a sloupcového
indexu.
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Prikladem sestavného determinantu je

Ky Ks Ky 0 0
K, Ky, Ks Ki O
1 K1 Ky K3 Ky |,
0 0 1 K K
0 0 0 1 K

kde

Ko =1,

K1 = a1 +a2+...+an,
Ko =a1as +ara3 + -+ 4+ a1a, + azas + asaq + ... + ap_10p,

Studnicka také nachézel nékteré vztahy mezi mocninnymi a sestavnymi de-
terminanty.

Ve své Ctyticetistrankové praci A. L. Cauchy als formaler Begrinder der
Determinanten-Theorie. Eine literarisch-historische Studie [St2] z poloviny
osmdesatych let vyslovil nazor, ze skuteénym zakladatelem teorie determinanti
je az francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy. Opakované se rovnéz po-
zitivné vyjadril k pfijeti determinantii do naplné stfedoskolské matematiky.

Pripomeiime zde jesté nékteré Studnickovy prace zpracovavajici problema-
tiku determinantii: ttla knizka O determinantech (1870) [St1], ktera vysla té-
hoz roku i rusky pod nézvem Nacal’naja osnovanija teorii Determinantov’ ili
opred’litelej a o rok pozdé&ji némecky pod nézvem Finleitung in die Theorie
der Determinanten. Fir Studierende an Mittelschulen und technischen Anstal-
ten, spis O determinantech mocninnych a sestavngch [St4] a ucebnice Uvod do
nauky o determinantech [St5] z roku 1899.

Dle ptavodnich planit mélo byt vydano obsahlejsi dilo Zdakladové vyssi algebry
Vaclava Rehotovského (1849-1911) a Eduarda Weyra. Z planovanych ti{ svazki
vak vygel jediny, jedna se o Rehorovského publikaci Theorie soumérngjch funket
korent [Rhl1] z roku 1883.

2.2 Ludvik Kraus

Teorii matic se v nasich zemich ve druhé poloviné 19. stoleti zabyvali jen Edu-
ard Weyr a Ludvik Kraus, jehoz pfedc¢asnd smrt byla velkou ztratou pro nasi
matematickou obec.

Ludvik Kraus studoval na prazské univerzité v obdobi, kdy zde zacal pred-
naset Eduard Weyr. Titul doktora filozofie ziskal roku 1878. Béhem svych stu-
dijnich pobytt absolvoval v Mnichové prednasky Felixe Kleina (1849-1925) a na
prelomu sedmdesétych a osmdesatych let poslouchal po ¢tyii semestry v Berliné
Karla Theodora Wilhelma Weierstrasse a Leopolda Kroneckera. Weierstrassovy
prednéasky byly proslulé. Sjizdéli se na né matematikové z celé Evropy, mély
zna¢ny vliv na rozvoj evropské matematiky.
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Roku 1881 se Ludvik Kraus stal soukromym docentem na prazské univer-
zité, po jejim rozdéleni piednésel ¢tyfi semestry (teorii funkei a algebru) na
univerzité ceské. Ve vlasti se snazil zahrani¢ni zkuSenosti predavat dal.??

Byl to zfejmé pravé Kraus, ktery ve svém uéiteli Eduardu Weyrovi vzbudil
zéjem o maticovy pocet.3?

. ziskala tenkrdte nového docenta mathematiky L. Krause, vynikajiciho to
Zdka Weierstrassova. S timto Zil Ed. Weyr v pomérech zvlasté pidatelskyjch a zdd
se, Ze vlivem tohoto mathematika tak zdhy zesnulého (v r. 1886)3* sesileno bylo
v Eduardovi pidni vniknouti v methody Weierstrassovy. (|[Pel], str. 461)

Pro zajimavost uved me pochvalné vyjadieni Eduarda Weyra na adresu Lud-
vika Krause:

. uvahy dra. Krause vynikaji takovou presnosti a obsahuji tolik duchapl-
nych myslének, Ze je lze nazvati pravymsi perlami. ... Hlavnim cilem Zivota jeho
bylo poznati pravdy mathematické; za tim cilem krdacel neohliZeje se ani po zevni
sldvé ani po hmotnijch viyhoddch, pokldidaje je za véc vedlejsi. — Rad hovotival
o védeckych predmétech, prekvapoval kazdého originalnosti a silou myslének,
a vynikal skromnosti, jakd vyskytuje se jen wu téch, jimz jde v pravdé o véc. ...
(|[WeT|, str. 50, 52)

Podotknéme, ze pravé na Krausovych pracich 1ze dokumentovat skutecnost,
Ze determinant byl u nas (stejné jako ve svété) pro matematickou komunitu
zcela znamym pojmem. Kraus jej pouzival (napiiklad pro zapis rovnice kiivky)
bez jakéhokoli vysvétleni a s determinanty provadél b&zné operace.?®
Krausovy odborné schopnosti dokumentuje skutecnost, ze roku 1884 znal
dikaz Cayleyovy-Hamiltonovy véty pro matice fadu n. Pfipomenme, ze toto
tvrzeni uvetrejnil roku 1858 Arthur Cayley v ¢lanku A memoir on the theory of
matrices bez obecného diikkazu, o ktery se poté snazili predni svétovi matema-
tikové. Krausuv diikaz citoval Eduard Weyr v praci O zdkladni vété v theorii
matric ([We2], viz dale), autorem publikovan nebyl. Ludvik Kraus pracoval pro
jednoduchost s matici fadu tfi, v postupu v8ak vyuzil pouze tvrzeni platici pro
¢tvercové matice fadu n, jedna se tedy o dikaz obecny.
Uvazoval matici
ail, @iz, a3
M= a2, a2, a
azi, Gz2, 033

32 Na zéakladé svého pobytu v Berliné napsal Kraus prace Zdkladové arithmetiky. Dle
vykladi prof. Weierstrassa [Ksl] a Zdkladové nduky o funkcich raciondlngch [Ks2|. Obég
pojednani byla publikovana v éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky, a to v roce 1883,
resp. 1885. Seznam Krausovych publikaci je uveden v monografii Be¢var J. a kol.: Eduard
Weyr (1852-1903) |Bel] z roku 1995 na stranach 53-54.

33 V roce 1886 publikoval Eduard Weyr v Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky
¢lanek Zivot a pisobeni dra Ludvika Krause. Ndstin Zwotopisnyg [We7]. Ten byl v témze
roce referovan Frantiskem Josefem Studnic¢kou v ¢asopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der
Mathematik 18(1886), str. 22.

34 Karel Petr, autor tohoto vyroku, se zde zmylil. Kraus zemiel jiz roku 1885.

35 Viz napiiklad prace Zdkladové nduky o funkcich raciondlngch [Ks2] nebo Prispévek ku
transformaci jedendctého Fdadu funkct elliptickych [Ks3|.
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s vlastnimi &isly pq, ps, ps a zavedl linearni substituci

1 = (an —p1)z + aey + aizz
y1 = anz + (a2 — 1)y + az
z1 = anx + azy + (ass —p1)z

kterou oznacil symbolem
( 1 Y1 21 >
r oy oz ), '
Obdobné uvazoval substituce
(962 Y2 ZQ) a (333 Y3 Z3> ]
TronoAa )y, T2 Y2 22 /.
Tyto tii substituce slozil. Jejich kompozici zapsal jedinou soustavou ti{ linear-
nich rovnic, kterou lze v dne$ni maticové symbolice vyjadrit vztahem

I3 x
Y3 = (M — MgE)(M — ‘LLQE)(M - NlE) Yy )
z3 ?

kde E znadi jednotkovou matici. P¥i oznaceni koeficientii vysledné soustavy tif
linedrnich rovnic feckymi pismeny «;;, i, j = 1, 2, 3, je Cayleyova-Hamiltonova
véta ekvivalentni tvrzeni, Ze vSechny koeficienty a;; jsou nulové. K dukazu to-
hoto tvrzeni Kraus nejprve zvolil za z, y, z takové hodnoty z, ¥, z, aby vektor
(z, y, z) byl vlastnim vektorem matice M piislusnym vlastnimu &islu . Po-
tom je vSak x3 = y3 = 23 = 0, a tedy an® + a0y + a3z =0, i = 1,2, 3.
Vzhledem k platnosti Laplaceovy véty o rozvoji determinantu dle jakéhokoli
radku a skutec¢nosti, ze 1 je vlastni ¢islo matice M, lze hodnoty z,y, Z polo-
7it rovny algebraickym doplitktum 1 (1), ¥ (p1), ¥s(p1) prvka prvniho fadku
determinantu

ail — Mlu a2, a3
a21, Q22 — M1, a23
a31, az2, a33 — p1

Analogicky lze postupovat s vlastnim ¢islem uo (resp. p3) a druhym (resp. tie-
tim) Fadkem matice M a ziskat tak dalsi moZnou volbu hodnot Z, g, zZ — trojici

algebraickych doplitki x1(2), x2(k2), x3(p2) (resp. F1(u3), Va(ps), Js(us)).
JelikoZ soustava linearnich rovnic

antr(p1) + aiee(ur) + austs(p) = 0
ainxi(pe) +  aiexa(pe) +  aisxs(uz) = 0
aiti(ps) +  apta(ps) +  islUs(usz) = 0

je homogenni, sta¢i dokazat, ze determinant matice této soustavy se identicky
nerovnéa nule, nebot potom jsou jisté vSechny koeficienty o;; nulové. Ludvik
Kraus nasel jeden piipad, kdy je uvedeny determinant nenulovy; konkrétnéji se
jedna o diagonalni matici s riznymi prvky na diagonéle. Tento jeho posledni
krok dikazu v8ak neni korektni, svou volbou se v podstaté omezil jen na pii-
pad diagonalnich matic, jejichZ prvky na diagonale (a tedy i vlastni ¢isla) jsou
navzajem rizné.
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2.3 Eduard Weyr

Eduard Weyr se narodil do rodiny, ve které mél jiz od détstvi pfiznivé podminky
k budovani vztahu k pfirodnim védam. Jeho otec Frantisek Weyr (1820-1889)
byl profesorem matematiky na prazské némecké realce v Mikulandské ulici.?%
Z deviti sourozencti Eduarda Weyra se matematice (pfedevsim geometrii) vé-
noval starsi bratr Emil (1848-1894), ktery udrzoval kontakty s pfednimi ev-
ropskymi matematiky a ktery se jiz roku 1875 stal fadnym profesorem vi-
denské univerzity. Ackoli spolu oba sourozenci sepsali jen jedinou matema-
tickou praci,®” byla Eduardova profesni cesta star§im bratrem znaéné ovlivnéna.
V roce 1890 zalozil Emil Weyr spolu s Gustavem von Escherichem (1849-1935)
¢asopis Monatshefte fiir Mathematik und Physik.?® Hned v prvnim roé¢niku
v ném Eduard Weyr publikoval své vyznamné vysledky z maticového poctu.
K bliz§imu vykresleni obrazu Weyrovy rodiny jesté dodejme, Zze mladsi bratr
Bedfich (1853-1908) se stal chemikem.

Od roku 1868 studoval Eduard Weyr na prazské polytechnice, na které ho
uéili napt. Jacob Heinrich Karl Durége®® (1821-1893), Karl Joseph Kiipper?
(1828-1900), Josef Solin®' (1841-1912) & Frantisek Josef Studnicka. Mnohé
své znalosti a zkuSenosti ziskal rovnéz studiem v zahrani¢i. V akademickém
roce 1872/73 pobyval v Gottingen, kde pusobili Rudolf Friedrich Alfred
Clebsch (1833-1872), Ernst Christian Julius Schering (1833-1897) a Ernst
Friedrich Wilhelm Klinkerfues (1827-1884), roku 1873 zde ziskal titul dok-
tora filozofie. V témze roce odjel Eduard Weyr do Pafize, kde poslouchal
pfednasky Charlese Hermita?? a Josepha Alfreda Serreta (1819-1885). Bé-
hem zimniho semestru 1885/86 navstévoval prednasky Leopolda Kroneckera
v Berling, kde se zucastnil také prednések, které vedl Immanuel Lazarus Fuchs
(1833-1902). V korespondenci z roku 1885 popisuje priteli Jaroslavu Vrchlic-
kému*? (1853-1912), ktery byl v té dobé tajemnikem Geské techniky, berlinskou

36 Frantisek Weyr patiil mezi vyrazné Ceské stredoskolské uéitele té doby. Za svou pedago-
gickou ¢innost byl uznavan napriiklad Jednotou ceskych mathematika.

37 Jedn4 se o tifdilnou ucebnici Zdkladové vy3si geometrie [WW1]|, [WW2], [WW3], jejiz
jednotlivé dily jsou datovany roky 1871, 1874 a 1878.

88 éasopis je vydavan i dnes, od roku 1952 pod zkracenym nazvem Monatshefte fiir Mathe-
matik.

39 Némecky profesor Jacob Heinrich Karl Durége byl v letech 1857 az 1864 profesorem
matematiky na polytechnice v Curychu, poté nékolik let na prazské technice, odkud pie-
gel v roce 1969 na prazskou (a pozdéji na némeckou) univerzitu. Hlavnimi oblastmi jeho
odborného zadjmu byly predevsim matematickd analyza a geometrie.

40 Karl Joseph Kiipper byl némecky matematik, jenz od roku 1852 uéil na priimyslové §kole
v Terstu, roku 1867 se stal profesorem deskriptivni geometrie na prazské technice, v obdobi
1869-1900 prednasel na némecké technice v Praze.

41 Josef Solin byl cesky matematik a deskriptivni geometr, ktery se zabyval i pruznosti,
pevnosti, statikou ¢i stereotomii. Pro uvedené obory se stal spolutviircem jejich terminologie.

42 Kontakt s Charlesem Hermitem, jednim z nejvyznamnéjsich matematiki té doby, umoz-
nil vytvoreni dalsich spojeni ¢eské matematické komunity se zahrani¢im. Od doby pobytu
Eduarda Weyra ve Francii ziskavala Jednota ¢eskych mathematikt z PafiZze ¢asopis Comptes
Rendus. Byl to pravé Charles Hermite, ktery predkladal Weyrovy prace pafizské akademii.

43 Jaroslav Vrchlicky, vlastnim jménem Emil Bohuslav Frida, byl ¢esky basnik, dramatik
a prekladatel nominovany na Nobelovu cenu za literaturu. Byl profesorem srovnavacich lite-
ratur na univerzité, poslancem Panské snémovny ve Vidni a tajemnikem jak Ceské techniky,
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vyuku a pfijeti tamé&jsi odbornou spole¢nosti, v niz hraly podstatnou roli nej-
vyraznéjsi svétové osobnosti teorie matic, takto:

Budu navstévovati Kroneckerovy a Fuchsovy predndsky. Tyto dnes zapocly
a mohu Tici, Ze mé to cinilo ndaramnou Svandu, kdyz jsem se zase po tolika letech
do skamny posadil, zddlo se mi jako bych omlddl a smdt jsem se musil, kdyz jsem
tu mladez pozoroval kterak s pietou vSak horlivé si zapisovala, ... Prof. Fuchs mé
po predndsce vyzval, abych se sucastnil v sobotu banketu, ktery porddaji Weier-
strassovi kollegové na pocest jeho 70. narozenin v Hotelu de Rome i pozvdni to
jsem s radosti prijal a tak zytra ten zdejsi uceny svét dikladné okouknu.

Roku 1874 se Eduard Weyr habilitoval na ¢eské polytechnice, roku 1876 na
prazské univerzité, kde v té dobé jiz rok suploval hodiny bratra Emila po jeho
odchodu do Vidné. Od té¢hoz roku byl mimofadnym a od roku 1881 fadnym
profesorem na Ceské technice, od roku 1891 navic suplujicim profesorem na
Ceské univerzité v Praze. Chystaného jmenovani fadnym profesorem na ceské
univerzité v roce 1903 se nedozil.

V obdobich 1884/85 a 1890/91 zaujimal Eduard Weyr na technice funkci
rektora. Byl ¢lenem fady ceskych i zahraniénich spole¢nosti, udrzoval kontakty
s mnoha evropskymi matematiky, odmitl nékolik nabidek profesury na zahra-
ni¢nich univerzitach. Nepfijeti této nabidky z videnské univerzity komentoval
roku 1890 v Drobnych zpravach v éasopisu pro péstovani mathematiky a fy-
siky** matematik Josef Benes*® (1859-1927) nasledujicimi slovy:

P. prof. Ed. Weyra prosim, by prominul, Ze jeho jménem krdslim sobé tuto
zprdavu. Svygm dopisem, prof. Escherichovi zaslanym, a zvldsté motivem, proc¢
u nas zistane, uchystal ceské poctdarské rodiné roztomilé prekvapend. ... Shodu-
jit se vSichni v tom, Ze p. professor dopisem onim pritulil své jméno k nasemu
krouzku tim tésnéji, ¢im je vlastnimi pracemi vzddlil do nejptednéjsich rad pra-
covniki svetovych. (str. 302-303)

Odborné zaméfeni praci Eduarda Weyra zahrnuje nejen oblasti algebry
(determinanty, matice, kvaterniony), ale vyraznou mérou predevsim geometrii
tografii) uvadi monografie Jindficha Be¢vaie a kolektivu autori Eduard Weyr
(1852-1903) |Bel] z roku 1995, ¢lanek Jind¥icha Becévare Eduard Weyr and
Linear Algebra [Be7] z roku 2010 a spoleéna prace Karla Petra a Jana So-
botky (1862-1931) O Zivoté a cinnosti Eduarda Weyra [PS1]*¢ zroku 1905.

Z praci Eduarda Weyra jsou dnes nejvice cenény publikace s maticovou te-
matikou, zejména jeho vysledek o konvergenci maticové mocninné fady a teorie
charakteristickych ¢isel. D4 se Tici, ze autor Zil ve svém maticovém svété, ktery

tak Ceské akademie véd a uméni.

44 Drobné zpravy. Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), str. 300-305.

45 Josef Benes studoval na Geské technice a Geské univerzité v Praze. Jeho zajmem byla po-
jistna matematika. Od roku 1890 pracoval v Urazové pojistovné délnické, kde se stal vrchnim
radou. Od roku 1904 byl soukromym docentem pojistné matematiky na ceské technice.

46 Prace [PS1] je slozena ze &tyf ¢lanki [Pel], [Pe2], [Sol] a [Pe3|, z nichZ posledné
jmenovany je seznamem publikaci Eduarda Weyra. Tento seznam byl po devadesati letech
zkorigovan, okomentovan a doplnén chybéjicimi tituly Jindfichem Beévafem v jiz zminéné
knize [Bel].
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se stal jakousi malou enklavou na tizemi evropského kontinentu soustifedéného
v této sféfe na teorii determinantt a teorii bilinearnich a kvadratickych forem.

Do problematiky teorie matic budeme fadit Weyrovy publikace, jejichz chro-
nologicky seznam je nasledujici:

e O zdkladni vété v theorii matric (1884),

o Sur la théorie des matrices (1885),

e Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espe-
ces (1885),

e O binarngch matricich (1887),

e Sur la réalisation des systémes associatifs de quantités complexes a l'aide
des matrices (1887),

e O theorii forem bilinearnych (1889),
o Zur Theorie der bilinearen Formen (1890),
e O theorii forem bilinearngch (1901).

Vzhledem k vzajemné jednoznac¢nému vztahu mezi kvaterniony a ¢tverco-
vymi maticemi druhého Ffadu bychom vSak ziejmé mohli na zacatku pfehledu
uvést i ¢lanek

o Sur la théorie des quaternions (1884),

ktery je primarné zaméfen na teorii kvaternioni, nicméné matice se v ném
rovnéz vyskytuji. V textu se pozastavime rovnéz u Weyrova ¢lanku

e Note sur la théorie des quantités complexes formées avec n unités princi-
pales (1887).

Nenfi sice vénovan teorii matic, ale jeho vysledky lze do fe¢i matic ptelozit. To
také Weyr v dalsich pracich ucinil.

Diive nez Eduard Weyr v druhé poloviné osmdesatych let 19. stoleti pub-
mocninné fady v linearni asociativni algebfe platici také v algebie matic, se-
psal i jiné préce, které lze zaradit do lineadrni algebry. Zminme kratky ¢lanek
z roku 1880 nazvany Verification der Multiplicationsformel fiir Determinan-
ten [Wel|,*” jehoz néplii je evidentni z nazvu, a praci O resent linedrngjch rov-
nic [Wed]*® z roku 1885, kterd pojednavé o FeSeni homogennich a nehomogen-
nich soustav linearnich rovnic. K dané otazce, kterou bychom dnes fesili spiSe
pomoci hodnosti matice soustavy, resp. rozsifené matice soustavy, pristoupil
autor v roce 1885 jesté z pohledu teorie determinanti. V feSeni tohoto pro-
blému se tedy nevymykal postupiim svych soucasniki.*’

47 Kratka reference od Eugena Otta Erwina Netta viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der
Mathematik 13(1881), str. 123. Viz téZz historicky prehled Thomase Muira The Theory of
Determinants in the Historical Order of Development IV. [Mu3], str. 5.

48 Studnickova reference viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 17(1885),
str. 64-65, dale viz napt. Muir T.: The Theory of Determinants in the Historical Order of
Development IV., str. 100.

49 Celosvétova situace viz 1. kapitola.
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S vyjimkou dvou publikaci (O zdkladni véte v theorii matric a O theorii fo-
rem bilinearngch — ¢lanek z roku 1901) byly zminéné prace referovany v rozsah-
lém dile Biographisch-literarisches Handwdérterbuch zur Geschichte der exakten
Wissenschaften, ktery je podstatné spojen s Johannem Christianem Poggen-
dorffem (1796-1877).5°

2.4 Weyrtuv dikaz Cayleyovy-Hamiltonovy véty
o O zdkladni vété v theorii matric [We2|, 1884

Dne 25. dubna 1884 prednéasel Eduard Weyr na zasedani Kréalovské ceské
spole¢nosti nauk. Prispévek, ktery byl téhoz roku publikovan ve Zprdvdch o za-
seddni KCSN, nazval O zdkladni vété v theorii matric. Uvedl zde vyse zminény
ditkaz Cayleyovy-Hamiltonovy véty Ludvika Krause a poté svoji mirné pozmé-
nénou verzi tohoto dikazu.

V avodu pripomnél Cayleyuv Memodr, z néhoz také pii argumentaci, pro¢
se ditkazu vénoval, citoval:

... tot zdkladni Cayley-em uvedend véta. Dikaz jeji provddi autor jen v pii-
padu n = 2 primou verifikact; toutéZ cestou i pripad n = 3 sdm proskoumal
a pravi ,,but I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal
proof of the theorem in the general case of a matrixz of any degree.“

Chititi verifikovati theorem v pFipadu obecném primym vycislenim napsaného
determinantu by bylo praci nad miru obtizZnou a ani mi na mysl nepiislo, bych ji
podniknul. Mél jsem vsak za to, Ze by piece bylo zahodno podati dikaz vytknuté
zdkladnt véty v pripadu obecném. ([We2], str. 149)

Ctenaium rovnéz pripomnél znéni samotné véty, kterou zapsal rovnosti

a1 7M, a2, A1n
D= azi, azgg — M, ... az2n -0,
anl, An2, Apn — M
kde
ail a2 Q1n
M= o
ap1  An2 Ann

50 Prace Eduarda Weyra viz Bd. 3, str. 1435-36, a Bd. 4, str. 1623-24.

Zminény slovnik je velmi rozsahlou, mnohosvazkovou praci obsahujici na vice nez 20 000
stranach pfiblizné 30 000 bibliografii doplnénych seznamem publikaci, ocenéni ¢i nekro-
logy. Dilo je i vice nez sto let po Poggendorffové smrti dale vydavano jeho nésledovniky.
Zakladni zivotni a profesni data J. Ch. Poggendorffa, historie slovniku a pfesny ptehled
informaci o jednotlivych svazcich (v€etné poctu stranek, vykazovaného obdobi, let vydani
nebo poctu obsaZenych ¢lanki) viz ¢lanek vydany k dvoustému vyro¢i Poggendorffova naro-
zeni: J. C. Poggendorff, Biographisch-literarisches Handwérterbuch der exakten Naturwis-
senschaften, N. T. M. 5(1997), Birkh&user Verlag, Basel, 1997.

V dalsim textu se jiz o referenci jednotlivych Weyrovych praci v tomto obsahlém dile
nebudeme zminovat.
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je libovolna ¢tvercova matice stupné n.

Tvrzeni jsme zapsali v symbolice, kterou pouzival Eduard Weyr, tj. svislé
¢ary pro determinant, resp. sloZzené zavorky pro matici. VSimnéme si rovnéz
z dnesniho pohledu problematického dosazeni matice M do determinantu.

Dale autor zavedl znaceni

all — M, ai12, e A1n
(p(‘u) _ asy, a9 — ILL, e a2n ’
Anl, an2, App, — WU
kofeny rovnice ¢(u) = 0 oznadil uq, psg, ..., tn. Potom lze Cayleyovu-Hamil-

tonovu vétu ekvivalentné vyjadrit vyrokem, Ze vSechny prvky ,.determinantu
Avo = @(pn)e(tin—1)..0(2)p(p1) jsou rovny nule, nebot pokldddme-li deter-
minant o(ug) za matriz, tu on znaci patrné rozdil M — uy,, tak Ze Aqs. ., znaci
pak matriz (M — py)..(M — p1) t. j. znaci levou stranu v rovnosti Cayley-ove.
([We2], str. 149-150).

7 casti citace (nebot pokladame-li determinant ¢(uy) za matriz) si ¢tenaf
muze uvédomit existenci stale pretrvavajicich nejasnych hran v odliSovani poj-
mil ,,determinant* a ,matice“. Tato nepresna diverzifikace je evidentni i pfimo
z dukazu.

Dale Eduard Weyr podotkl na adresu svého pritele nasledujici mil4 slova:

Hledél jsem tuto vétu obecné dokdzati, vSak se mi to nepodatilo, nebot cesta,
kterd v jednoduchiych pomérné pripadech n = 2,3 vedla k cili, se v obecném
pripadu stdvala neschidnou. Obrdtil jsem se k svému priteli p. Dr. L. Krausovi,
priv. docentu na zdejsi ceské université, s prosbou, aby se pokusil o dikaz; byl
jsem nemdlo potésen, obdriev ihned, ¢eho jsem si pial. Dovolim si reprodukovati
doslovné pékné vvahy p. dra Krause. ([We2], str. 150).

Nasleduje Krausiiv (takika dvoustrankovy) diikaz.? Po predloZeni postupu
svého kolegy vyuzil Eduard Weyr Krausovy myslenky k formulaci své modifi-
kované, mnohem kratsi verze dikazu.

Uvazoval n hodnot zy1, ..., Zg,, pro které plati®?
Lk, 0, ey 0
(M — py) - %kz’ 0 vees _0 =0.
Tkns 0> ) 0

Vztah jsme uvedli opét v autorové podani, abychom si uvédomili, Ze z hlediska
dnesniho zapisu Weyr ,odcital neodecitatelné®, tj. ¢islo od ,,schématu® ¢isel.
Zapis M — p misto M — pFE, kde E znac¢i jednotkovou matici, pouzival autor

~ive

bézné i v pozdéjsich textech. Pod znac¢enim p rozumél skalarni matici uréenou

51 Ten byl prezentovan v podkapitole 2.2 této monografie.
52 Sloupcovy vektor se slozkami xj1, ..., Tk, je tedy vlastnim vektorem pfislusnym vlast-
nimu ¢éislu p.
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hodnotou p, odivodnéni zkraceného znaceni podal roku 1887 v praci O binar-
ngch matricich [We8| (viz pozdéji). V dalsim textu, nebude-li vyslovné feceno
jinak, budeme dle soucasné symboliky do zapist doplhovat matici F.

Pro libovolna Ay, ..., A, ar =1,...,n dale zavedl hodnoty

gr = /\1xlr + /\2127“ + -+ Anxnr

a vypodital soucin matric®

Elv 07 ) 0 11, O; B 0
Dl .o =MD o T
gnv 07 9 0 T1in, Oa ) 0
Tnl, O7 5 0
+ A D =
Tnn, O, , 0
T11, 0, ey 0
:Al(M—ugE)...(M—,unE)-(M—p,lE) ................. + ...
Tin, 0, 5 0
Tnl, O7 5 0

A MM = E) e (M = i 1 E) (M = pnE) [ oo

Znovu poukazme na nedostateéné odliSovani pojmi matice a determinant. Za-
timco na zacatku svého textu Eduard Weyr pouzil pismeno D pro oznaceni
determinantu, v této zavérecné fazi pod symbolem D rozumél pfislusnou ma-
tici.

Z vlastnosti hodnot x1, ..., zx, plyne, Ze vysledna matice je nulova. Jsou-li
&1, ..., &, libovolné, musi byt kazdy prvek matice D (neboli Aqo. ) skutecné
roven nule. Moznost volby libovolnych hodnot &1, .. ., &, autor dokazal v zéavéru
prace. BohuZzel se dopustil obdobné chyby jako Ludvik Kraus. Svou konkrétni
volbou matice v zévéru dikazu jej omezil jen na specialni typ matic, nefesil
pripad vicendsobnych kofent.

53 O nékolik Ffadkt vyse autor psal ve zcela analogickém piipadé o soucinu matriz. V élanku
jsou st¥idavé pouzivany oba terminy. Pojem matrice (matriz) neni v praci nikde zaveden.
Vzhledem ke skute¢nosti, Ze se zfejmé jedné o prvni ¢eskou publikovanou préaci o maticich,
je absence definice prekvapiva.

Uvédomme si, Ze vsoucinu [ 72, (M — p; E) nehraje poradi ¢initela roli. Matice (M — p1; F)
a (M —pjE), i # 34,1, =1,2,...,n, totiz komutuji, nebot jejich soucin je roven linearni
kombinaci matic MM, EM, ME a EE.
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Weyriv dikaz Cayleyho-Hamiltonovy véty nalezl odezvu v zahraniéni li-
teratute. Je zminén jiz v ¢lanku Jamese Josepha Sylvestera Sur la résolution
générale de l’equation linéaire en matrices d’un ordre quelconque [Syl4] z téhoz
roku,?® dale na 71. strané prehledové prace Theorie der gemeinen und hoheren
complexen Grissen [Sul] z roku 1898, jejimz autorem je némecky matema-
tik Eduard Study (1862-1930), na stranach 418 a 419 piepracovaného textu
Nombres complezes [SC1] z roku 1908, ktery napsali Study a francouzsky ma-
tematik Elie Joseph Cartan (1869-1951), a také na strand 448 stati Theorie des
formes et des invariants [MD1] z roku 1907 némecko-francouzské dvojice Fried-
rich Wilhelm Franz Meyer (1856-1934) a Jules Joseph Drach (1871-1949).

Weyrova prace [We2] je referovana Frantiskem Josefem Studnickou v ¢aso-
pisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik.?®

2.5 Exponenciila a logaritmus

e Sur la théorie des quaternions [We3|, 1884

Vstupni branou ke zbyvajicim pracim s tematikou matic z vySe uvedeného
chronologického seznamu lze nazvat ¢lanek Sur la théorie des quaternions z ro-
ku 1884. Préce je rozdélena na dvé ¢asti, které byly publikovany v 98. ro¢niku
francouzského casopisu Comptes Rendus. Francouzské akademii byly predsta-
veny Charlesem Hermitem. V prvni jesté ¢tenar Zadnou poznamku z mati-
cového poétu nenalezne,”® v druhé &asti jsou piedstaveny zajimavé maticové
vysledky. Hned v avodu je totiz pfipomenut (a pomoci konkrétnich ¢ty¥ ma-
tic 1, i, j, k bliZe objasnén) vztah mezi kvaternionem w + i+ yj + zk a matici

54 Konkrétnéji se jedna o nasledujici fadky:

C’est dans les Lectures, publiées en 1844, que pour la premiére fois a paru la belle con-
ception de [’équation identique appliquée aux matrices du troisiéme ordre, enveloppée dans
un langage propre a Hamilton, aprés lut mise a nu par M. Cayley dans un trés important
Mémoire sur les matrices dans les Philosophical Transactions pour 1857 ou 1858, et étendue
par lui auxr matrices d’un ordre quelconque, mais sans démonstration; cette démonstration
a été donnée plus tard per feu M. Clifford (voir ses oeuvres posthumes), par M. Buchheim
dans le Mathematical Messesger (marchant, comme il l’avoue, sur les traces de M. Tait,
d’Edimbourg), par M. Ed. Weyr, par nousméme, et probablement par d’autres; mais les
quatre méthodes citées plus haut paraissent étre tout a fait distinctes l'une de ’autre.
([SyP], dil IV, str. 202)

55 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 17(1885), str. 107.

56V této ¢asti predvedl feSeni tzv. bilateralni rovnice tvaru ag™b+cq”~td+...+gqgh =1,
kde a,b,c,... jsou dané kvaterniony a g hledany kvaternion. Jedna se zobecnéni problému,
ktery vyfesil téhoz roku James Joseph Sylvester. Ten snahu a vysledky Eduarda Weyra
i dalsich matematika fesicich dany problém okomentoval na konci roku 1884 v casopisu
Nature pochvalnymi slovy (citovano i s dvéma chybami ve jménech, spravné je Poincaré
a Buchheim):

The subject could not be in better hands. The ball is served, and the most skilful and
practised players — tha Cayleys, the Lipschitzes, the Poincarrés, the Weyrs, the Buckheims
(and who knows how many more?) — stand round ready to receive it, and keep it flying in
the air. ([Sy16], str. 36)

Uvedené vysledky muzeme vyuzit i pro matice druhého radu, jejich vztah ke kvaternionim
v8ak v prvni ¢asti préice jesté zminén neni.
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druhého fadu

w+zv—1 z+yy/-1
—r4+yv/—1 w—zy/—1"

Na rozdil od ptfedchozi prace O zdkladni vété v theorii matric z roku 1884
Weyr nepouzil pro oznaceni matice jakékoli znaky ohranic¢ujici ¢tvercové sché-
ma.

Pro matici M druhého Fadu definoval matici e™ vztahem:

H1 . a2 oMz . M1
M= —C oy B THRC g
H1 — U2 H1 — K2

kde p1, pe jsou tzv. racines latentes matice M. Latentnimi kofeny matice M
pritom Weyr rozumél (v dnesni fedi) jeji vlastni ¢isla. P¥i pojmenovani kofent
charakteristické rovnice se v této praci piidrzel Sylvesterovy terminologie,”
pozdé&ji vsak od tohoto oznaceni ustoupil. Ostatné pravé v pasazi vénované
zavedeni matice eM se na Sylvestera, resp. na jeho seconde loi de mouvement
algébrique, ktery byl uveden téhoz roku v Comptes Rendus, Weyr odvolal.
Vztah pro eM je totiz obdobou Sylvesterova vysledku, Ze kazdou celistvou nebo
lomenou funkei (M) matice M lze vyjadiit ve tvaru

o(M) = p(p1) — p(p2) M+ - p(p2) — w2 - o) B
H1 = H2 H1 — 2

V piipadé p1 = pe = p je

O(M) = ¢'(1) - M + (p(p) — p’ (1)) E.

Dale Eduard Weyr hledal pro libovolnou matici M a pfisluSnou exponenci-
alni funkci e™ periodu L, tj. matici L, pro kterou plati

Dosel k vysledku, Ze v obecném piipadé je periodou skalarni matice L urcena
hodnotou 2k7i, kde k je celé ¢islo. Uvazujeme-li vSak pouze tzv. matice kom-
planarni s M, tj. matice ve tvaru aM + SF, existuje vedle skalarni periody 27i
jesté neskalarni perioda

M_MQE
M1 — M2 .

211

57V ¢lanku On the equation to the secular inequalities in the planetary theory [Sy10]
z roku 1883 Sylvester pii zavedeni pojmu latent roots napsal:

It will be convenient to introduce here a notion (which plays a conspicuous part in my
new theory of multiple algebra), viz. that of the latent roots of a matriz — latent in a so-
mewhat similar sense as vapour may be said to be latent in water or smoke in a tobacco-leaf.
([Sy10], str. 267, nebo [SyP], dil IV., str. 110)
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Déle Eduard Weyr poopravil vétu o periodéch exponencialni funkce defino-
vané pro komplementarni kvaterniony, kterou uvedl roku 1866 William Rowan
Hamilton v praci Elements of Quaternions [Ha2].

V samém zavéru élanku autor definoval funkei inverzni k funkei e, tj. pii-
rozeny logaritmus log M matice M vztahem®®

elog M _ M

)

z néhoz odvodil ekvivalentni explicitni vyjadieni funkce:

1 —1 1 — ol
log M = og p1 — log 2 M+ M1 108 po — [ 10g [i1
M1 — H2 M1 — p2

kde w a w’ znadi vyse uvedené periody, k a k' jsou cela &isla.

Problematiku matic €™ a log M studoval Weyr i ve svych pozdéji pub-
likovanych spisech O binarngch matricich, O theorii forem bilinearngch, Zur
Theorie der bilinearen Formen, nicméné jejich zavedenim v roce 1884 se stal
zfejmé prvnim matematikem, ktery s exponencidlou a logaritmem s matico-
vym argumentem pracoval. I kdybychom mu toto prvenstvi prifkli nepravem,
jeho zarazeni mezi prikopniky je nezpochybnitelné. Americky matematik Cyrus
Colton MacDuffee v utlé monografii The Theory of Matrices [Mcl| z roku
1933 i Morris Kline mnohem pozdéji v dile Mathematical Thought from An-
cient to Modern Times [KI1] z roku 1972 uvedli v partiich pojednavajicich
o historii této problematiky texty pozdéjsi. MacDuffee zminil (na str. 99) ¢la-
nek Intégration par séries des équations différentielles linéaires [Pnl| z roku
1888, ktery napsal italsky matematik Giuseppe Peano (1858-1932) a ktery je
prekladem jeho italského originalu Integrazione per serie delle equazioni diffe-
renziali lineari z roku 1887, dale praci Emmanuela Carvalla (1856-1945) Sur
les systemes linéaires, le calcul des symboles différentiels et leur application
a la physique mathématique [Cvl] z roku 1891 a kratkou poznamku Note on
the representation of orthogonal matrices [Tb3] Henryho Tabera z roku 1892.
Oba matematikové, MacDuffee i Kline (ten na str. 811), shodné poukazali na
text On the roots of matrices [Mzl] matematika kanadského puvodu Williama
Henryho Metzlera (1863-1943) z roku 1892. Jedn4 se o diserta¢ni praci,® kte-
rou Metzler napsal pod vedenim jiz zminéného Henryho Tabera a amerického
matematika Williama Edwarda Storyho (1850-1930). Metzlerova prace byla
publikovana v ¢asopisu American Journal of Mathematics. Citujme konkrétni
Klinova slova:

E 4 kwE + kW,

In his paper ... Metzler introduced transcendental functions of a matrix,
writing each as a power series in a matriz. He established series for eM e=M

log M, sin M, and sin™* M. Thus

e 9]
M= ZM"/n'
n=0

)

([K11], str. 811)

58 Pridrzime se autorova znadeni, tj. funkci pfirozeny logaritmus matice M budeme znadéit
log M.
59 Prace byla napsana na Clark University ve Worcesteru ve staté Massachusetts.
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Erik Hemmingsen, emeritni profesor na Syracuse University, o Metzlerovi
napsal:5%

William Henry Metzler ... was the one who first pointed out that one could
have the transcendental functions of a square matrix simply by substituting it
into the appropriate Taylor series.

Pro kvaternion ¢ v8ak byly funkce e? a log g studovany jiz dfive, a to v Ha-
miltonovych monografiich Lectures on Quaternions a Elements of Quaternions
z let 1853 a 1866. Dnes bézné vyuzivame vzajemné jednoznaény vztah mezi
maticemi a homomorfismy, proto na tomto misté uvedme jesté skutec¢nost, ze
pro endomorfismus R byl endomorfismus e’ zaveden roku 1888 Peanem v knize
Calcolo geometrico [Pn2| (str. 150) vztahem

R> R3
R —_— E— [
e"=1+R+ o1 + i +...

Autorem reference na Weyrav ¢lanek pro casopis Jahrbuch {iber die Fort-
schritte der Mathematik®! je némecky matematik Stanislaus Ferdinand Victor
Schlegel (1843-1905) piisobici v Hagenu. Déale viz napt. ¢asopis Bulletin des
sciences mathématiques.%?

2.6 Pocatky Weyrovy teorie

e Sur la théorie des matrices [Web], 1885
e Répartition des malrices en espéces et formation de toutes les espéces [Web],
1885

V roce 1885 vysly dva Weyrovy kratké ¢lanky nazvané Sur la théorie des
matrices a Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espe-
ces. Oba byly opét otistény ve francouzském casopisu Comptes Rendus a pred-
staveny Charlesem Hermitem. A¢ jsou datovany do téhoz roku a maji obdobnou
napli, pouzil v nich autor mirné pozménéné pojmenovani pro vlastni ¢isla ma-
tice. V prvnim z uvedenych ¢lankt se Eduard Weyr jesté drzel plného nazvu
latentni koten, zatimco v druhém pouzival jiz jen oznaceni kofen. Vyraznym
spoleénym znakem obou kratkych praci je to, Zze v nich autor ve struc¢nosti
prezentoval nékteré své poznatky, které pozdéji plodné rozvinul a pouzil ve své
teorii charakteristickijch ¢isel a s ni spojené problematice typickych tvari matic.
Podrobné je vysvétlil predevsim v praci O theorii forem bilinearnijch, resp. v jeji
pozménéné némecké verzi Zur Theorie der bilinearen Formen (viz déle).

Teorii vystavél na pojmu nulita matice. V té dobé uzivany pojem nulita
matice znamena (pro ¢tvercovou matici) rozdil fadu a hodnosti matice. Byl

60 Recollections by Erik Hemmingsen, The Department of Mathematics until 1960 [online],
http://math.syr.edu/DeptRecollections.htm

Uryvek je soucasti piispévku o Katedfe matematiky na Syracuse University v New Yorku,
na které byl Metzler v obdobi 1895 az 1923 profesorem.

61 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 16(1884), str. 107.

62 Bulletin des sciences mathématiques 9(1885), str. 54-55.
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zaveden roku 1882 Jamesem Josephem Sylvesterem.53 Skuteénost, ze dnes da-
vame (alespon v zékladnich kurzech linearni algebry) piednost pojmu hodnost,
je logicka, nebot tento pojem mé obecnéjsi vyznam (zahrnuje i obdélnikové
matice). Pojem nulita vSak zaZziva v posledni dobé& své znovuzrozeni.

V élanku Sur la théorie des matrices autor nejprve zminil Arthura Cayleyho
a jeho slavnou l’équation fondamentale (Cayleyova-Hamiltonova véta) a dale
Sylvesterovy matrice dérogatoire. (Piivlastek dérogatoire uzival James Joseph
Sylvester pro matice fadu n, pro které existuje anulujici polynom stupné nizstho
nez n.%%) Poté piistoupil k prezentaci vlastnich vysledkii, které uvedl slovy:

Je suis parvenu a établir un théoréme qui jette du jour sur ce sujet, et que
je me permets de communiquer & I’Académie. ([Web], str. 787)

Pro matici M fadu n zapsal Eduard Weyr rovnici

(M — M\ E)* = F (M = N E)2AF (M — )\, E)* 1t =,

kde A1, Ao, ..., Ay jsou navzajem ruzna vlastni ¢isla matice M, s, s3,..., Sy
jejich nasobnosti a a1, f1, ..., v; nulity matic

M—-ME, M—XFE, ..., M—)\FE.
Cisla a1, f1,...,v1 jsou mensi neZ jim piislusna ¢isla sq, s, ..., Sy, a protoze
prokazdé i =1, 2, ..., u je matice M — \; F singularni, jsou ¢isla aq, 81,...,01
minimalné rovny jedné. Pro pfipad a; = 81 = -+ - = v; = 1 dostavame anulujici

polynom stupné n (tj. tvrzeni z Cayleyho Memodru), v ostatnich p¥ipadech je
v8ak matice M dérogatoire. Autor tak odvodil vysledek, Ze pro danou matici M
stupné n existuje anulujici polynom stupné mensiho nez n pravé tehdy, kdyz
existuje aspoi jedno vlastni ¢islo A matice M, pro které je nulita matice M —\F
vétsi nez jedna.

Dalsim vysledkem ¢lanku je tvrzeni, ze

s1=0a1,5=P1,...,5, =11

63 Zajemce o citaci Sylvesterovy definice nulity (véetné nazvu jeho ¢lanku) odkazujeme na
1. kapitolu této knihy.

64 James Joseph Sylvester zavedl tento pojem v roce 1884 v praci Sur les quantités formant
un groupe de monions analogues aux quaternions de Hamilton [Sy12|. Konkrétné napsal
néasledujici slova:

Avant de considérer l’équation xy = yx, il importe d’avoir une idée nette d’une certaine
classe de matrices que je nomme privilégiées ou dérogatoires, en tant qu’elles dérogent a la
loi générale que toute matrice est assujettie a satisfaire a une équation identique dont le
degré ne peul pas étre moindre que l'ordre de la matrice.

Les matrices dérogatoires sont justement celles qui satisfont a une équation d’un ordre
inférieur & leur ordre propre; on peut les nommer simplement, doublement, triplement, ...
dérogatoires, selon que le degré de l’équation identique a laquelle elles satisfont differe par
une, deuz, trois, ... unités du degré minimum ordinaire (|Sy12], str. 471, nebo [SyP], str. 157)

Tyto matice lze definovat také odliSnymi zpusoby, napfiklad jako matice majici alespon
jedno vlastni &islo A;, pro které dim Ker (A — \;E) # 1, nebo jako matice majici alespon
jedno vlastni ¢islo, k némuz nélezi vice nez jedna Jordanova buiika, nebo samozifejmé jako
matice, jejichz charakteristicky a minimalni polynom nejsou totozné atd.
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plati pravé tehdy, kdyz lze matici M psat ve tvaru
M = A"'MyA,

kde My znadi diagonalni matici, jejiz hlavni diagonala obsahuje vlastni ¢isla
matice M (v po¢tu rovném néasobnosti daného vlastniho ¢isla), a A je matice,
jez ma nulitu nula, tj. v dnes$ni fe¢i matice M je diagonalizovatelné, pravé kdyz
se nasobnost kazdého vlastniho ¢isla \; rovné nulité matice M — \; E.

Dalsi uvedené tvrzeni je vyznamné, jedna se totiz o Weyriv zapis odhadu
nulity sou¢inu dvou matic:

... le degré de nullité d’un produit de matrices est au plus €gal a la somme
des degrés de nullité des facteurs, et au moins égal au plus petit de ces degrés.

([Web], str. 788)

Oznac¢ime-li nulitu matice zkratkou nul, muzeme slovni vyjadieni pirepsat
do symbolického zapisu

nul (M;) < nul (MyMs) < nul (My) + nul (Ms), i=1,2.

Rovnéz tento vztah je tizce spjat s Jamesem Josephem Sylvesterem, ktery
jej predstavil tii roky pifed Eduardem Weyrem, tj. roku 1882.%°

V zéavéru ¢lanku je uvedena véta o nefesitelnosti konkrétni maticové rovnice.
Jestlize N je matice s a-nasobnym vlastnim ¢éislem 0 a «; je nulita matice N
(a1 < @), potom neexistuje matice X, pro kterou by platilo X* = N, kde k je
celé ¢islo vétsi nez o — ay.

Shrnuti Weyrova ¢lanku vyslo v roce 1887 v ¢asopisu Bulletin des Sciences
Mathématiques,®® neobsahovalo viak ani zminku o nutné a postacujici pod-
mince pro diagonalizovatelnost ¢tvercové matice. V nékolika souvétich byly
hlavni vysledky Weyrovy prace rovnéz zapsany berlinskym matematikem Eu-
genem Otto Erwinem Nettem (1848-1919) v referativnim ¢asopisu Jahrbuch
iiber die Fortschritte der Mathematik.5”

V ¢lanku Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les
espéces je ihned v tvodu predstaven novy pojem. Jedné se o charakteristické
¢islo prislusné vlastnimu ¢islu matice. Eduard Weyr uvedl, Ze pro kazdou kom-
plexni matici M tadu n a jeji s-ndsobné vlastni ¢islo A existuje prirozené ¢islo t,
tzv. index matice A piislugny vlastnimu &slu A, pro které je%®

nul(M —AE) < nul(M — AE)? < --- < nul(M — \E)" = nul(M — \E)" = ...

65 Sylvesterova originalni formulace tvrzeni (véetné nazvu prace) je obsazena v 1. kapitole.

66 Bulletin des Sciences Mathématiques 11(1887), Revue des publications académiques et
périodiques, str. 158-159.

67 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 17(1885), str. 109.

68 Soucasny Cesky matematik Jifi Holenda ve své knize O maticich [H11] z roku 2007
nazval toto &islo (pro A = 0) vzestup matice, moderni anglicky psané odborné ¢lanky casto
pouzivaji (pro A = 0) terminu index of a matriz, pro nilpotentni matici nilpotency index
of a matriz. Karl-Heinz Forster a Béla Nagy v praci On spectra of expansion graphs and
matriz polynomials, II [FN1]| zminili sou¢asné terminy indez of A, ascent of A (coz odpovida
Holendové ¢eské terminologii), ale prekvapivé také termin descent of A.
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Oznacime-li

nul (M — \E) =,
nul (M — AE)? = ny + 19,

nul (M — AE)" = +n2 + -+ + 11,

potom pfirozena &isla n1,1s,...,7m; nazveme charakteristickd cisla prislusnd
vlastnimu ¢islu A matice M. Nejedna se tedy o nic jiného nez o prirtastky
nulit matic M — AE, (M — AE)?, ..., (M — \E)".

Pro charakteristicka ¢isla prislusna vlastnimu ¢islu A matice plati:

M =12 > 21y, mtn+---+n=s

Oznac¢ime-li pocty jednotlivych charakteristickych ¢isel (pfislugné ke viem
vlastnim ¢islam Ay, A2, ..., A, matice M) symboly ¢y, to, ..., t,, potom lze
vysledek z ¢lanku Sur la théorie des matrices o anulujicim polynomu mensiho
stupné nez je fad prislusné matice zpresnit rovnosti

(M —\ME)" (M — \E)? .. (M —X\,E)™ =0,

kde polynom na levé strané mé ze vSech anulujicich polynoma matice M
nejmensi stupeii. Jedna se tedy (v dnesni Feci) o minimalni polynom matice M.

Eduard Weyr poznamenal, ze matice M a N jsou podobné, pravé kdyz
maji stejnd vlastni ¢isla a k nim prislusna charakteristicka ¢isla. Dale uvedl
velmi dilezity poznatek: systém vSech vlastnich ¢&isel a jim prislusnych cha-
rakteristickych ¢isel tvori uplny systém invariantii podobnosti matic a ke kazdé
mozné volbé téchto invarianti je pridruzena tiida podobnych matic. Pro soubor
v8ech charakteristickych ¢isel prislusnych ke vem vlastnim ¢islim matice A se
vzil nazev Weyrova charakteristika matice A. Bereme-li v tvahu pouze cha-
rakteristické ¢isla odpovidajici jednomu vlastnimu ¢éislu A, mluvime o Weyrové
charakteristice matice A pFislusné vlastnimu c¢islu .

Weyr déle sestrojil konkrétni matici M fadu n majici dana vlastni ¢isla
a charakteristicka ¢isla a k této matici nalezl s vyuzitim vztahu X = Q 'MQ
v8echny matice X pat¥ici do stejné t¥idy podobnych matic. P¥itom matice M
mé velmi jednoduchy tvar, ktery Weyr pozdé&ji nazval typickym tvarem. Prvky
typického tvaru matice jsou pouze vlastni ¢isla této matice, jednicky a nuly. Az
na nepodstatné zmény v usporadani prvki se jedné o Jordanovu matici.

Resumé druhého Weyrova ¢lanku vyslo opét v ¢asopisu Bulletin des Sciences
Mathématiques,® ¢lanek je zminén i v Easopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik.”™

Na konec této partie podotknéme, ze z uvedenych francouzskych ¢lanki
lze vyc¢ist pouhé zédklady Weyrovy teorie. Jeji prehledné shrnuti bude pozdéji
formulovano jazykem soucasné linearni algebry ve 3. kapitole Weyrova teorie
charakteristickyjch cisel.

69 Bulletin des Sciences Mathématiques 11(1887), Revue des publications académiques et
périodiques, str. 162—163.
70 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 17(1885), str. 109.
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2.7 Teorie matic pro ¢eského c¢tenare

e O binarnygch matricich [We8], 1887

Zcela jiny charakter nez oba francouzské ¢lanky z roku 1885 ma dalsi z Wey-
rovych praci s maticovou tematikou. Spis O binarngch matricich se odlisuje
rozsahem (43 stran), ,hustotou” novych vysledkii (v podstaté absentuji), po-
drobnym odvozovanim a dokazovanim poznatki, cilovou skupinou ¢tenaru i ja-
zykem pouzitym k vykladu. Text byl otistén roku 1887 ve Véstniku Kralovské
Ceské spolecnosti nauk a zfejmé byl primarné urcen pro sezndmeni Sirsi Ceské
matematické obce s maticemi a k objasnéni jejich vztahu s hyperkomplexnimi
¢isly.”™! Jedné se o prvni Gesky text, v némz jsou od zakladi a elementarné
predstaveny nejdulezitéjsi poznatky teorie matic.

Urcitym nedostatkem spisu (pro pochopeni maticového aparatu vSak spise
vyhodou) je skutecnost, Ze teorie je budovana pouze pro jisté ¢tvercové ma-
tice. Binarnymi maticemi totiz autor nazyval matice druhého tadu. Z hyper-
komplexnich ¢isel se tedy vénoval kvaternioniim, ptricemz pod pojmem kvater-
nion rozumél kvaternion s komplexnimi koeficienty,” k odlieni kvaternionu
s realnymi koeficienty pak pouzival privlastku realny. Pojednani zac¢ina slovy:

V jedné ze svijch uvah o matricich ,,Sur les quantités formant un groupe de
nonions analogues auz quaternions de Hamilton“ ... vytknul Sylvester vyslovné
totoznost theorie binarngch matric s theorit kvaternioni; ale jiZ Cayley ve své
zdkladni prdci v tomto oboru ,,On the theory of Matrices®, ... byl k souvislosti
obou theorii poukdzal.

Theorie kvaternioni zaloZena Hamiltonem vzhledem k zamyslenym applika-
cim na dvahdch geometrickych; avsak mebude zajisté nezajimavo prihlédnouti
k ni se stanoviska ryze poctarského, zaujatého v theorii matric.

Nasledugjict, arci velice elementarné wvahy obsahugi zdklady theorie binar-
nych matric a tim i zdklady theorie kvaterniond. (|[We8], str. 358)

Matici Eduard Weyr v této praci definoval jako ¢tvercové schéma sestéavajici
ze CtyT prvki.

Matrict druhého tddu, aneb prosté matrici rozumime v ndsledujicich iva-
hdch soustavu ¢étyr realngch neb komplexnich veli¢in a, b, ¢, d seradéngjch do
¢tvercového schematu

W toa)
([We8], str. 358)

V celé praci pak pouzival bez bliz§iho urceni pouze slovo matrice k ozna-

¢eni matice fadu dva; matice vyssiho fadu ani matice obdélnikové se v textu
nevyskytuji.

71 Kromé Eduarda Weyra se problematikou hyperkomplexnich &isel v &eskych zemich ve
druhé poloving 19. stoleti zabyvali August Seydler (1849-1891), Matyas Lerch, Frantisek
Josef Studnicka a Jan Odstréil (1837-1888).

72 Kvaternion s komplexnimi koeficienty se vé&tSinou nazyva bikvaternion, presnéji také
hyperbolicky bikvaternion. Pojem bikvaternionu byl predstaven roku 1853 v knize Lectures
on Quaternions, jejimz autorem je William Rowan Hamilton.
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Thned po definici poukazal na vzajemné jednoznacny vztah mezi maticemi
a linearnimi substitucemi. Této souvislosti potom vyuzival k nékterym dalsim
definicim, které se dnesnimu ¢tenafi jevi ponékud tézkopadné. Dokumentujme
tuto skute¢nost na dvou trivialnich pfikladech z prvniho paragrafu nazvaného
Addice a subtrakce:

Dvé matrice nazijvame rovnymi a piseme

pakli applikovdny na dvé libovolné hodnoty x, y poddvaji tytéZ hodnoty &, n
t. j. pakli
ar+by=dx+by, cx+dy=cx+dy;

([We8], str. 358-359)

Teprve poté je uvedena ,naSe definice”, tj. rovnost prvka na odpovidajicich
pozicich obou matic. Horsi ¢itelnost textu pro sou¢asného ¢tenare je jesté vice
evidentni ze zavedeni s¢itani matic:

Souctem dvou matric M a M’ t. j.

rozumime matrici, kterd applikovdna na x, y poddvd hodnoty £+&', n+n', pakli
dané dvé matrice transformuji x, y na &, n, resp. na &', .

([We8g|, str. 359)

Také v tomto pfipadé vSak Eduard Weyr uvedl nasledné soucet matic i dle
nasich zvyklosti.

Vedle s¢itani matic zavedl také jejich rozdil, souc¢in a podil a uvedl zékladni
poznatky o téchto operacich. Definoval nulovou a jednotkovou matici, pro regu-
larni matici inverzni matici (ve Weyrové terminologii reciprokd matrice). Kromé
jiz zminéného 1. paragrafu je uvodni vyklad obsahem i 2. paragrafu Multipli-
kace, 3. paragrafu Divise a 4. paragrafu Reciprokd matrice. Zajimavé je, Ze pro
determinant matice Weyr zavedl jesté termin absolutni hodnota matrice. Véta
o nasobeni determinantii je tak v této terminologii zapsdna v maticové feci:

. absolutni hodnota soucinu libovolného poctu matric rovnd se soucinu ab-
solutnich hodnot jednotlivgch faktori. ([We8], str. 365)

Formulace zvlasté tohoto tvrzeni pomoci matic byla v dobé zaméfené na
studium determinanti velmi neobvykla, vZdyt i dnes vétu vyslovujeme jazykem
teorie determinanti.

Zvlastni pozornost vénoval Eduard Weyr skalarni matici ¢ili skalaru. Uvedl
pravidla pro operace s nimi a zdtraznil uzavienost téchto operaci na mnoziné
skalarnich matic. Skalarni matici uréenou hodnotou a nejprve oznagcil (a) a poté
napsal:

. Ze pocitdni se skalarnymi mdtricemi (a) se Tidi témiZe pravidly jako po-
Gitdni s obycejnymi (realngmi neb komplexnimi) veli¢inami a. Z této priciny
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budeme znaditi skalar (a) prosté literou a, magjice vsak na paméti rozdil mezi
skalarem a a obycejnou veli¢inou a. (|[We8], str. 366-367)

Zpétné tak odtvodnil svij (z naSeho pohledu nepfesny) zapis skalarni ma-
tice z predchozich publikaci, na ktery jsme poukazali dfive.

V nésledujicim, Sestém paragrafu Celistvd a lomend funkce matrice zavedl
Eduard Weyr mocninu matice s celym exponentem a uvedl nékteré vlastnosti
pro nasobeni mocnin. Celistvou funkci m-tého stupné matice M rozumél matici

agM™ +a M™ ' + .. 4+ a,E,

kde ag # 0, a1, ..., a,, jsou Cisla, a lomenou funkci matice zavedl jako po-
dil dvou celistvych funkci této matice. Na tyto definice navazal sedmy para-
graf Zakladni rovnice dané matrice a redukce racionalnijch funkci. S vyuZzitim
Cayleyovy-Hamiltonovy véty autor jednoduse dokézal, Ze matice M2, resp. M3
Ize redukovat na linearni funkce matice M, a poté vysledek zobecnil pro libovol-
nou celistvou a racionélni funkci ¢. Jinymi slovy, Ze lze psat (M) = aM + BE,
kde F je jednotkova matice a «, 3 jsou vhodné &isla. Ta jsou zavisla jen na ko-
Fenech matice a lze je vyjadrit dle jiz zminéného ,zékona* (seconde loi de mou-
vement algébrique). V piipadé riznych kofent matice A;, Ag se jedna o vztahy

o = P1) = o) = A1 p(A2) = Ao - (A1)
o A1 — Ag ’ a A1 — Ao

V piipadé \; = Ay = A plati

a=¢'(\), B=pN)+A ¢ ).

Druhy ptipad Weyr odvodil polozenim A\; = Ay +¢ a limitnim piechodem pro e
blizici se nule. Odvozeni uskute¢nil v osmé ¢asti O korenech matrice, jejiz nazev
pfesné popisuje, Gemu je pasiZ vénovana. Po definici vlastnich ¢isel”™ matice

je odvozena vlastnost, ze mé-li matice M vlastni Cisla \;, Ay, mé celistva
p(M)

vlastni

funkce (M) vlastni ¢isla o(N1), @(A2), resp. lomené funkce

1 (M)
51((/\;1))’ z(()i)). Nasleduje text o vyse uvedené zavislosti skalarti o, 3 na

vlastnich ¢islech matice.

V devatém paragrafu Obecnd funkce matrice autor uvedl nésledujici vysle-
dek: jestlize jsou absolutni hodnoty vlastnich ¢isel A\i, Ao matice M mensi nez
je polomér konvergence fady’*

Gisla

00 o0
p(z) = Z%ZU, resp. obecndji  ¢(z) = Z ay2",
v=0

V=—00

potom je definovana i matice

(M) = iavM", resp. (M) = i a,M?,
v=0

V=—00

73 Eduard Weyr v tomto pojednani pouziva k oznaceni vlastniho ¢isla pouze slovo kofen.
V definici navic pFipomnél, Ze Sylvester pouzival pro tento pojem terminu latentni koven.
74 Pripad zahrnujici i zaporné mocniny plati pouze pro regularni matici.

64



aplati (M) = aM+SE, kde se skalary «, 8 uréi pomoci fady ¢(z), konkrétnéji
opét dle Sylvesterova seconde loi de mouvement algébrique.

V desatém paragrafu Typicky tvar matrice se Eduard Weyr zabyval kano-
nickym (typickym) tvarem matice. Uvedl, ze kaZdou matici M lze zapsat ve
tvaru M = Q7' MyQ, kde @ je regularni matice a matice My ma tvar

<)E)17 )(\) ) , jsou-li vlastni ¢isla A1, Ao matice M ruzné,
) 2

< 8’ 2 > , je-li M skaldrni a A\ = Ao = A, a konec¢né

( i\’ ?\ ) , neni-li M skalarni a Ay = Ay = .
Matice M je tedy podobna matici My, kterd ma velmi jednoduchy, typicky tvar.

V jedenéctém paragrafu dospél Eduard Weyr pomoci typického tvaru ma-
tice k vyjadfeni maticové mocninné fady, tj. matice Zi’;o a, M?, ¢imz vysledky
§ 9. na novo potvrzeny. (|[We8], str. 380)

V nésledujici ¢asti nazvané O rovnici nejnizsiho stupné vénoval pozornost
minimélnimu polynomu matice M. Dosel k vysledku, ze pro matici M s dvéma
riznymi kofeny A1, Ag je roven (A — A;)(A — A2) a v piipadé A\ = Ao = Ag je
roven bud A — \g (je-li M skalarni matice), nebo (A — \g)? (neni-li M skalarni
matice).

Ve trindctém paragrafu Resent algebraické rovnice o skalarngjch koefficien-
tech hledal vsechny matice M, které splauji vztah

M"+a M '+ ... +a,FE=0,

specialné pak vztah M™ = E.

Eduard Weyr se i v tomto spisu vénoval komplanarnim maticim. P¥ipomen-
me, Ze matici komplanarni s matici M rozumél kazdou matici tvaru aM + SF,
kde «, 3 jsou skalary. Ukézal, Zze vSechny matice komplanarni s urc¢itou ma-
tici M jsou komplanarni navzajem a ze vysledkem s¢itani a nasobeni kompla-
narnich matic je opét matice komplanarni s maticemi, s nimiz operace prova-
dime. S matici M je rovnéz komplanarni matice X, ktera vyhovuje rovnici

X"+ X" 4. +a,E=M.

Nalezené skutec¢nosti shrnul do nasledujici véty:

Matrice komplanarné s danou neskalarnou matrict

a, b
M = ’
tvoFi tedy system, z néhoZ mevystoupime, applikujeme-li na jeho matrice zd-
kladni operace arithmetické, mocnéni, odmocriovdni, a t. d. (|We8§], str. 386)
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Upozornil rovnéz na skutecnost, ze v pfipadé navzajem komplanarnich ma-
tic je jejich nésobeni komutativni operaci.

Napln patnactého a Sestnactého paragrafu (Periody exponentialné funkce,
Logarithmus matrice) nejlépe vystihuje Weyrova poznamka pod carou: Tento
a ndsledujici § uverejnil jsem v podstaté pod ndzvem ,Sur la théorie des qua-
ternions“ v Comtes Rendus ze dne 26. kvétna 1884. (|[We8], str. 387)

Kromé jiz publikovanych vysledki Eduard Weyr dopsal nékteré nové po-
znatky, napf. Ze pfirozeny logaritmus nulové matice neexistuje nebo ze pii-
rozeny logaritmus skaldrni matice je opét skaladrni matici, konkrétnéji je-li M
skalarni matice uréena hodnotou A, plati log M = (log A+ 2k7i) E, kde k je celé
¢islo. K problematice periody exponencidly s maticovym argumentem se autor
jesté kratce vratil na posledni strané svého pojednéni.

Vztah mezi maticemi druhého radu a hyperkomplexnimi ¢isly, konkrétnéji
kvaterniony, popsal v poslednich tifech paragrafech (Zavedeni étyr zdkladnich
matric, Hamiltoniv system kvaternioni, Pokracovdnt). VySel z nasledujiciho
poznatku: jsou-li Jy,Js, Js, Jy Ctyfi linedrné nezévislé matice druhého radu,
potom lze kazdou matici M druhého rfadu psat ve tvaru

M = p1Jy + p2Jo + p3Js + pada
a matice druhého fadu povazovat za systém hyperkomplexnich ¢isel se ¢tyimi
zékladnimi jednotkami. Neboli slovy autora plati:

Matrici Y, prJi. miZeme poklddati za komplexni ¢islo sloZené z jednotek Jy,
pomoct obycejnych kvantit py. (|[We8|, str. 393)

Dale je zavedena ocekdvanym zptisobem rovnost dvou hyperkomplexnich
¢isel, jejich soucet a rozdil. Soucin je zapsan vztahem

ZkakthJh - Z pkpthJha k7 h = 17 27 37 4.
(k) (k,h)

Soucin Jth lze opét vyjadrit jako linedrni kombinaci zékladnich jednotek.
Polozime-li

Jpdn = ZE§k7h)ij J =1, 2, 37 47
(4)

Ize soucin napsat opét ve tvaru patiiciho do uvazovaného systému:

ZPkaZPth = Z PkPh 25( ;.

(h) (k;h) ()

Koeficienty 5§-k’h) uvedené v této rovnosti se dnes nazyvaji strukturni konstanty

(blizsi vysvétleni viz dale).
Eduard Weyr rovnéz uvedl nékteré konkrétni volby zakladnich matic, velmi
jednoduché je nésledujici varianta:

10 0 1 0 0 0 0
(o) a=(ia) = (i) 2= 1)
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Pro volbu

1 0
n=1=(5 1)

potom hledal zbyvajici tfi matice tak, aby platilo

JoJo = J3Jz3 = —Jy, Jad3 = —J3Jy = J4.

Analogicky lze tyto podminky pii zdméné znaleni Jy, Ja, J3, Jy za symboly
1, i, j, k zapsat znamymi vztahy

i?=i?=-1, ij=—-ji=k

Ukazal, ze pozadované vztahy spliuji matice

amim(8 )0 mie ()
Ak<V”- 0 ).

Souvislost mezi maticemi druhého Ffadu a kvaterniony potom vyjadril nasledu-
jici pozndmkou:

Nyni jest patrné, Ze theorie matric jest totozZnd s theorii kvaternioni; staci

libovolnou matrici
a b
u={a)

wvést do tvaru w + xi + yj + zk, kde w,x,y,z jsou skalary, t. j. do tvaru
kvaternionu, aby ona shoda byla patrna. ([We8§], str. 397)

Dnes bychom fekli, Ze kazdou matici M druhého fadu lze zapsat jako line-
arni kombinaci ¢tyf matic, které tvori bazi vektorového prostoru vSech matic
druhého fadu. Mezi mnozinou usporadanych ¢tvefic ¢isel uvazovaného télesa,
které jsou koeficienty linearni kombinace, a mnozinou kvaternionu s koeficienty
z tohoto télesa existuje bijektivni zobrazeni (izomorfismus).

V zavéru prace Eduard Weyr uvedl néktera konkrétni tvrzeni o kvater-
nionech, kterd jsou analogickd jiz zminénym vétam o maticich druhého fadu
(sou¢in dvou nenulovych kvaterniontt miZe byt roven nule; za jistych podmi-
nek reprezentuje fada >~ a,q" kvaternion apod.) a celou tuto problematiku
shrnul v lakonickém konstatovéani:

Timto spusobem bychom mohli vsecky predchdzejici vysledky, jichZ jsme se
o matricich dodélali, pienésti do theorie kvaternioni. (|[We8], str. 400)

V roce 1890 vysla ve Véstniku literarnim v Casopisu pro péstovani ma-
thematiky a fysiky”® recenze Weyrovych publikaci O theorii forem bilinearnijch

75 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), str. 318-328.
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a O binarnych matricich. Je podepséana feckymi pismeny oa. Préaci O binarnijch
matricich je vénovano priblizné pét stran obsahujicich vesmés strucény vyklad
poznatki publikovanych v tomto pojednéani. V tivodu recenzent poznamenal:

Pro nasi literaturu md z jednotlivijch téchto praci zvldastni dileZitost uvedené
shora pojedndni o binarngch matricich. (str. 318)

Svym nazorem tak autor posudku piisoudil vétsi vyznam pro ¢eskou mate-
matickou komunitu zékladnimu textu o maticich fadu dva nez pozdéji vydané
knize, v niz jsou pfedlozeny vyznamné vysledky teorie matic véetné dnes ce-
néné Weyrovy teorie charakteristickych ¢isel. Z hlediska ohlasii ve svété — a také
z pohledu dnesniho — je pozdé&jsi z tituld mnohem vyznamnéjsi (viz dale). Za-
fadime-li vSak prace do kontextu doby, neni nazor recenzenta tak prekvapivy.
Pro ¢eské matematiky, ktefi se (kromé Eduarda Weyra a Ludvika Krause) teorii
matic nezabyvali a zfejmé nebyli seznameni s vysledky Sylvestera a Cayleyho,
by skuteéné mélo mit elementarnim zpiisobem psané pojednani O binarngch
matricich vétsi piinos. V zavéru recenze je ¢eské matematické komunité dopo-
ruceno studium teorie matic odivodnéné jeji souvislosti s kvaterniony, kterym
naopak u nas urcitd pozornost vénovana byla:

Z toho wysvitd dileZitost studia matic pro kaZdého, kdo spattuje v kvater-
nionech dileZitou pomicku pro studium problémi geometrickijch a kinetickijch,
s timto operacnim kalkulem se zanddi. (str. 322)

Nadéje, které byly recenzentem ve spis vkladany, naplnény nebyly. Ani jeden
Cesky matematik se pro studium matic nenadchl, Eduard Weyr tak jesté po
dlouhou dobu svého nastupce v ¢eskych zemich nenasel.

Ani v zahranid¢i se spis velké reakce nedockal, ¢emuZ se nelze divit. Pro
britské algebraiky pracujici s maticemi byl pfili§ elementarni, pro matematiky
tvorici na evropském kontinenté stal vzhledem k tehdy pretrvavajicimu zamé-
feni na teorii determinanti zfejmé na okraji zajmi. K témto skutecnostem
navic musime pfic¢ist jazykovou bariéru. V 19. ro¢niku ¢asopisu Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik™® vyglo jediné, strohé, némecky psané souvéti
konstatujici, ze tento Weyrtv spis obsahuje zaklady teorie matic druhého radu,
a tim i s ni spojenou teorii kvaternioni. Autorem je FrantiSsek Josef Studnicka.
Prace je uvedena v bibliografii knihy Lectures on matrices, jez je jednou z prv-
nich monografii vénovanych teorii matic a kterou publikoval roku 1934 Joseph
Henry Maclagen Wedderburn.

2.8 Linearni asociativni algebry a algebra matic

o Sur la réalisation des systémes associatifs de quantités complexes a l’aide des
matrices [We9], 1887

e Note sur la théorie des quantités complexes formées avec n unités principa-
les [Wel0], 1887

Kromé spisu O binarngjch matricich publikoval Eduard Weyr roku 1887 také
dva francouzsky psané ¢lanky, jejichz spole¢nym tématem je studium linearnich

76 Jahrbuch {iber die Fortschritte der Mathematik 19(1887), str. 694.
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asociativnich algeber.

Piipomenme, 7Ze linedrni asociativni algebrou nad polem T (jehoZ prvky
nazyvame skalary) rozumime mnozinu A se dvéma binarnimi operacemi, s¢ita-
nim ,,+* a nasobenim ,,*“, definovanymi pro prvky mnoziny A a dale s néso-
benim ,,0“ prvkit mnoziny A prvky télesa 7. Ptitom je (4, +,0) vektorovym
prostorem nad polem 7', déle je (A, +, %) asociativnim okruhem a obé& nasobeni
jsou svazana podminkou

(dxoa)xb=cao(axb)=ax(aob)

pro kazdé a € T'a a, b € A.

V dalsim textu jiz nebudeme (stejné jako Eduard Weyr a jak je to i dnes
zvykem) rozliSovat symbol pro nasobeni a nasobeni skaldrem a ze zapisti sym-
boly pro jejich oznaceni ¢asto zcela vyloucime. Bézi {ay, as, ..., a,} vektoro-
vého prostoru A nazyvame téz bazi linearni asociativni algebry. Vsechny prvky
algebry A maji totiz tvar

n
Z Qjaj,
j=1

kde a; € T

Weyrav tfistrankovy ¢lanek Sur la réalisation des systémes associatifs de
quantités complexes a l’aide des matrices byl publikovan ve Véstniku Kralov-
ské Ceské spole¢nosti nauk. Plynule navazuje na myslenky, které byly uvedeny
v zévéru pojednani O binarnych matricich. Mame tim na mysli zejména sou-
vislost mezi maticemi a kvaterniony.

V tvodu Weyr pripomnél tento vztah a také jeho obecnéjsi pripad:

On sait de quelle maniére le systéme des quaternions de Hamilton peut étre
réalisé, en prenant pour les quatre unités des matrices (substitutions linéaires)
de second ordre convenablement choisies. Plus généralement, si l'on prend m?>
matrices d’ordre m linéairement indépendantes pour des unités d’un systeme
de quantités complexes, ’ensemble de ces quantités sera représenté par tou-
tes les matrices d’ordre m; dans ce systéeme la multiplication sera évidemment
associative. ([We9], str. 616)

Uvedl tak svoji motivaci ke studiu problematiky, jez je v ¢lanku vySetfovana.
Pravé uvedené myslenky ho totiz pfirozené nasmérovaly k polozeni néasledujici
otazky:

»Un systéme des quantités complexre & n unités principales et a multipli-
cation associative étant donné, peut on réaliser ce systéme en substituant aux
n unités des matrices convenablement choisies?* ([We9|, str. 616)

Svymi idejemi a jejich zpracovanim si Eduard Weyr na otazku odpovédél
kladné. Podaftilo se mu totiz reprezentovat linearni asociativni algebru v algebte
matic. UvaZoval linearné nezavislé jednotky ey, es, ..., e, algebry A (dnes
bychom mluvili o bézi linearni asociativni algebry) a jeji prvky vyjadiil ve
tvaru

Srer + e + .+ Epen.
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Jejich soucet, rozdil a soucin jsou dany vztahy

Z Enen Z Eren = Z(fh +&hen,

h=1 h=1
n n n
O &nen)O_&her) = D (€nliener,
h=1 k=1 h, k=1
kde soudiny jednotek eq, es, ..., e, jsou definovany n? rovnicemi
ener = ater + afges + ... +al e, = Zazjej, h,k=1,2,...,n.

Pravé uvedené vztahy jsou dnes nazyvany strukturnimi vzorci. Tzv. strukturni
konstanty aZj musi byt zavedeny takovym zpiisobem, aby nebyla naruSena
asociativnost algebry. Protoze

n n n
_ h _ h J oo
(ener)er = g ayej | er = E ;i g aje; = E E ozkjozh e
j=1 j=1 =1 i=1
a déle
n n n n
k k k h
enlever) =en ) ajje; =Y afjene; =) af; Y ajie; = Z ZO‘ i
j=1 j=1 j=1 =1 i=1

je podminkou asociativity rovnost

n
h
Z %jalz Z Qp; & ]Z'
j=1

Eduard Weyr hledal n matic Fy, Fs, ..., E, fadu n, které by dosadil do
uvedenych vztaht misto jednotek ey, es, ..., e, takovym zpusobem, aby
vSechny rovnosti zistaly zachovany. Polozil

agl a%l PRI a%l
a a e a
En=| 2.0 ol h=EL20n
h h h
Qrp  Qap Unn

Vzhledem k dalsim vypoctim radéji upozornéme, Ze prvky matice Ej jsou
v porovnani s obvyklym zapisem indexovany ,transponované* (prvni dolnf in-
dex znadi sloupec matice, druhy dolni index znac¢i fadek matice).

Matice Ej F, méa na misté il prvek
ZO‘ 0
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. n h ) P PR
matice ijl ay; Ej mé na misté il prvek

n n

h 7 _ k _h
Z Ok O = Z Q5 X
j=1 j=1

Obé matice tedy maji na uvedeném misté stejny prvek. Proto pii Weyrové vyse
uvedené volb& n matic skuteéné plati

EwEy = ap By + ofoBr+ ..+ 0}, By =Y o E;, hk=1,2,... n.
j=1

Matice Fq, Es, ..., E, se nasobi stejné jako jednotky ey, es, ..., e, a existuje
tedy zobrazeni, které kazdému prvku >_" | a;e; asociativni algebry A prirazuje
jeho obraz Y7 | a,E;, tj. prvek algebry ¢tvercovych matic fadu n.

Uvedme v8ak, Ze tyto poznatky nejsou zcela nové, podobné vysledky publi-
koval francouzsky matematik Jules Henri Poincaré (1854-1912) v praci Sur les
nombres complexes [Pil] z roku 1884 a Charles Sanders Peirce” (1839-1914).

Kratkou poznamku o Weyrové praci napsal Eugen Netto v ¢asopisu Jahr-
buch iiber die Fortschritte der Mathematik.™

Dalsi reakce na Weyrovu publikaci nalezneme v prehledovém c¢lanku The-
orie der gemeinen und hoheren complexen Grissen (1898), ktery napsal Edu-
ard Study pro vicesvazkové némecké dilo Encyklopéddie der mathematischen
Wissenschaften, a v jeho pfepracované verzi Nombres complézes (1908), kte-
rou napsala autorskid dvojice Cartan—Study pro francouzskou Encyclopédie
des sciences mathématiques, dale v némecky psané publikaci Repertorium der
hoheren Mathematik (1910), coz je druhé, rozsitené vydani prvniho svazku pu-
vodné italského dila Repertorio di matematiche superiori Ernesta Pascala, ¢i
v obsahlejsim ¢lanku Thomase Hawkinse Hypercomplexr numbers, Lie groups,
and the creation of group representation theory [Hwl] (1972), ktery obsahuje
rovnéz ohlasy na Weyrovy préace Sur la théorie des quaternions, Sur la théorie
des matrices a Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les
espeéces.

Druhy z Weyrovych ¢lankta z roku 1887 vénovany linearnim asociativnim
algebram se nazyva Note sur la théorie des quantités complexes formées avec n
unités principales. V ¢lanku se autor o teorii matic viibec nezminil, jeho obsah
je vSak do Te¢i matic prelozitelny. Vysledky, které v této praci odvodil obecné
pro linearn{ asociativni algebru dimenze n, mtizeme vyslovit pro algebru matic,
jez je prikladem linedrni asociativni algebry. ,Preklad do symboliky a termi-
nologie matic nas vSak nemusi pfilis zaméstnévat, protoze jej provedl autor

77 Charles Sanders Peirce byl synem amerického astronoma, matematika a filozofa Ben-
jamina Peirceho (1809-1880), ktery vybudoval pojem linedrni asociativni algebra. Stalo se
tak v praci s prizna¢nym nazvem Linear associative algebra. With notes and addenda, by
C. S. Peirce, son of the author [Pbl], ktera byla publikovana sice az rok po autorové smrti,
tj. roku 1881, ale jiz roku 1870 byla ¢tena v Americké akademii véd ve Washingtonu. Byl
to pravé Charles Sanders Peirce, jenZ otcovu préci pripravil k tisku a déle ji (jak je z nazvu
patrné) opatfil nékolika poznamkami.

78 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 19(1887), str. 141.
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sam. Pro matice fadu dva se tak stalo (jak jsme jiz vidéli) v praci O binarngch
matricich, pro matice fadu n v knizce O theorii forem bilinearnijch, ktera bude
predstavena pozdéji.

V uvedeném ¢lanku Eduard Weyr fesil zavazny problém, kdy je pro dany
prvek x algebry A fadou

o0
g a, ",
v=1

kde o, jsou komplexni &isla, definovan uréity prvek s algebry A.7 Vysledkem
jeho badéni je vyznamné véta, Ze tento prvek je fadou definovany pravé tehdy,
kdyz kofeny minimélntho polynomu prvku z lezi uvnitf kruhu konvergence
mocninné rady

SO(C) = Z a,¢”.
v=1

Uvedme na tomto misté originalni Weyrovu formulaci tohoto tvrzeni, aby-
chom dolozili skute¢nost, ze se jedna o vétu vyslovenou ve tvaru ekvivalence:

Pour que (2) définisse une quantité complexe, il faut et il suffit que les
Tacines 1, ...,y se trouvent dans le cercle de convergence de la série ¢(().
([Wel0], str. 207)

Thned na dalsich Fadcich je vSak napsana — a to navic odlisnym, méné vy-
raznym fontem — tato poznamka:

A la vérité, ces racines peuvent méme étre sur la circonférence de ce cercle,
st toutefois la série p(C) el ses dérivées considérées plus bas convergent pour

C = p1, P2y -« vy b, comme cela découle immédiatement de la démonstration
qu’on va lire. ([Wel0], str. 207)

Existuje-li prvek s rovny uvazovanému nekone¢nému souctu, lze jej vyjadrit
jako linedrni kombinaci prvka z, 22, ..., 2™, kde m +1 je stupeit minimalniho
polynomu prvku x. Tedy plati rovnost

oo
g yx’ = Ama™ 4 am1z™ 4+ Ay
v=1

Problematiku pritom Eduard Weyr studoval nejprve pro specialni piipad, kdy
ma rovnice
AL Ly N A =0

79 Weyrtv zptsob zavedeni konvergence uvazované fady je ukazan na str. 92 této mono-
grafie v ramci rozboru Weyrovy mladsi prace [Wel2]. Pfesnéji Feceno, pojem je na uvedeném
misté definovan pro méné obecny pripad, kdy prvek z je étvercovou matici M, coz viak nema
na zavedeni pojmu vyznamny vliv (porovnani obou pristupi viz str. 95).
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pouze jednoduché koteny 0, A1, A, ..., Apm. Za této podminky lze koeficienty
linearni kombinace vypoéitat®® pomoci tzv. Lagrangeovy formule a je tedy

N~ ¥() P)
;O{ul’ —:C’;::l/\k P/()\k) x—Ak’

kde P(x) znadisoudin (x—A1)(x—A2) ... (x—A), P'(2) jeho derivaci a konecné

O(A\k) = @A + @ AT L a

Dale studoval pripad, kdy ma uvedena rovnice vicenasobné koteny. Jestlize
uvazované rada konverguje, dospél k vyjadieni jejtho sou¢tu pomoci jisté line-
arni kombinace a ukazal, jak je moZno nalézt jeji koeficienty.

V zavéru clanku uvazoval lineadrni asociativni algebru, jez mé jednotkovy pr-
vek a zaroven pro prvek z existuje prvek inverzni. Za dodrZeni téchto podminek

oo
g a,”

studoval obecnéjsi radu
V=—00

a opét nalezl nutnou a postacujici podminku jeji konvergence. Pti odvozovéani
pritom vyuzil dvojice fad

PO = " a Y= a,("
v=1 v=1

a jejich poloméri konvergence.

Podrobnéjsi popis Weyrovy préace s maticovou mocninnou fadou (tj. pro
piipad, kdy linearni asociativni algebrou bude algebra matic) nalezne ¢tenar
v dalsim textu pfi rozboru prace O theorii forem bilinearngjch. Uvédomme si
vSak jiz nyni, Ze tyto vysledky mohou byt v Feci teorie matic vyloZeny mirné po-
zménénym zpusobem, nebot v prostoru vSech ¢tvercovych matic fadu n existuje
jednotkovy prvek (jednotkova matice prislusného fadu), coZ umoziuje zjedno-
duSeni nékterych zapist.

Vysledky Weyrova ¢lanku Note sur la théorie des quantités complexes for-
mées avec n unités principales byly shrnuty na dvou stranach v ¢asopisu Jahr-
buch iiber die Fortschritte der Mathematik.®! Autorem tohoto referatu je vy-
znamny némecky matematik Adolf Hurwitz (1859-1919), ktery v té dobé pi-
sobil v Konigsbergu (Kralovec).

Véta o konvergenci mocninné fady je povazovana za jeden z nejvyznamnéj-
$ich vysledki Eduarda Weyra. Tento vysledek pro mocninné fady s maticovym

80 Prvky x2, ..., 2™~ rovnéz nalezi algebie, a tudiz je lze vyjadfit vztahy
n n n
2% = ZﬁQuew 2% = Z/B3l/el/7 cees am !t = Zﬁ(mfl)uelf'
v=1 v=1 v=1

Z této soustavy linearnich rovnic pak lze hledané hodnoty nalézt eliminaci zdkladnich jedno-
tek.
81 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 19(1887), str. 367-368.
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argumentem je viak ¢ast&ji spojovan se jménem Kurta Hensela®? (1861-1941),
ktery se narodil v Koénigsbergu, avSak od détstvi zil, studoval a ptsobil v Né-
mecku (Berlin, Bonn, Marburg). V pfedchozim jiz bylo zminéno ponékud roz-
poruplné znéni Casti véty tykajici se vlastnich ¢isel lezicich na obvodu kruhu
konvergence. Navic ve Weyrové préaci chybi dikaz této ¢asti. Véta byla Hen-
selem predstavena a dokézana v plném znéni v &lanku Uber Potenzreihen von
Matrizen [Hn2] v roce 1926. V avodu prace Hensel napsal:

Diese Frage hat nun eine sehr schéne und einfache, jedoch nicht vollstindige
Beantwortung durch einen Satz von E. Weyr gefunden (...); sein Beweis ist aber
ziemlich kompliziert und gibt, wie mir scheint, nicht die volle Finsicht in die
Natur dieser einfachen Frage.

Ich méchte daher in diesen Zeilen eine neue und vollstandige Beantwortung
dieser Frage geben, die aus den Resultaten meiner Abhandlung , Uber Kérper
von Matrizen® (...) unmittelbar hervorgeht. (|[Hn2|, str. 107)

Po uvedeni svych vysledki jesté na posledni strance textu zduraznil:

Nur den ersten Teil dieses allgemeinen Satzes hat E. Weyr in der oben
erwdihnten Abhandlung aufgestellt und bewiesen. ([Hn2|, str. 110)

Obdobny nazor vyjadiila i autorska dvojice Herbert Westren Turnbull a Ale-
xander Craig Aitken v monografii An Introduction to the Theory of Canonical
Matrices z roku 1932:

The theorem on the convergence of a matriz power series is due to Ed.
Weyr, ... The full statement for multiple latent roots is to be found in a paper
by K. Hensel, ... ([TA1], str. 81)

Stejného nazoru byl i Cyrus Colton MacDuffee, ktery v roce 1933 ve své
monografii The Theory of Matrices po uvedeni véty o konvergenci maticové
mocninné fady®® napsal:

This theorem and proof are due to K. Hensel. E. Weyr had previously pro-
ved the theorem for the case where mo characteristic root lies on the circle of
convergence. (|[Mcl], str. 98)

82 Mezi jeho uéiteli nalezneme mnoho znamych jmen. Uvedme alesponi Leopolda Kronec-
kera, Karla Theodora Wilhelma Weierstrasse, Gustava Roberta Kirchhoffa (1824-1887) ¢i
Rudolfa Otta Sigismunda Lipschitze (1832-1903). Kurt Hensel byl nejvice ovlivnén Kronec-
kerem, u néhoz napsal v Berliné svoji diserta¢ni praci Arithmetische Untersuchungen tiber
Diskriminanten und ihre ausserwesentlichen Teiler (1884). V dlouhém obdobi 1895 az 1930
vydal rovnéz pét svazkt Kroneckerovych sebranych spisa.

Pro zajimavost zminme v kratkosti nékteré zakladni tdaje o vyznamné Henselové ro-
ding. Mezi predky (o ¢tyri generace zp&t) Kurta Hensela patii filozof Moses Mendelssohn
(1729-1786), ktery byl dédeckem svétoznamého hudebniho skladatele Felixe Mendelssohna
(1809-1847). Fanny Mendelssohn (1805-1847, pozdé&ji Fanny Hensel), sestra Felixe Men-
delssohna a babicka Kurta Hensela, byla rovnéz uznavanou skladatelkou a pianistkou. Otti-
lie Ernestine, dalsi vnucka Mosese Mendelssohna, si vzala za muze némeckého matematika
Ernsta Eduarda Kummera (1810-1893) a jejich dcera se stala Zenou némeckého matematika
Hermanna Amanduse Schwarze (1843-1921).

83 Jedna se o nasledujici fadky:

Theorem 49. The power series P(A) converges if and only if every characteristic root
of A lies inside or on the circle of convergence of P(\), and for every v-fold characteristic
root A; which lies on the circle of convergence, the (v—1)-th derivative P~ (\;) converges.
([Mc1], str. 98)
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Rovnéz ameri¢ti matematikové Nelson Dunford (1906-1986) a Jacob Theo-
dore Schwartz (1930-2009) v 1. dilu®® svétoznamé monografie Linear opera-
tors [DS1] z roku 1958 piisoudili vysledek Henselovi:

A special case of Theorem 1.9 is due to Weyr [...[, and in full generality it
was proved by Hensel [...[. (|DS1], I. dil, 2. vydani, str. 607)

Weyrav ¢lanek Note sur la théorie des quantités complexes formées avec
n unités principales je zminén i v pracich, které byly publikovany diive nez
pravé uvedené texty. Jejich autori v8ak prvenstvi v publikovani tvrzeni nikomu
nepiisoudili. Piikladem je Eduard Study, ktery jiz na pfelomu 19. a 20. stoleti
v némecké encyklopedii matematickych véd (Encyklopédie der mathematischen
Wissenschaften) napsal:

Ed. Weyr hat die Bedingung dafiir angegeben, dass eine Potenzreihe Y a,z”
convergiert in der die Coefficienten a, Gewdhnliche complexe Grissen sind,
x aber eine Grisse eines beliebigen Systems bedeutet. Er findet, dass die Wur-
zeln 1 der charakteristischen Gleichung (46) dem Convergenzgebiete der ge-
wohnlichen Potenzreihe Y a,x” angehdren miissen. ([Sul], str. 182)

Dalsi reakce na tento Weyruv ¢lanek lze nalézt v praci Einfihrung in die
Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen auf funktionentheoretischer
Grundlage [S13],%° (1922), kterou napsal mad’arsko-némecky matematik Ludwig
Schlesinger (1864-1933). Weyrova publikace je referovana rovnéz v ¢lanku The
equivalence of definitions of a matric function [Ril|, ktery roku 1955 publikoval
Robert F. Rinehart (7-1985). Detailngjsi predstavu o naplni prace poskytne
nésledujici citace:

As a result there have been proposed in the literature since 1880 eight distinct
definitions of a matric function, by Weyr, Sylvester and Buchheim, Giorgi, Car-
tan, Fantappié, Cipolla, Schwerdtfeger and Richter. Attention has been given in
only a few cases to the equivalence, or non-equivalence, with other definitions,
or to what combinatorial propereties of scalar functions were preserved. The
casual reader in the field thus gains the impression that a considerable number
of essentially distinct extensions of scalar functions to matrices has been achie-
ved.

The principal purposes of this paper are to show that:

(a) All of the definitions except those of Weyr and Cipolla are essentially equiv-
alent.

(b) Weyr’s definition is less general than these siz, but coincides with them
when it is applicable.

(c) ...

The power series definition of a matric function probably occured to
a number of mathematicians prior to Sylvester’s paper. However, E. Weyr [...],
in 1887, appears to have been the first one to give a convergence criterion for

84 Ve druhém dile je Weyriiv ¢lanek Note sur la théorie des quantités complexes formées
avec n unités principales uveden v seznamu literatury.

85 Jedna se o t¥eti vydani prace s origindlnim nazvem FEinfihrung in die Theorie der
Differentialgleichungen mit einer unabhdngigen Variabeln, ktera vysla roku 1900.
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a matric power series. The power series definition is a natural extension of
polynomial functions of a matriz. (JRil], str. 396, 398)

Ohlasy na Weyruv francouzsky ¢lanek nalezneme i v pracich tfetiho ti-
sicileti. Transti matematikové Mehdi Dehghan a Masoud Hajarian (nar. 1984)
v ¢lanku Determination of a matriz function using the divided difference method
of Newton and the interpolation technique of Hermite [DH1| z roku 2009 né-
kolikrat citovali Rinehartiv ¢lanek [Ril] a obdobné& jako on uvedli piehled
ruznych definic maticovych funkci, mezi nimiz predstavili i pfistup Eduarda
Weyra. Jeho ¢lanek [Wel0] ale v seznamu literatury neuvedli.

Uc¢inil tak v8ak Scott Duke Kominers v kratké poznamce Finding matrices
that satisfy functional equations [Knl] z téhoZ roku 2009. V ni ocenil uzite¢nost
Weyrovych vysledkt pii hledani matic splaujicich riizné druhy funkcionélnich
rovnic.

2.9 Matice (a bilinearni formy)

e O theorii forem bilinearngch [Wel2], 1889
e Zur Theorie der bilinearen Formen [Wel3], 1890
e O theorii forem bilinearngch [Wel7], 1901

Ke kompletaci Weyrovych publikaci o maticich jesté chybi spis O theorii
forem bilinearnych z roku 1889, resp. jeho némecky psané, pozménéna verze
Zur Theorie der bilinearen Formen z roku nasledujiciho, v nichZ jsou mimo
jiné podrobné vylozeny vysledky uvefejnéné v kratkych, francouzsky psanych
¢lancich z roku 1885 nazvanych Sur la théorie des matrices a Repartition des
matrices en espéces et formation de toutes les espéces. Dan& problematika se
tyka tzv. Weyrovy teorie charakteristickijch ¢isel. Dalsi drobnou Weyrovu praci
nazvanou O theorii forem bilinearnych muZeme nalézt ve sborniku 3. sjezdu
ceskych prirodozpytcu a lékaiti konaného roku 1901 v Praze. Jedna se o kratky
text zachycujici Weyrav prispévek, ktery na sjezdu pronesl.

Vratme se v8ak nejprve k ceské, vice nez stostrankové praci O theorii forem
bilinearnych. Jeji rukopis byl zaslan k posouzeni Kralovské ¢eské spolecnosti
nauk, aspiroval na jeji jubilejni cenu. Aby byly posudky objektivni, byl odeslan
anonymné (pod heslem ,Plzeii). Nicméné z jeho obsahu, navaznosti na jiné
prace apod. muselo byt ¢lentim komise ziejmé, kdo je autorem.56

Posudky vypracovali Frantiek Josef Studnitka a Josef Solin. Studni¢ka na-
psal:

. rukopis mathematickyj, ..., v némz se na zakladé nékterych jiz zndmych,
nammnoze vsak novych, pivodnich vyzkumi poddvd strucénd nauka o jmenova-
nych formdch c¢ili tvarech.

86 Vzhledem k ,,anonymit&“ tak muzeme ve spisu nalézt vétu, v niz se Eduard Weyr odvo-
lava jmenovité sdm na sebe, aniz by prozradil svou identitu:

Tim dokdzdny vyroky obsaZené v prdaci Ed. Weyra ,,Répartition des matrices en espéces
et formation de toutes les especes®, ... (|Wel2], str. 60-61)
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Obsahem svym Tadi se spis tento k mejmodernéjsim vymoZenostem védy
mathematické a jest hoden vsim prdavem plného uzndni, jakéhoZ se mu zajisté
dostane, azZ bude uverejnén.

V celku zasluhuje spis tento plnou meérou, aby cenou jubilejni byl poctén.
([Wel2], str. 3)

Z Solinova posudku vybirdme néasledujici kratké pasaze:

Prdce tato, ..., vztahuje se k onomu velezajimavému oddilu vyssi algebry,
jenz ,operuje operacemi”...

Neni pochybnosti, Ze prdce tato, uvddéjic v theorii matic novou pomicku,
jest plodem samostatného baddni spisovatelova; md skutecnou cenu védeckou
a hovi slusnou mérou i ostatnim vyminkdm statutu a requlativu. Proto po mi-
néni niZepsaného prdace tato zasluhuje, aby pocténa byla honordiem z jubil.
fondu pro védeckou literaturu ceskou. ([Wel2], str. 3, 4)

Néavrhy Studnicky a Solina na udélenf ceny Weyrovu spisu byly vyslySeny
a byl sepsan ,nalez* podepsany predsedou Kralovské ¢eské spolec¢nosti nauk
Wécslavem Wladivojem Tomkem®” (1818-1905) a hlavnim tajemnikem spole¢-
nosti Josefem Kalouskem®® (1838-1915):

Krdlovskd Ceskd Spolecnost Nauk ve schizi dne 8. kvétna 1889 vyslechsi po-
sudky zde niZe poloZené, usnesla se jednomysiné, pritomnyj spis pana professora
Eduarda Weyra poctiti honordiem z jubilejniho fondu pro védeckou literaturu
ceskou, a vydati jej ndkladem téhoz fondu. (|[Wel2], str. 3)

Publikace je autorem uvedena sebevédomymi — musime vS8ak uznat, Zze ne
nadnesenymi — slovy:

Prednim tcelem tohoto spisu jest uvedeni mnové pomicky do theorie bili-
nearnych forem, t. theorie soustav, hlavné normalnijch soustav prislusngch dané
matict.

O plodnosti téchto wvah necht ctendr sam rozhodne; zde jen tolik podotykdm,
Ze novd methoda stacila m. j. na uplné Teseni zdkladniho problemu soucasné
transformace dvou bilinearnijch forem pro pripad Weierstrassem teSeny ...

Posledni kapitola poddvd upotrebeni v theorii linearnijch differencialngch
rovnic; v ni odvozen a do jisté miry doplnén hlavni theorem Fuchsovy proslulé
prdce ... ([Wel2], str. 5, 6)

Ctenafe moiné prekvapilo, ze knizku s nazvem O theorii forem bilinearnyjch
fadime mezi prace z teorie matic. Jeho pochyby snad budou rozptyleny nasle-
dujici citaci avodnich fadkta prvni kapitoly, jejiz nazev O pocitani s maticemi
také mnohé napovida:

87 Wacslav Wladivoj Tomek (Ritter von), téz Vaclav Vladivoj (rytit) Tomek, byl &esky
historik, politik a pedagog. Po rozdéleni University Karlo-Ferdinandovy na univerzitu né-
meckou a Ceskou v roce 1882 se stal prvnim rektorem ceské univerzity. Nejvyznamnéjsi jeho
publikaci je dvanéactisvazkové dilo Déjepis mésta Prahy.

88 Josef Kalousek byl &esky historik vénujici se eskému statnimu pravu, docent ceskych
dé&jin na eské univerzité v Praze, prvni Zivotopisec Frantiska Palackého (1798-1876). Byl
rovnéz historiografem Kralovské ceské spole¢nosti nauk.
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1. Bilinearnou formu

Z ARkThYks (h, k=1,2,...,n)
(h, k)

lze stanoviti soustavou nn koefficienti ayy, setadéngch do ¢tvercového schematu
tim spiisobem, Ze prvek ¢ili element oznaceny symbolem apy polozen do h'¢
radky a do k"° sloupce; takovou soustavu nn prvki zoveme dle Cayley-e mati-
ci n"° vddu (matriz, matrice) a oznacujeme symbolem ||ans|| anebo strucnéji
jedinou literou A pisice

A = [lank||-

([Wel2], str. 7)

Otézka, jaky duvod vedl autora ke zvoleni nazvu O theorii forem bilinear-
ngjch, nebude ziejmé nikdy zodpovézena. Mozna byla autorova volba snahou
o0 zvétSeni zajmu o praci, nebot pojem bilinearni forma byl (na rozdil od pojmu
matice) ¢eskym matematikiim dobfe znam a titul spisu tak daval na védomi,
kterad ¢ast matematiky je v ném obsaZena. VeSkera problematika vSak byla
vyloZena v nové symbolice a terminologii. Cely text je psan Fe¢i matic, termin
bilinearni forma se v ném takika nevyskytuje. Kromé jiz uvedené prvni definice
jej nalezneme pouze na nékolika mistech v jediné (konkrétné jedenacté) kapi-
tole. Nesoulad obsahu prace s jejim nazvem komentoval i uznavany matematik
a historik teorie determinanttt a matic Thomas Muir v praci Contributions to
the History of Determinants 1900-1920 [Mu4] z roku 1930:

The title of the paper might thus well have been The theory of matrices
with an application to bilinear forms and an application to linear differential
equations. ([Mud], str. 3-4)

Prvni fadky spisu O theorii forem bilinearngjch jsme uvedli také kvili za-
vedeni terminu matice, ktery je zde autorem poprvé pouzit. V piedchozich
publikacich Eduard Weyr pouzival termint matrice, resp. matrix, na jejichz to-
toznost s novym terminem matice zde poukazal.®? V recenzi knihy O theorii
forem bilinearngch publikované roku 1890 v éasopisu pro péstovani mathema-
tiky a fysiky®? se pige:

Proni z uwvedenijch spist opird se o jisty druh operacniho kalkulu, ot. zv. theo-
rii matric, ¢ili jak se nyni s upFilisnénygm purismem Tikd, matic; ... (str. 318)

Slovo matrice pochézi z némeckého Matrize, které je vSak samo adaptaci
francouzského matrice. Toto francouzské slovo pochézi z latinského matriz (kde
znak ~ znad¢i délku ve vyslovnosti), jez znamena ,,(zvifeci) matka, déloha® a je
odvozené od slova mater znamenajici ,,matka‘. Rovnéz ¢esky termin matice ma

89 V této souvislosti je také zajimavé, Ze na 97. strané knizky odkazuje Eduard Weyr na
svoji studii O binarnych matricich nazvem O binarnych maticich. Jedna se pouze o tiskovou
chybu?

90 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), str. 318-328.
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sviij etymologicky ptvod ve slové matka. Jeho prvni vyznam ve smyslu ,,matka
groubu” se pouzival pod vlivem némeckého ,,Schraubenmutter.?!

Vzhledem k tomu, Ze kolem roku 1890 nedoslo v ¢eském jazyce k zadné
zméné oduvodnujici vynechani pismene ,,r* ve slové matrice, a také na zakladé
vySe uvedené citace z recenze Weyrova spisu se domnivame, ze pouzivani nového
terminu matice bylo zptisobeno puristickou snahou ¢eské matematické obce
pouzivat slovo domaci misto slova pivodu némeckého, a nasledkem této zmény
bylo i vyhodné odliseni obou pojmu. Svou roli jisté sehrala i podobnost obou
slov, kter4 je v8ak z etymologického hlediska zcela nahodné, nebot puvod ceské
piipony ,-ice “ neni totozny s pivodem cizi pfipony ,-ice*.%?

V prvni kapitole této préace jsme podrobnéji popsali, jak se svétovi mate-
matici priblizné na prelomu 19. a 20. stoleti pomalu odklanéli od Feéi teorie
determinantt a teorie bilinearnich a kvadratickych forem a zacali davat pred-
nost symbolice a terminologii teorie matic. Eduard Weyr patfil k prvnim ma-
tematiktim, ktefi se snaZili o propojeni teorie matic a teorie bilinearnich forem.
Dikazem je mimo jiné pravé rozebirany spis.

Weyrova priace O theorii forem bilinearngch je rozdélena do t¥inacti ka-
pitol. V prvni z nich je zavedena rovnost matic, sé¢itani, od¢itani a nasobeni
matic, zapsany jsou zékladni vlastnosti téchto operaci. Je zde definovana nu-
lov4, jednotkova, skalarni a inverzni (reciprokd) matice a uvedeny nékteré jejich
vlastnosti. Druha kapitola O skladdni soustav pojednava piedevsim o linearni
nezévislosti n-tic (linearné neodvislych systemii).

Treti kapitola je nazvana O nullité matic. V ni Eduard Weyr nejdiive pii-
pomnél pojem nulita matice a v té souvislosti zminil Sylvestera, zcela ana-
logicky uéinil totéz i s pojmem hodnost matice a jménem Kroneckera.”® Oba
pojmy zavedl pomoci nulovosti a nenulovosti subdeterminantti. Nicméné pojem
hodnost matice charakterizoval i pomoci maximalniho po¢tu linedrné nezavis-
lych radka, resp. sloupct matice.

Je-li v nejuétsi pocet linearné neodvislyjch systemaii, jez lze vybrati z (a'), ...,
(x(o‘)), pak jest r hodnosti napsaného schematu a naopak; podobné plati vijrok,

Ze hodnost r napsaného schematu jest mazximalni pocet linearné meodvislyjch
sloupcii jeho. ([Wel2], str. 20)

91 Uvedené etymologické informace jsou prevzaty z publikace Rejzek J., Cesky etymologicksj
slovnik, Leda, Praha, 2001, str. 368, 1. vydani. Na téze strané Ctenar nalezne i etymologii
slova matka.

Puavod slov matrice, matice, matka viz téz:

Machek V., Etymologicky slovnik jazyka ceského, Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie
véd, Praha, 1968, 2. opravené a doplnéné vydani.

Holub J., Lyer S., Strucny etymologicky slovnik jazyka ceského se zvldstnim zretelem k slovim
kulturnim a cizim, Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1967, 1. vydani.

92 Nage domnénky jsou podepieny nazory pana prof. RNDr. Vaclava Blazka, CSc., z Ustavu
jazykovédy Filozofické fakulty Masarykovy univerzity v Brné a dale pana doc. PhDr. Jifiho
Rejzka, Ph.D., z Katedry ¢eského jazyka Filozofické fakulty Univerzity Karlovy v Praze, které
byly poskytnuty v korespondenci.

93 Eduard Weyr napsal: Kronecker pravi, Ze matice A jest hodnosti ... ([Wel2], str. 20)

Pokud vsak chtél pfipomenout prvniho matematika, ktery pracoval s hodnosti matice, mél
spravné zminit Georga Ferdinanda Frobenia — viz 1. kapitola.
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Timto vyjadienim na konci osmdesatych let 19. stoleti Eduard Weyr opét
predbéhl svétovou matematiku. Problematika hodnosti matice byla totiz jed-
nou z oblasti, v niz se vétSina matematiki nejdéle drzela Fe¢i determinantii,
coz navic komplikovalo i formulovani jasné a struc¢né podminky pro fesitelnost
soustav linearnich rovnic.?* Pravé studium soustav linearnich rovnic je dalsi
naplni spisu. Autor zformuloval vétu, Ze pro homogenni soustavu n linearnich
rovnic o n neznamych je pocet linedrné nezavislych feSeni roven nulité matice
soustavy.?® Uvedl rovnéz sviij odhad nulity souéinu libovolného poétu matic,”®
tj. ze nulita sou¢inu matic je vétsi nebo rovna nulité kazdé matice a zaroven
mensi nebo rovna sou¢tu nulit jednotlivych matic. Navic zapsal dva specialni
piipady, kdy lze nulitu souc¢inu stanovit presné. V prvnim piipadé uvazujeme
dva nesoudélné polynomy ¢ a 1. Potom nulita soufinu matic (M) a (M) je
rovna souc¢tu nulit téchto matic, tj.

nul (p(M).4(M)) = nul (p(M)) + nul (¢ (M)).

Vztah pritom plati i pro libovolny kone¢ny pocet polynomii. Druhy piipad je
velice trividlné odvoditelny. Pokud matici M s nulitou a nasobime maticemi re-
gularnimi (tj. maticemi, jejichz nulita je rovna nule), plati pro nulitu soudinu @
soucasné o > w > «, a tedy w = a.

Ve ¢tvrté kapitole O kofenech matice a jich charakteristickyjch c¢islech autor
predstavil charakteristickou rovnici pro matici fadu n ve tvaru

ain — A, a2, . a1n
ast, aga — A, ... aop -0
An1, an2, Opn — A

a rovnéz ve tvaru
FO) = (=D)" A"+ NP e 2 4, = 0.

Navic vyjadril jednotlivé koeficienty cq, co, ..., ¢, jako soucty vSech minoru
fadu n — k vzniklych vypusténim k fadkt a k sloupct o stejnych indexech.
Tyto subdeterminanty dnes nazyvame hlavnimi. Poté definoval vlastni ¢isla
matice, kterd nazval koreny matice (a stejné jako ve spisu O binarngch
matricich pripomnél Sylvestertv termin latentni kofeny matice). Dale doka-
zal, ze jsou-li A1, Ao, ..., A\, vlastni ¢isla matice M a je-li ¢ polynom, potom
©(A1), p(A2), ..., p(A,) jsou vlastni ¢isla matice ¢(M), a pokracoval odvo-
zenim dulezitého vysledku z oblasti podobnosti matic. Ukazal, Ze matice M
aP=Q 'MQ, kde Q je regularni matice, maji stejna vlastni ¢isla.

94 Vice viz 1. kapitola.

95 Pfipomeiime, 7e vysledek byl pomoci nenulovosti subdeterminantit (tj. v podstaté po-
moci hodnosti matice) predstaven Heinrichem Richardem Baltzerem roku 1857 v monografii
Theorie und Anwendung der Determinanten — viz 1. kapitola.

96V textu Eduard Weyr zminil Sylvesteriv dolni odhad, o hornim odhadu tvrdil, Zze nevi,
zda jej Sylvester rovnéz odvodil (... jelikoZ jsem se nemohl dopiditi prdce ..., kterou Sylvester
.. wvddi.) ([Wel2], str. 25)
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V zavéru kapitoly Eduard Weyr definoval dulezity pojem charakteristickd
¢isla prislusna k vlastnimu ¢islu A matice M, ktera zavedl jiz ve své praci Ré-
partition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces z roku 1885.
Definoval je zde nejprve pro matici M o s-nasobném vlastnim ¢islu 0 a zopa-
koval jejich dulezité vlastnosti (tvoii nerostouci posloupnost; jejich soucet je
roven nasobnosti vlastniho ¢isla 0). Teprve poté uvedl zobecnéni, které odvodil
elementarnim zpusobem z prvniho pfipadu. Méa-li totiz matice M s-nésobné
vlastni ¢islo A\, potom matice M — AE mé vlastni ¢islo 0, a to opét s-nésobné
(z nasledujici ukazky je zfejmé Weyrovo znaceni, které se mirné odchyluje od
nasSeho, resp. dnes ¢asto pouzivaného, presto vsak vysvétleni jednotlivych sym-
bolti nenf tieba, nebot je evidentni z textu):?”

... tvoiime-li posloupné mocnosti M, M?, M3, ..., konecné dojdeme jisté

mocnosti M9, kterd md nulitu o a Ze pak vyssi mocnosti maji tutéZ nullitu o.
Znaci-li

a, a1ta2, artataz, ..., ptaxt-to, =
nullity matic M, M?, M3, ..., M2, plati{ arci
0[1204220[32...2049>0.

Mad-li matice M o-ndsobny koten p,, tu md matice M — p, a-ndsobny
koren 0 (...). Jsouli pak

ai, a1+a2, artat+az, ..., ptatto, =

nullity matic M — pro, (M — p10)?, (M —10)3, .., (M — 114)8, zovu aq, o, . . ., i,

charakteristickd ¢isla ndleZejict ku koteni p, matice M. ([Wel2], str. 34)

Jak uvidime v 6. kapitole, tento ,,pfechod“ od obecného vlastniho ¢isla
k nulovému a naopak je b&zné pouzivan soucasnou algebraickou komunitou
v nejmodernéjsich monografiich a ¢lancich.

Nasledujici kapitola Weyrovy ttlé knihy je nazvana O zdkladni rovnici ma-
tice. Timto terminem je mySlena rovnice, kterou autor diive oznacoval termi-
vénovana také Cayleyové-Hamiltonové vété, a tedy i vztahiim mezi minimalnim
a charakteristickym polynomem. V této souvislosti je opét zminén Sylvesteruv
termin matrice dérogatoire.

V Zesté,”® pomérné obsahlé kapitole O normalngjch soustavdch pFislusngjch
dané matici autor zavedl pojem obsazeny v jejim nézvu. Pro jednoduchost
nejdiive definoval normalni soustavu prislusnou dané matici M v pfipadé, kdy
m4a matice M nulitu o a (o + 3 + 7)-ndsobné vlastni &islo 0, M? nulitu a + 3
a M3 nulitu a + 8 + 7. Hledal viech o + 3 + v nezévislych fegeni

Uy, U2y « oy Ua+B+y

97 Citace je doslovna, je uvedena véetné chybnych dolnich pravych indexii u vlastniho
&isla p v zavéru aryvku (misto M —pie, (M —pia)? atd. ma spravné byt M —p,, (M —pu,)? atd.)
a rovnéz véetné tiskové chyby ve slové ,jsou-li“.

98 V textu knihy je tiskova chyba, Sesta kapitola je oznadena Fimskou &slici V. Cislovan{
obsahu je v poradku.
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rovnice M?3u = o. Dospél k hledanym nezavislym fesenim

213227"')Z'yaylay%"',yﬁaxhx%"'7xon

kde
Y1, Y2, -5 Yp, L1, 2, ..., Ta,

jsou nezéavislymi feSenimi rovnice M2u =0 a
L1, L2y «-., T
jsou nezavislymi FeSenimi rovnice Mu = o a vektory jsou svazany vztahy
Mzi:yia Myj:xju

kdei =1,2,...,vaj =1,2,..., 8. Uvedenych a + 3 + v TeSeni nazval
normalnymi soustavami prislusnymi matici M. Potom tento pojem definoval
pro obecnéjsi pripad, tj. pro kazdou matici M o s-nadsobném nulovém vlast-
nim ¢&islu s charakteristickymi ¢isly n1, 12, ..., n:. Na konci kapitoly potom
pojem normalnich soustav matice M mirné modifikoval tim, ze jej zavedl pro
¢tvercovou matici s vlastnimi ¢isly Ai, Ao, ..., Ay, jejichZz nasobnosti jsou po
fadé s1, S3, ..., Syu. Pomohl si pfitom opét maticemi M — M\ E, M — X\ F, ...,
M — M\, E o nulovych vlastnich ¢islech s nasobnostmi s, s2, ..., Sy.

V nésledujici kapitole O podobnijch maticich definoval pojem podobnosti
matic. Vedle tvrzeni ze ¢tvrté kapitoly o totoznosti vlastnich ¢isel navzajem
podobnych matic uvedl a dokazal, Ze tato vlastni ¢isla maji i stejnd charak-
teristicka ¢isla. Na dalSich strankich dokéazal i obracenou vétu.”? Dale uvedl
jednoduchy zptisob nalezeni normalnich soustav v matice M, ktera je podobna
matici M’, jejiz normalni soustavy u zname. Staci poloZit v = Qu, kde Q je re-
gularni matice, pro kterou M’ = Q~'M@Q. Autor také napsal, jak pro podobné
matice M a M’ nalézt viechny matice @ vyhovujici pravé napsanému vztahu.

Rovnéz nézev nasledujici kapitoly O stanoveni vSech matic o danijch kote-
nech a charakteristickych cislech; typicky tvar Ctenéfi zretelné sdéluje, jakou
problematiku muze na piislusnych strankich nalézt. V této ¢asti autor ukazal,
jak nalézt ¢tvercovou matici M o danych vlastnich a charakteristickych ¢islech,
a k nalezené matici M potom dalsi matice hledanych vlastnosti (tj. matice
podobné s matici M) uré¢il pomoci vztahu Q~*M Q. Metoda, kterou p¥i hledani
matice M Eduard Weyr pouzil, vedla ke kanonickému tvaru, ktery jsme pro
matice fadu dva jiz predstavili v pasézi vénované spisu O binarnyjch matricich.
Jedna se o tzv. typicky tvar matice.

Eduard Weyr nejprve uvazoval jediné vlastni ¢islo A\; matice M nasob-
nosti s; o charakteristickych ¢islech aq, as, ..., oy, a hledal ¢tvercovou ma-
tici H tadu s1, kterd ma rovnéz s;-nasobné vlastni ¢islo A1 o uvedenych cha-
rakteristickych ¢islech.

99 P¥ipomefime, Ze tvrzeni, Ze matice jsou podobné pravé tehdy, kdyz maji stejna vlastni
¢isla a jim pfislusna charakteristickéd cisla, se vyskytuje jiz ve Weyrové ¢lanku Répartition
des matrices en espéces et formation de toutes les espéces z roku 1885.
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Postupné konstruoval matice Gy, —1 — A\ E, Gy, —o — M E, ... — smysl tohoto
oznaceni se ukazal az v zavéru konstrukce. Nejprve uvazoval ¢tvercovou matici
fadu (o, + gy —1)

227 Qty—1
—_— —
G M E 0
t1—1 — A1 . .
Gt 2 —ME = o | 0 ey oy 19

kde pocet poslednich nulovych sloupct je oy, —1, G¢,—1 — A1 E je nulova matice
fadu ay, a Cp,—1 je matice typu ay,—1 X o, jejiz prvnich oy, fadka tvori
jednotkovou matici a na zbyvajicich oy, 1 — a4, Tfadcich jsou nuly, tj. matice
tvaru

gy
——
10 0
0 1 0

Cooi=| 00 ... 1 A
0 0 0
0 0 0

Uvédomme si, ze vzdy plati o, —1 > oy, a Ze v piipad€ oy, 1 = oy, neobsahuje
matice Cy, 1 zadny nulovy radek.
Dale sestrojil ¢tvercovou matici fadu (o, + oy, —1 + gy —2)

Qe o —1 Qg —2
—_—
0
G2 —ME | . .
Gt1,3 -ME= T : : Q) Fag) 10 2
1=
0

kde pocet poslednich nulovych sloupct je oy, —2 a matice Ct, _o je matici typu
ap—2 X (g, + ayy—1), jejiz prvnich «y, sloupcii je nulovych a zbyvajicich
oy, —1 sloupcii je tvoreno jednotkovou matici fadu ay, —1, pod kterou jsou na
oy, 9 — 0y, —1 Tadcich nuly, tj.

Cy—2=10 0 0 0 0 0 1

Aty —2 °
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Takto postupoval déle az obdrZel matici

oy oy —1+...tag o
—_— —_—
Gy — M E ;
2 7 A1l . .
Gl - )\1E = T : : Qi oy —1+..tags

kde matice Co typu ao X (avy, + g, —1+. . .+ag) ma prvnich oy, +ay, —1+. .. +ay
sloupcti nulovych a poslednich ag sloupcti obsahujicich jednotkovou matici é-
du as, az koneéné

Qa1+ Fagtaz aq
Gi— \FE ;
1 — A1 . .
H — AlE = 071 : : @t1+(¥t1—1+~~-+041’
0O --- 0

kde matice Cy typu ag X (o, +ag, —1+. ..+ a2) ma prvnich o, + oy, —1+. ..+ a3
sloupci nulovych a poslednich a4 sloupct obsahujicich jednotkovou matici féa-
du as.

Vidime, ze Weyrtuv postup hledani matice H neni piili§ prithledny; kon-
krétni priklad ani ndznak tvaru vysledné slozené matice H autor neuvedl.

Aty Qg —1 42 Qi1
~ = — —_—— ———
0---0l0 --- 0 0 --- 00 0
1.
Aty -1 1
0:::00 --- 0
0---0|1
Gi-ME= | |
0:::0
0---0
I P |
I 1 I
| |
| |
| |
L L.
e e : 0 0f:
Cion 10---0[0 -~ 0 - 0 00 -~ 0
| d
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Uvédomme si (viz obrazek), Ze pii vlozeni matice C;;1 do matice G; — M F
poslednich «; 49 nenulovych sloupcti matice C; 1 presné ,zapadne” pod posled-
nich a;49 nulovych sloupct matice G;11 — A1 E. Prvnich oy, +aq,—1+. ..+ a2
sloupcit matice G; — A\ F je tedy nenulovych. Protoze jsou zfejmé i linearné
nezavislé, je nulita matice G; — A\ E rovna ;1.

Nulita matice

ay
Gi—ME 0 ;

H-ME=Gy-ME=| 222 | :
Cl . .

0O --- 0

je tedy aq, proto mezi fadky matic G; — A\ E a Cy je (v souctu) pravé s; — aq
linearné nezavislych vektort. Z vyse uvedeného obrazku lze vyvodit, ze

ai

(G1 — M E)? 0 0
H_\E?Z = | LA :
( ! ) Cl(GlfAlE) 0 0

Leva ¢ast této matice je tedy soucinem matic G; — A\ F, resp. matice C s ma-
tici G1 — A1 E a tomuto sou¢inu odpovida vytvareni linearnich kombinaci fadki
matice G1 — A\ F, pficemz koeficienty téchto linedrnich kombinaci jsou prvky
matic Gy — A\ E, resp. C;. Jelikoz mezi fadky matic Gy — A\ E a Cy je pravé
$1 — a1 linearné nezavislych vektort, vytvareji tyto vektory reguldrni matici
radu s; — ap. Lze dokazat, Zze za podminky zminéné regularity je mezi vysled-
nymi vektory levé ¢asti matice (H — A\ E)? pravé tolik linearnd nezévislych
vektoru, kolik jich je v G; — A\ F, pfi¢emz tato matice ma nulitu as. Proto

nul (H — )\1E)2 =1 + nul (G1 — )\1E) = 1 + Qa.

Dale N
—
(G1 — M E)3 ; 0
H_M\EP = | L A=) ) :
( E) C1(G1 — M E)? 0 0 |

a proto leva ¢ast této matice obsahuje pravé tolik linedrné nezavislych vektor,
kolik jich obsahuje matice (G; — A1 F)? atd.

Postupné dostavame

nul (H—-ME) = ai,
nul (H—-ME)? = op+nul (G —ME) = aj + as,
nul (H - )\1E>3 = a1 +nul (Gl — )\1E)2 = a1 + as +nul (GQ — )\1E) =

= o1+ a2+ asz,



Matice H tedy mé vlastni ¢islo A\; pozadované nésobnosti a k nému piislusi
dané charakteristickd ¢isla oy, aq, ..., a4 .

Ukazme Weyruv zptsob konstrukce matice H na konkrétnim piikladu. Uva-
Zujme Ctvercovou matici A fadu 12 s dvéma ruznymi vlastnimi ¢isly A\; = 2,
resp. Ao = —3 s nasobnostmi s; = 7, resp. s = 5. Weyrovy charakteristiky
prislugné k témto vlastnim ¢islam jsou (3, 2, 1, 1), resp. (3, 2). V prvém kroku
hledejme matici H fadu 7, kterd ma sedminasobné vlastni ¢islo 2 a Weyrovu
charakteristiku (3, 2, 1, 1) (tedy t; = 4, a1 = 3, as = 2, az = 1, ay = 1).
Postupné dostavame

0lo

GQ—2E_ﬂO>,
%0 00
10 |0 0
Gi=2E=1—G"770 0 |
00|00

0l0o 0o 0 |0 0 O

110 |0 0 [0 0 O
01001000

H - 2F = 00 |0 01000,
00 101000

00 01000

00 0010 O00O

a proto

2000000

1 200000
0120000
H=]1000 2000
0010200
0001020
000000 2

Druhy krok bude nésledovat po dalsi teoretické partii.

Eduard Weyr rovnéz podotkl, ze nen{ nutné pfi konstrukei matice o danych
spektralnich vlastnostech nutné pouzivat jednicky:

Tvorime-li H dle prdvé vytknutého navodu, klademe-li vsak do vzorci ... na

misto 1 libovolné hodnoty rizné od nully, potrvaji vSechny zdvérky ...
([Wel2], str. 59)

Dale Eduard Weyr hledal ¢tvercovou matici K fadu (s1 4 s2), kterd méa
vlastni ¢isla A\; a A2 o néasobnostech po fadé s; a so a prislusnych charak-
teristickych éislech (o, oo, ..., oy, ) a (b1, Pa, ..., Bt,). Pouzil k tomu vyse
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sestrojenou matici H a obdobny rekurentni postup jako u jediného vlastniho
¢isla. Postupné sestrojil ¢tvercové matice

S1 BtQ

— —

H - \E vt

— N2 . .

Hi, 1 — M FE = . : : 5148ty
t2
0 0
s1+P, Bty—1

—_—~ —_——~

0

Ht -1 — >\2E . .

Ht2,2 — W E = 2D— : : $1+Bty+Bty—17
to—1
0 --- 0
atd. az
81+ Bty +Bty—1+...+063 B2
—_—~ —_——
)
Hy — Mo F ) :
Hy — 2 FE = T : : s1+Bty+Bey—1+...4B2>
0 0
81+ Bty +Bty—1+...+ P2 51
—_—~ —_——
1 — A2 . .
K —X\FE = T : : s1+Bey +Bty—1+...+B1>

0 0

kde Dy, je libovolna, pro jednoduchost napiiklad nulova matice typu B, X s1,

Bty—1>
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Dy o= 000 000 1 By s

atd.

Eduard Weyr dale napsal, Ze pomoci matice K lze obdobnym zpiisobem na-
lézt ¢tvercovou matici L, jejiz Tad je s1+s2+s3 a jez ma vlastni ¢isla A1, Ag, A3
s charakteristickymi ¢isly (aq, ag, ..., agy), (51, B2, -+ Brs) a (71, Y25 -+ Ves)
atd. az nakonec ¢tvercovou matici M fadu s1+s2+. ..+ S, = n, kterd ma vsech
u pozadovanych vlastnich ¢isel s prislusnymi charakteristickymi ¢isly. Opét po-
znamenal, Ze lze misto jednicek pouzit jinych nenulovych hodnot. Avsak pouze
v pripadé, ze pouzijeme variantu s jednickami, nazyvame vzniklou matici ty-
pickym tvarem dané matice nebo jednoduse typickou matici nalezejici k dané
matici.

Dopocitejme typicky tvar M matice A, jez mé vySe pozadované vlastnosti
(U:2,t2:2,ﬁ1:3, 52:2)2

500000 0[0 0
150000 0/00
01 50000|00
0005 000/00
H+3E=| 001050000/,
000105 0[00
000000G 5|00
000000 0]0 0
000000000
500000000100 0
1500000001 000
01 50000/00100 0
0005 000/001 000
001 0500[/001]00 0
000105000100 0
M+3E=1 "6 090000 5/00] 000/
000000 0]00]00 0
0 000000|/00]0O0 0
0000000101000
0000000O0GO0TI]/]0O0 0
0000000GO0GO0]/]0O0 0
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neboli

2000000 O O O 0 O
1200000 O O O O O
60120000 0O 0O 0 0 O
0002000 0 0 0 0 O
0010200 0 0 0 0 O
M- 0oo0o01o2o0 0 0 0 0 O
0000002 0 0 0 0 O
0oo0o000O0O0O0O-3 0 0 0 O
00 00o0O0O0O O-=-3 0 0 0
00 0 0 0 0 O 1 0 -3 0 0
00 0 O0O0O0O0O O 1 0 =3 0
060 o0o000O0O O O 0 0 =3

Pro kazdou ¢tvercovou matici N existuje jeji typicky tvar M a plati mezi
nimi opét vztah N = Q' M Q. K uréeni transformaéni matice lze p¥itom vyuzit
Weyrovy normélni soustavy piislusné k matici V.

V zavéru kapitoly jsou jeSté uvedeny dva specialni piipady typické ma-
tice: mé-li matice N fadu n navzajem ruzné vlastni ¢isla A\i, Ao, ..., Ay, je
jejim typickym tvarem diagonalni matice, jejiz diagonalni prvky jsou praveé tato
vlastni ¢isla; méa-li matice N fadu n vlastni ¢isla Aq, Ao, ..., Ay s ndsobnostmi
S1, 82, ..., Sy & navic

nul (M — A\ E) = sy, nul (M — X\E) =59, ... nul (M — A\, E) = sy,

(tj. Weyrova charakteristika kazdého vlastniho ¢isla obsahuje jediné charakte-
ristické ¢islo) je jeji typicky tvar op&t diagonalni matici, jejiz diagonala obsahuje
postupné sy prvki Ay, so prvki Ag atd. az nakonec s, prvkia A,.

Dnes se ,typicky“ tvar matice nejcastéji nazyva Weyriv kanonicky tvar
a je tvofen mirné pozménénym zpusobem (jeho prvky jsou totozné, jsou vSak
uspofadany v jiném pofradi). Tento modifikovany, moderni tvar ¢tenaf nalezne
ve 3. kapitole nazvané Weyrova teorie charakteristickyjch c¢isel, kde jsou hlavni
vysledky uvedeny prehledné fe¢i dnesni teorie matic. Zminénou partii tak dopo-
rucujeme pro studium uvazovaného kanonického tvaru matice v podobé, ktera
je pro dnesniho ¢tenafe lépe pfistupnéd nez puvodni Weyrovo pojeti.

V devaté kapitole Resent rovnic o skalarngch koefficientech; periodické mati-
ce nalezl autor k danému polynomu f vSechny matice, pro které f(M) = 0. Dale
hledal matice M, pro které je f polynomem miniméalnim. Také fesil konkrétni
piipad f(M) = M* — E, neboli rovnici M* = E, kde k je dané pfirozené ¢islo
a E je jednotkovad matice. (Matice spliwjici vztah M* = E jsou tzv. perio-
dické matice.) Otéazku jesté vice specifikoval, kdyZ Tesil pro matice M rizného
fadu rovnici M? = E, kterou studoval jiz Arthur Cayley. Dalsim vysledkem je
nalezeni matice M, ktera soucasné vyhovuje dvéma rovnicim

FO) =0 a A(M)=0.
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Jsou-li f a f1 nesoudélné polynomy, potom takova matice M neexistuje. V opac-
ném piipadé jsou vSechny hledané matice M feSenimi rovnice fo(M) =0, kde
fo2 je nejveétsi spoleény délitel uvazovanych polynomi.

Obsah desaté kapitoly Stanoveni vsech matic zaménnich s danou matict
nejlépe charakterizuji autorova slova:

Necht se stanovi viecky matice Q zaménné (convertible, vertauschbar) s da-
nou matici M t. j. hovici rovnici

MQ = QM.

([Wel2], str. 70)

V nazvu jedenacté kapitoly Problem soucasné transformace dvou bilinear-
nyjch forem a jind upotiebeni pouzil Eduard Weyr teprve podruhé ve své praci
termin bilinearni forma. Stalo se tak po takika sedmdeséti stranéch od prvni
definice uvedené na pocatku celého textu. A v dalsich kapitolach se s timto
terminem jiz nesetkdvame. Na strané 75 je definovana matice bilinearni formy
a uveden vzajemné jednozna¢ny vztah mezi ¢tvercovymi maticemi a bilinear-
nimi formami. Na téze strané je také zavedena matice konjugovand ¢ili transpo-
novand.'®® V této kapitole autor ukazal, ze pomoci charakteristickych ¢isel lze
vyfesit i problém, ktery lze v maticové feci formulovat takto: jak nalézt nutnou
a postacujici podminku pro existenci reguldrnich matic H, K, pro které je

P' = HPK, Q' = HQK

pro dané matice P, @, P’,Q’ fadu n, a metodu k urceni transformac¢nich ma-
tic H, K. Tento problém jiz vyfesili Karl Theodor Wilhelm Weierstrass ro-
ku 1868 v praci Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen a Leo-
pold Kronecker v pracich Ueber Schaaren quadratischer Formen z roku 1868
a Ueber Schaaren von quadratischen und bilinearen Formen z roku 1874. V pii-
padé Weierstrasse §lo o vyfeSeni problému pii existenci ¢isel p, g, pro ktera je
matice pP + q@Q regularni. Leopold Kronecker podal vysledek pro zbyvajici pii-
pad, tj. kdy det(pP+¢Q) = 0 pro kazdé p, ¢. Eduard Weyr se ve spisu omezil na
problém feseny Weierstrassem,'®! ktery studoval zvlast pro regularni matici P
(a tedy i regularni P’) a zv1ast pro piipad, kdy jsou matice P, P’, @, Q' singu-
larni. Pro regularni matici P je hledanou podminkou podobnost matic QP!
a Q'P'~', pro druhou moznost potom podobnost matic QR™' a Q'R'~!, kde
R=pP+qQ a R = pP’ + qQ’. K nalezeni transformac¢nich matic op&t vyuzil
normalni soustavy jisté matice.

Dale se autor vénoval kvadratickym formam. Dokazal, Ze kvadratickou formu
n proménnych hodnosti r lze linedrni transformaci pfevést na kvadratickou
formu r proménnych, nikoli vSak na formu méné proménnych. Dospél rovnéz

100 Terminologie zvolena Weyrem v roce 1889 pro dnesni transponovanou matici je pomérné
zajimavéa, nebot od oznaceni transponovana se nékteri cesti nastupci Eduarda Weyra pozdéji
odvratili (viz nap¥. prace Otakara Bortuvky v 5. kapitole), dnes je vSak opé&t pouzivame.

101 Na tuto skute¢nost poukazal Eduard Weyr jiz v tvodu spisu — viz vyse uvedena citace
z 5. strany knizky. Na téze strané v poznamce pod ¢arou také napsal:

V pripadé, ktery v této prdci nebyl vzat v dvahu, podal FesSeni Kronecker, ibid. 1868 a 1874.
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k nasledujicimu vysledku: je-li M ¢tvercova matice fadun a y, /', z, 2’ vektory,
pro které plati
MyT — y/T a MTZT — ZIT

)

potom je splnéna rovnost yz'7 = 2zy'T. (K ditkazu postaci dosadit do vysledné
rovnosti vektory ¢ a z’.) Odtud trivialné plyne, Ze pro symetrickou ¢tvercovou
matici A, ktera splituje vztahy

AyT _ y/T a AZT _ ZIT,

plati opét rovnost yz'T = zy'T. Tohoto poznatku poté vyuzil k dikazu znamé
véty, ze realnéd symetrickd matice ma realné kotreny. Dikaz tvrzeni v8ak predsta-
vil jiz roku 1829 Cauchy.'?? Text pokracuje v obdobném duchu, tj. dokazovanim
zndmych a jiz dokdzanych vét. Konkrétné se jedna napiiklad o tvrzeni, ze pro
s-nasobny kofen A symetrické matice M mé matice M — AE nulitu s. Véta byla
piedstavena Weierstrassem roku 1858 v praci Uber ein die homogenen Functi-
onen zweiten Grades betreffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die
Theorie der kleinen Schwingungen [Wsl].

Pred vyslovenim a ditkkazem dalsi véty definoval Eduard Weyr ortogonélni
matici. V nésledujici citaci si opét vSimnéme Weyrovy terminologie; pfipominé-
me, Ze matici konjugovanou dnes nazyvame transponovanou a Weyrovou matici
reciprokou rozumime matici inverzni. Modulem je minéna absolutni hodnota.

Matice M = ||ani|| se zove orthogonalnou, jestlize jeji konjugovand a reci-
prokd matice jsou sobé rovny, ...

Nechtéje se poustéti do theorie téchto matic, vytknu dikazy jen dvou vét sem
ndleZejicich.

Proni véta pochdzi od Brioschi-ho a zni v podstaté takto: Moduly kotent
orthogonalné matice o realngjch elementech se rovnagi jednici. ([Wel2], str. 84)

Jednéa se o vétu italského matematika Francesca Brioschiho (1824-1897)
z prace Note sur un théoréme relatif aux déterminants gauches [Bsl] z roku 1854.

Druhym z tvrzeni o ortogonalnich maticich, jez Eduard Weyr v knizce doka-
zal, je véta Georga Ferdinanda Frobenia ze slavné prace Ueber lineare Substitu-
tionen und bilineare Formen z roku 1878, které je analogii predchoziho Weier-
strassova tvrzeni: jestlize M je redlna ortogonalni matice a A jeji s-nasobny
kofen, potom mé matice M — AE nulitu s.

Na zavér je sporem dokazan zdkon setrvacnosti (véta o inertii) kvadra-
tickych forem, ktery publikoval roku 1852 James Joseph Sylvester v ¢lanku
A demonstration of the theorem that every homogeneous quadratic polynomial
1s reducible by real orthogonal substitutions to the form of a sum of positive
and negative squares.'®3 Sylvestertv ¢lanek viak dikaz této véty neobsahuje.
Provedli jej jiz némecti matematikové Carl Friedrich Gauss a Carl Gustav Jacob
Jacobi — prvni jmenovany béhem svych prednasek v akademickém roce 1846/47,
druhy potom v roce 1850.

102 Bliz&f informace viz 1. kapitola. V nf je uveden i nazev Hermitovy prace obsahujici diikaz
obecnéjsiho tvrzeni pro hermitovské matice.
103 Pfesnou citaci Sylvesterovy formulace zakona setrvacnosti ¢tenai nalezne v 1. kapitole.
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Velmi zajimava je dvanacta kapitola O skalarnych funkcich matice. Na vys-
ledky v ni obsazené jsme odkazovali jiz v podkapitole vénované Weyrovym
poznatkim o linedrnich asociativnich algebrach. Je v ni totiz ,pielozena® do
Fe¢i matic (pro matice fadu n) Cast teorie linearnich asociativnich algeber
predstavena v ¢lanku Note sur la théorie des quantités complexes formées avec
n unités principales z roku 1887. Na zacatku kapitoly je dokdzano, Ze kazdou
celistvou (a néasledkem toho i lomenou) funkei matice M stupné alespoii m,
kde m znadi stupenn minimalniho polynomu matice M, lze redukovat na funkci
stupné mensiho nez m. Poté je pristoupeno k FeSeni stézejniho problému:

Budiz ddna obecnéji nekoneénd Fada

1) S 0,0,
v=0

a poloZme si otdzku, za jakych vyminek tato Tada definuje urcitou matici.
([Wel2], str. 89)

Je-li ™ + v A1 4 ... + 4, minimalni polynom matice M, je
M™ 4y M™ 4y, =0,
neboli zkracené (M) = 0, potom s vyuZitim dokdzaného vysledku o redukci

stupné celistvé funkce matice plati pro kazd4a pfirozena ¢isla s, s’

S
Za,,M” oM™ oM™ 4 4ol B,

m
v=0
s+s'
’ ’ ’
S MY =87 M B MM TR 4+ B B
v=s+1

Radou (1) je definovana matice pravé tehdy,'* kdy# pro libovolné malé ¢ > 0
existuje pfirozené ¢islo p takové, Ze pro viechna s > p a s libovolné je 3, s < g,
h=1,2, ..., m.

Eduard Weyr dospél pii studiu této otazky k nasledujicimu zavéru (pii ¢teni
citace vysledku si v§imnéme logickych staveb jednotlivych vét):

Polozme -
FQ) =),
v=0

znacice literou ¢ obycéejnou komplexni hodnotu, kterd se nalézd uvnitt konver-

gencniho kruhu mapsané mocninové fady. Budte ddle i, pso, ..., fim kofeny
matice M, t. j. kofeny rovnice
(3) p(p) = 0.

104 podotknéme, Ze tento zptisob zavedeni konvergence fady matic neni jediny. Zfejmé ode-
kavanéjsi definice konvergence ,,po slozkach® viz napft. str. 114 ¢eské verze Numerické metody
linedrni algebry (prelozil Miroslav Fiedler; nar. 1926) obsahlé ucebnice Vyéislitel’nye me-
tody linejnoj algebry |[Fjl], kterou napsali Vera Nikolajevna Faddg&jeva (1906-1983) a Dmitrij
Konstantinovi¢ Faddgjev (1907-1989).
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Aby Fada (1) definovala urcéitou matici, jest nutné a staci, aby koteny ma-
tice M se nalezaly vesmés uvniti konvergencni kruznice rady f(C).

Vlastné bychom méli tici, Ze nutno a staci, aby koreny matice M se nalezaly
uvnitt oné kruznice aneb na jejim obvodu, v poslednim ptipadé vsak s tou vy-
hradou, Ze pro ony koieny Fada f(C) a jeji derivace dole uvazované konverguyi,
jakoz z ndsledugici Wvahy primo vychdzi. ([Wel2], str. 90)

V druhém odstavci citace autor bohuzel nespravné pouzil vétu ve tvaru
ekvivalence (jest nutno a stac?). Ihned poté vSak tuto vétu popird (... aneb
na jejim obvodu), ¢imz opravil svou chybu z predchézejiciho souvéti. Ziejmé
pravé pouziti zminéné chybné ekvivalence zpusobilo, ze vysledek je vétsinou pii-
pisovan némeckému matematikovi Kurtu Henselovi, ktery vétu o konvergenci
maticové mocninné fady dokazal v ¢lanku Uber Potenzreihen von Matrizen.
Stalo se tak v roce 1926, tj. az po t¥iceti sedmi letech. Jak jiz bylo uvedeno,
Kurt Hensel osobné pfipisuje Eduardu Weyrovi pouze vysledek o vlastnich
¢islech matice lezicich uvnitf konvergenéni kruznice.

V piipads, Ze fada (1) definuje matici, vyjadsil ji Weyr jako linearni kom-
binaci matic M™~1, M™=2, ..., M?, M, E. JestliZe ma minimalni polynom
matice pouze jednoduché kofeny A1, As, ..., Ay, jedna se o linearni kombinaci

oo
ZaVM” =@M @M .+ anE,
v=0

kde
ap = lim aj, h=12,...,m.
§—00

Analogicky také plati m rovnic
FOw) = @A P a2+t am, k=1,2,...,m,

z nichz autor vypocetl hodnoty &g, ..., a,, pomoci Lagrangeovy interpola¢ni
formule. Dospél tak k vyjadieni

c- s SOw)

2 M =0 B,
v=0 k=1

kde P()\) znadi soucin (A — A1)(A — Aa) ... (A — Ap), P'(N\) jeho derivaci a Py
sou¢in (M — M E)(M — \E)...(M — \,E), ve kterém neni obsaZen ¢initel
(M — A\ E).

Obdobné uvahy provedl Weyr i pro obecnéjsi piipad, kdy mé minimalni po-
lynom matice M s-nasobné vlastni ¢islo 0, s;-nésobné vlastni ¢islo A;, so-nésob-
né vlastni ¢islo Ay az s,-nasobné vlastni ¢islo \,. V tomto ptipadé vycislil
koeficienty &y, @, ..., Qm_s z celkem s+ s1 + ...+ s, = m podminek

FOw) =FfOw),  F'Ow)=F (), ooy FEDOG) = fFEmD (),
kde k=1,2,...,ua

FOA)=a N " am N +as X Fa.
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Dale zobecnil uvedené vysledky pro (v dnesni fe¢i) Laurentovu fadu

oo

Z a, M",

V=—00

kde M je regularni matice. Necht

A=) g, £ =) a &
v=0 v=1

jsou dvé mocninné rady, kde £ je komplexni proménna. Necht prvni fada kon-
verguje, je-li [¢] < R, druha pro [67'] < Ry' a dale necht R > R;. Potom

fada
o0

f€) = Z a,§”
konverguje pro & uvniti mezikruzi o polomérech R a Ry. Aby fada > o «a, M"

definovala ur¢itou matici, musi totéz platit i pro rady

00 L)
E o, MY a E a_,M™",
v=0 v=1

co# je ekvivalentni podmince, 7e pro vlastni &isla matic M a M1 plati |\z| < R
a [\ < Ry! meboli Ry < |A\x| < R. Tedy viechna vlastni ¢isla matice M
lezi v konvergenénim oboru fady f(§), pomoci niz lze definovanou matici opét
vycislit.

Dosazené vysledky potom Weyr aplikoval na binarné matice. Je-li M ma-
tici fadu dva majici dvé rizna vlastni ¢isla A, Ay a je-li mocninnou fadou
definovana matice f(M), potom je ddna vztahem

_f(w) fO2) 5 fa) f(2) _
F(M) = P/(;l)Pl T P,(;Z)PQ ST (M — \E) + > _31 (M — \E) =
f() = f(X2) Af(A2) = Aaf(M1)
i M+ S E.

Pro dvojnasobné vlastni ¢islo A plati

FOM) = f{NM + (F(A) = Af' (V) E.

Odvozené vztahy pouzil pro exponencialni funkci a dosel tak k formu-
lim, z nichz jedna (pro pfipad dvou riznych vlastnich ¢isel) byla uvedena jiz
roku 1884 v ¢lanku Sur la théorie des quaternions. Pfipomenme, ze v této praci
byla zapséna na zakladé Sylvesterova seconde loi de mouvement algébrique.

V zavéreénych odstavcich kapitoly se z pohledu studované problematiky
Weyr blize vénoval exponencialni funkei a logaritmu s maticovym argumentem.
Uvazoval pfitom nejen matice fadu dva, ale rovnéz matice radu n.
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Povsimnéme si nyni pozménénych formulaci obecnéjsich vysledki zapsa-
nych ve francouzském ¢lanku Note sur la théorie des quantités complexes for-
mées avec n unités principales z roku 1887, které se tykaji obecné linearni
algebry, a vét platnych pro algebru matic fadu n obsazenych v pravé rozebrané
kapitole o dva roky mladsi knihy O theorii forem bilinearnijch.

Uvédomme si predevsim, Ze ve francouzském textu hledal Eduard Weyr

soucet rady
(oo}
E a,z”,
v=1

kde sumarizace zac¢ind indexem v = 1, zatimco v ¢eské kniZzni verzi studoval

sumu
o0
E o, MY,
v=0

tj. zadal séitat jiz od v = 0. V prvnim pifpadé nemohl uvazovat ¢len copx?,
nebot jednotkovy prvek 2% nemusi v obecné linearni algebie existovat, zatimco
ve druhém piipadé je MY jednotkova matice.

Tato zména se samoziejmé projevila v dalsim vykladu. Konkrétnéji po-
rovnejme napiiklad zapis rovnice minimélniho stupné, které vyhovuje prvek x
linearni asociativni algebry, a obdobny zapis tykajici se matice M:

Soit

(1) " 2™+ 4 e =0, (m < mn),

Uéquation de degré minimum satisfaite par x, ... ([Wel0], str. 206)

Zakladni rovnice matice M necht jest
(2) M™ 4+ M™ 4y, =0
¢ili
p(M) = 0.
([Wel2], str. 89)
Nutné se tedy musi lisit i zapisy vyjadiujici soucty rad. Koeficienty linearni

kombinace rovné souc¢tu piislusné mocninné rady jsou pomoci Lagrangeovy
formule vyjadieny takto:

Vz_:l a,r’ =z ; )\]:‘01(3/ ?;k) - fx/\)k ve francouzském ¢lanku [Wel0)],

o0 m )\
resp. IZ:OOZ,,M” = kZ:l 1];(()\2)) P, v Ceském spisu [Wel2].

Zlomek f_(il odpovida vyrazu Py, zlomek “0(;"“)
105

znakem sumy) je analogii vyrazu f(\g).

vynéasobeny prvkem x (pred

105 Vgechny symboly pouzité v obou verzich Lagrangeovy formule byly vyse piedstaveny
a je tedy mozno si provést jejich dikladnéjsi porovnéni.
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Posledni, tfinacta kapitola nazvana Upotrebeni v theorii linearnych differen-
cialngjch rovnic se vénuje vyuziti typického tvaru matice k feSeni problematiky,
kterou vytycil némecky matematik Immanuel Lazarus Fuchs roku 1859 v praci
Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verdnderlichen Coeffici-
enten [Ful]. Eduard Weyr odvodil Fuchsovy vysledky o fundamentalnim feSeni
linearni diferencialni rovnice m-tého adu

v = piy™ Y 4 pay P L pay,

kde p1, p2, ..., pm jsou funkce komplexni proménné x, pomoci teorie predsta-
vené v predchozich kapitolach. Navic je doplnil jistymi novymi poznatky.

Nékteré myslenky obsazené ve spisu O theorii forem bilinearnijch dnes fa-
dime mezi nejvyznamnéjsi vysledky Eduarda Weyra. Naskyta se otazka, zda
byly v ¢eské matematické komunité pochopeny jiz v dobé vzniku jeho textu. Na
nésledujicich fadcich uvedeme nékteré pasaze z jiz zminéné recenze dvou Wey-
rovych praci (O theorii forem bilinearnych, O binarngch matricich) uvefejnéné
roku 1890 v Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky'% a signované oo,
jejiz slova jsou nejprihodnéjsi volbou k dokumentaci skutecnosti, ze Weyrovy
texty jiz tehdy upoutaly pozornost svoji odbornou trovni. Musime v8ak opét
konstatovat, ze ani poté nebyla teorie matic v ¢eskych zemich pfijata. V zavéru
citace jsou slova popisujici stav ¢eské matematické odborné literatury pfed pie-
lomem stoleti a naznacujici podminky, ve kterych ¢eskd matematické komunita
(vEetnd Eduarda Weyra) tvofila, a problémy, s nimiZ se museli matematikové
u nas vyrovnat.'?

Theorie matic vznikla v zemi, v niZ se odeddvna kalkul s operacemi zvldstni
zalibé tesi, byvsi zaloZena ... od Cayleye ... U nads zandsi se theorii tou jiz delsi
dobu prof. Ed. Weyr; jiz roku 1884 wydal prong, tusim, u véci té pojedndni
O zdkladni vété v theorii matric ... Dal§imi studiemi o pfedmétu tom, hlavné
v Comptes rendus uverejnénymi, zjednal nového lesku jmenu svému, v kruzich
mathematického svéta co nejchvalnéji zndmémau. (str. 318)

Diikaz osnovdn jest na dvahdch o soustavach n veli¢in, a této zcela plivodni
pomiicky uzivd autor hojné i na ddle, zejména razi sob€ zavedenim t. zv. nor-
malngch soustav drdahu k problému tak obtizZnému, jaky 7esen v kap. XI.

Neni snadno, v strucénosti vyloZiti myslenkovyj chod k esent tomu vedouct; ...
(str. 323-324)

Autor Fesi nyni na zdkladé vymoZenosti v diivejsich kap. obsazZenyjch jedingm
témer skrtnutim péra problém, jehoZ Tesent se byl Weierstrass (v pojedndnt ,, Zur
Theorie der bilinearen und quadratischen Formen® r. 1868) pomoci hlubokych
analytickych vvah dodélal. (str. 327)

Nechceme-li prekrociti meze svého referdtu, musime mlcenim pominouti dalsi

zajimavd upottebeni theorie matic v oboru vyssi algebry, jeZ autor poddvd.
(str. 328)

106 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), str. 318-328.

107 Pfipomefnime, Ze se jednd o recenzi, v niz byl zdiraznén novy termin ,matice®
(... 0 t. zv. theorii matric, ¢ili jak se nyni s upFilisnénym purismem ¥ikd, matic). V této sou-
vislosti uvedme, Ze se autor podfidil Weyrové odborné autorité a v recenzi pouziva prevazné
pojem matice.
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Ref. zumyslna se obmezil na prosté naznaceni obsahu ozndmeného spisu,
véda, Ze zde jako vsude, kde pri sloZent védeckého dila bystrost ducha ku klopotné
pili se poji, u vysledku ,,dilo samo mistra chvdli“. Ke konci nemiZe vsak ref.
potlaciti prdni, jeZ pri cteni ozndmeného spisu nékolikrdt se prihldsilo. Kdo
nestoji na samych viysich algebry, mnohdy bude p7i studiu téhoZ spisu ohliZeti
se po pomicce — a bude nucen sdhnouti ku spisim cizojazycnym. Toho by tusim
nebylo, kdyby jiz dokonceno bylo dilo ... jeZ se stane zajisté pevnym a trvanlivgm
zdkladem pro podobné studie monografické v nasi chudé literature ... Zdkladové
vy$st algebry od Ed. Weyra a V. Rehoiovského. Doufejme, Ze podminky védecké
produkce se u nds zlepsily alespoti tou mérou, by vyddni podobnijch spisi nebylo
zdrzovdno tim, Ze uklddd autorim osobni obéti mnohdy nedostizné. (str. 328)

Vedle této recenze lze komentaie ke knize nalézt i v dalsich textech, které
byly napsany relativné brzy po vytisténi Weyrova spisu. Za vSechny zmihme
referativni ¢asopis Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik!'%® s obsaze-
nou poznamkou od Frantiska Josefa Studnicky ¢i text od autora podepsaného
zkratkou S., ktery je obsaZen v kritickych listech Athenaeum.!%?

Némecky psané verze Zur Theorie der bilinearen Formen knizky O theo-
rii forem bilinearnych byla publikovana roku 1890 ve dvou seSitech ¢asopisu
Monatshefte fiir Mathematik und Physik. Nejedna se o doslovny preklad, ale
o mirné upraveny text, jehoz nékteré ¢asti jsou oproti ¢eskému znéni rozvinuty
a nékteré naopak zkraceny nebo dokonce vynechany. Neodpovidaji si napiiklad
pripojené poznamky pod ¢arou, ¢islovani odstavet v ramci kapitol apod. Pre-
kvapujici je zménéné znaceni matic. Od dvojice ¢ar po obou stranich schématu
autor pfeSel k ohranic¢eni pomoci velkych slozenych zavorek. Vratil se tak ke
znaceni, jez pouzival v prvni praci vénované teorii matic. Naopak jsou pone-
chany nézvy kapitol, ale jedna z nich v némecké verzi chybi. BohuZzel se jedna
o kapitolu dvanactou, v niz Eduard Weyr predstavil sviij vyznamny pozna-
tek o konvergenci mocninné fady s maticovym argumentem. MuZeme se jen
domnivat, zda k tomuto vynechani autor pristoupil vzhledem k publikovini
obecnéjsich vysledkti v samostatném ¢lanku Note sur la théorie des quantités
complexes formées avec n unités principales v roce 1887.

Referat o némecké verzi Weyrovy préace napsal pro ¢asopis Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik!!? Friedrich Wilhelm Franz Meyer, ktery v té
dobé pusobil na akademii v mésté Clausthal-Zellerfeld. Jedna se vSak pouze
o konstatovani, ze prace Zur Theorie der bilinearen Formen je piepis Ceské
verze, o niz byla jiz zprava v tomtéz ¢asopisu podéana; text je referovan také ve
véstniku Bulletin des sciences mathématiques.'!!

V roce 1901 se v Praze konal 3. sjezd ¢eskych pfirodozpytct a lékait. Dne
26. kvétna 1901 na ném vystoupil Eduard Weyr s prednaskou O theorii forem bi-
linearngch, ktera byla pozdéji publikovana ve sjezdovém véstniku. V prispévku
ukazuje, Ze jeho pojem normalni soustavy piislusné dané matici (resp. bilinearni

108 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 21(1889), str. 123-124.
109 Athenaeum 8(1890-91), str. 51-52.

110 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 22(1890), str. 141.

111 Bulletin des sciences mathématiques 15(1891), str. 97.
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formé) 1ze vyuzit v otazce soucasné transformace dvou bilinearnich forem P, Q
také pro pfipad, ktery ve stejnojmenném spisu nefesil, tj. pro piipad, v némz
se det(pP + ¢@Q) rovna nule pro kazdé p, ¢q. Pripomenime, Ze se jedna o problém
jiz vyfeSeny Leopoldem Kroneckerem.

Weyrova teorie nalezla vyjimeénou odezvu po celém svété vice nez sto let od
svého zvefejnéni a zdjem pfetrvava i ve tretim tisicileti. Reakeim na Weyrovu
teorii v zahrani¢i je vénovana samostatna, konkrétné 6. kapitola knihy.

2.10 Matice v dalsich Weyrovych textech

e O problému projektivity v jednoduchyjch utvarech geometrickych [Well], 1889
e Vyklady o mathematice 1., II. [Weld], [Wel5]|, 1891, 1892

e O soustavdch orthogondlnigich ploch [Wel6|, 1896

e Pocet differencidlng [Wel8|, 1902

Jestlize nahlédneme do Weyrova dvojdilného vysokoskolského textu Vyklady
o mathematice''? z let 1891 a 1892, matice v ném nenalezneme. Z linearni al-
gebry jsou zde obsazeny pouze partie o determinantech a soustavach linearnich
rovnic.

Kvadratickym forméch (a také determinantiim) jsou vénovany nékteré pa-
saze ve Weyrové!'!? knize Pocet differencidlng z roku 1902.

Matice vSak nalezneme v nékterych Weyrovych geometrickych pracich. Jme-
nujme napiiklad vice nez dvacetistrankovy text O problému projektivity v jed-
noduchgch utvarech geometrickych z roku 1889 ¢i ¢lanek O soustavdch ortho-
gondlnych ploch z roku 1896. Napli druhé ze zminénych praci uvadéji tato
autorova slova:

Nékteré vysledky, tykajici se tii soustav ploch na vzdjem kolmgch, lze odvo-
diti za pomoci theorie matic zpusobem prehlednym a strucnym; to ukdzati jest
ucelem ndsledujict kratké stati. ([Wel6], str. 42)

Ponékud prekvapiva je skutecnost, jakym zpusobem je v tomto ¢lanku za-
vedena matice. Formulaci Oznacime-li symbolem apy, matici, t. j. souhrn élend
determinantu |apg|, ... ([Wel6], str. 43) dnes povazujeme za vagni a nedosta-
tecné exaktni.

112 Jedna se o litografie, které na zakladé Weyrovych piednasek z let 1890 az 1892 vydal
jeho asistent a stfedoskolsky profesor matematiky a deskriptivni geometrie na malostranské
redlce Antonin Vahourek (1866-1932), druhé opravené vydani druhého dilu z roku 1898
potom Emanuel Hlavaty (1872-1947), pozdé&ji profesor na reélce v Pardubicich.

113 Phvodnost této Weyrovy ucebnice napadl v roce 1902 Jan Vilém Pexider (1874-1914).
Uvedl, Ze se jednéa viceméné o pieklad nékterych partii knih, které napsali francouzsti mate-
matikové Jules Tannery (1848-1910) a Joseph Alfred Serret (1819-1885) a italsky matematik
Angelo Genocchi (1817-1889). Pexider se rovnéz negativné vyjadril o odbornosti, presnosti
a tiskové upravé textu. Vice viz ¢lanek Jindficha Beévare a Ludka Zajicka (nar. 1947) Weyriv
spor s Pexiderem [Bed| v monografii Eduard Weyr (1852-1903), str. 143-162.
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