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6 Reakce na Weyrovu teorii v zahranici

Ze skutecnosti uvedenych v piedchozich kapitolach vyplyva, ze Eduard Weyr
byl jiz ve své dobé znam zahrani¢ni matematické komunité. Zvlasté hodnotné
byly ohlasy na jeho prace od Jamese Josepha Sylvestera, ktery byl jednou
z vudc¢ich osobnosti tehdejsiho matematického svéta.

Josef Benes okomentoval jedno z takovych ocenéni Eduarda Weyra v Drob-
nych zpravach Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky takto:'8

Chdpu se prilezZitosti, abych Sirsimu kruhu nékolika, snad opozdénymi, ale
okolnostem, tusim, primérenymi slovy dal zprdavu o uzndni, jakého se p. professo-
ru dostalo se strany nejpovolanéjsi, od seniora Zijicich mathematiki, professora
geometrie na université Ozfordské, Jakuba Josefa Sylvestera, ... (str. 303)

U nékterych Weyrovych praci s maticovou tematikou jsme ve 2. kapitole
ihned uvedli reakce ¢eskych i zahrani¢nich matematiki. Vyjimkou byly ¢lan-
ky a knihy, které obsahuji Weyrovu teorii charakteristickych ¢isel. U nich byly
prozatim zminény pouze odezvy v referativnich ¢asopisech, které vysly v brzké
dobé po zverejnéni Weyrovych text. Nyni rozebereme pfevazné pozdéjsi ohlasy
na tyto Weyrovy préace. Jedna se o pomérné rozsahly soubor publikaci, jehoz
v8echny polozky je velmi obtizné zkompletovat.

Vérime, ze je pro Ceského ¢tenare potésujici, ze mnoho vykladi, zobecnéni
¢i pouziti Weyrovy teorie nalézame i v nejnovéjsi zahrani¢ni ¢asopisecké i knizni
literatufe. V poslednich letech doslo k celosvétovému oziveni zajmu o Weyrovu
teorii, jméno Eduarda Weyra nalézame v uznévanych ¢asopisech vénujicich se
linearni algebfie a vice nez sto let po Weyrové smrti je zdurazinovana originalita
jeho pristupu. Casto je srovnavan jeho typicky tvar matice s mnohem rozsite-
néjsim Jordanovym kanonickym tvarem.'® Nejenze jsou tyto dva pojmy ana-
logiemi, ale nékteré vlastnosti Weyrova tvaru jej stavi na pomyslném zebficku
dokonce vyse nez tvar Jordantiv. Zaénéme vSak od reakci mnohem starsich,
které byly napsany piiblizné v prvnich tfech desetiletich po otisténi Weyrovy
teorie charakteristickych ¢isel.

6.1 Prvni odezvy po zverejnéni Weyrovy teorie

Nejprve byly publikoviny texty reagujici na prace Sur la théorie des matrices
a Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces, které
v roce 1885 predstavily zaklady Weyrovy teorie charakteristickych ¢isel. Tyto
dva francouzsky psané ¢lanky jsou zminény v souvislosti s kanonickym tvarem
matice v poznamce pod ¢arou v kratkém c¢lanku Henryho Tabera

e On the matrical equation ¢§) = Q¢ [Thl]

z roku 1891. Text je zajimavy z vice hledisek. Na jednom misté Taber uvedl
mirné modifikovanou Weyrovu charakteristiku, ale nikde ji nedefinoval, coz bylo
v roce 1891 jisté prekvapivé. Pozménil ji tak, ze pred soustavu charakteristic-
kych ¢isel prislusnych k néjakému vlastnimu ¢islu psal i jeho nasobnost:

185 (asopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), str. 300-305.
186 Struéna historie teorie kanonickych tvart matic viz 1. kapitola.
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If the distinct latent roots of Q0 are g1, an m-tuple latent root, go, an
n-tuple latent root, ..., and if the characteristics of the latent root gy are
(m;p,q,r,...s,t), then ... ([Tbl], str. 64)

7 ukazky je zifejmé, Ze jednotliva charakteristickd ¢isla autor nazval jedno-
duse charakteristikami, Weyrovu charakteristiku naopak nijak nepojmenoval.
Uvedl rovnéz Weyruv kanonicky tvar matice s ruznymi vlastnimi ¢isly, a to
dokonce dle dnesnich zvyklosti, tj. s jednotkovymi maticemi nad zobecnénou
diagonalou. Tuto skute¢nost dnes — se znalostmi nasledujictho historického vy-
voje pojmu — povazujeme za zcela vyjimecnou. Po Taberové vyuziti Weyrova
kanonického tvaru matice v ¢lanku [Thl] a po jeho zmince v poznamce [Th2]
z nasledujiciho roku (viz niZe) totiz zajem o Weyriiv tvar zcela pohasl, v dal-
gich vice nez devadeséti letech se patrné v odborné literatufe ani jednou neob-
jevil.

Taber v praci nejprve vyjadril (psano v jeho symbolice) danou matici 2 jako
soudin whw™!, kde 0 je Weyriiv kanonicky tvar, a poté prohlasil, ze matici ¢
komutujici s danou matici  lze vyjadiit jako wnw ™!, kde matice 1 je blokové
diagonalni matice, jejiz diagonalni bloky n; maji jisty tvar (viz nize). Jelikoz
po dosazeni za Q2 a ¢ do vztahu ¢€2 = Q¢ a jeho upravé dospé&jeme k rovnosti
n6 = On, vyjadril Taber vlastné matice komutujici s Weyrovym tvarem 6. Jeho
vysledek v8ak nenf zcela v poradku, jak se miizeme snadno pfesvédéit v kon-
krétnim &iselném prikladu. Uvedme Taberovo vyjadieni bloki na diagonéle:

N =|a11 a1z - ap | b1y b1z --- aig | c11 c12 - cip
a21 G2 -+ A2p ba1 bag - a2q C21 C22 -+ C2p ete.
ap1 ap2 app | bp1 ap2 Apg | Cp1 Cp2 Cpr
a1 a2 aig | b1 bi2 ayy
a21 Q22 -+ A2q ba1 baa --- ag, ete.
Aq1 Qg2 Agq | bg1 ag2 Aqr
a11 a12 air
Q21 Q22 - Q2p etc.
Ar1 Ar2 Ay
etc.

the a’s, b’s, c¢’s, etc. being arbitrary; the mode of filling up the remaining squares
along the principal diagonal and the rectangles above the principal diagonal is
obvious. A similar expression obtains for nq, etc. ([Tbl], str. 66)

Porovnanim se spravnym vysledkem (viz str. 283) vidime, Ze Taber za-
pomnél uvést nulovost nékterych prvki. Pokud naptiklad p = g + 1, musi byt
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ap1 = Gpy = ... = a,, = 0. Clanek je bohuzel psan bez odvozeni a ditkazi,
proto je tézké odhadnout, pro¢ se jeho autor zmylil.
Zajimava je i terminologie. Pojem, ktery pfiblizné ve stejné dobé Eduard
Weyr nazval typicky tvar, je zde pojmenovan kanonicky nebo standardni tvar.
Po kratké dobé navazal Taber na ¢lanek [Th1] pojednanim

e On a theorem of Sylvester’s relating to non-degenerate matrices [Th2].

V ném sice zadnou Weyrovu praci necitoval, ale uvedl zde Weyrovy charak-
teristiky matic non-degenerate, tj. matic, které nejsou, dle originalni Sylveste-
rovy terminologie, dérogatoire. Jednalo se tedy o posloupnosti (1, 1, ..., 1),
resp. v Taberové znaceni (m;1, 1, ..., 1), kde m zna&i nasobnost piislusného
vlastnfho ¢isla. V souvislosti s charakteristikami autor tentokrat zminil pii-
rustky nulit postupné ziskanych mocnin matic.

Odkazy na dvé francouzsky psané Weyrovy prace muzeme nalézt také v jiz
zminéné'®” disertaéni praci Williama Henryho Metzlera (1863-1943)

e On the roots of matrices [Mzl]
z roku 1892, v niz je podan vyklad Weyrovy teorie, dale v prehledu
o List of writings on the theory of matrices (1857-1893) [Mu2]

z roku 1898, ktery napsal Thomas Muir,'®® ¢ v dile Encyclopédie des sciences
mathématiques, konkrétné v prehledovém ¢lanku

e Analyse combinatoire et theorie des déterminants [NV1] (1907)

autorské dvojice Eugen Otto Erwin Netto (1848-1919) a Paul Heinrich Vogt
(1850-1935).

Jedny z prvnich reakci, které se vazi zejména ke dvéma obséahlejsim publi-
kacim Eduarda Weyra, v nichz je prezentovana Weyrova teorie charakteristic-
kych ¢isel, tj. ke knizce O theorii forem bilinearngch a jeji némecké casopisecké
verzi Zur Theorie der bilinearen Formen, nalézame v praci Ludwiga Schlesin-
gera (1864-1933) z roku 1895 nazvané

e Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen [SI1]

a v jeho dalsich pracich
e Bemerkungen zur Theorie der Fundamentalgleichung [S12]*%°

z roku 1895,

187 Viz ohlasy na préace obsahujici matice eM a log M v 2. kapitole.

188 Zminény Muiriiv seznam je poslednim, osmnactym paragrafem jeho prace A reinvesti-
gation of the problem of the automorphic linear transformation of a bipartite quadric [Mul],
ktery Muir uvedl slovy:

18. In order that previous work on the above matters may be known, I append hereto a first
approzimation to a complete list of writings on Matrices. A supplementary list, to which
I invite contributions, will be published when it is sufficiently bulky to warrant attention.
([Mul], str. 225)

189 Dgkujeme panu Janu Peteru Schiifermeyerovi za upozornéni na tento ¢lanek.
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e Vorlesungen tber lineare Differentialgleichungen [S14]
z roku 1908 a

e Bericht iber die Entwickelung der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen seit 1865 [S15]

z roku 1909.
Totéz plati pro monografii Petera Mutha (1860-1907)
e Theorie und Anwendung der Elementartheiler [Mh1]'

z roku 1899 a pro dva pfehledové texty z Encyklopddie der mathematischen
Wissenschaften vydané na prelomu 19. a 20. stoleti. Jedna se o prispévek

e Invariantentheorie [Myl]
Friedricha Wilhelma Franze Meyera a o stat
e Theorie der gemeinen und hoheren complexen Grossen [Sul],

kterou piipravil Eduard Study (1962-1930). Tyto dva ¢lanky byly piepracovany
a podstatné rozsifeny pro francouzské dilo Encyclopédie des sciences mathé-
matiques pures et appliquées. Meyertuv text byl upraven Julesem Josephem
Drachem (1871-1949) a nazvan

e Theorie des formes et des invariants [MD1].
Studyho stat prepracoval Elie Joseph Cartan, byla publikovana pod nazvem
e Nombres complezes [SC1| (1908).

V obou pracich jsou obsazeny ohlasy na Weyrovu publikaci Zur Theorie der
bilinearen Formen.

Weyrovo jméno je uvedeno v souvislosti s charakteristickymi ¢isly v Tabe-
rové ¢lanku

e Notes on the theory of bilinear forms [Th4],

ktery byl publikovan v roce 1897, Weyrova némecky psana préace z roku 1890
je okrajové zminéna i v Taberové ¢lanku

e On hypercomplex number systems [Thj|
z roku 1904. Citaci Weyrova némeckého textu lze nalézt téz v pojednani

o The partial differential equations for the hyperelliptic ©- and o-func-
tions [Bx1]

190 Monografie neni psana maticovou fe¢i. Thomas John ’anson Bromwich (1873-1929),
anglicky matematik, ktery jiz na prelomu stoleti maticovou terminologii pouzival, v recenzi
nazvané Muth’s Elementartheiler v roce 1901 napsal:

... the author follows Frobenius in preference to Cayley, and introduces a matriz only as
a picture (Bild) of the bilinear form. (str. 314)

Peter Muth je tedy prikladem matematika, ktery praci psanou maticovym aparatem znal,
a pfesto maticovou re¢ odmital prijmout. V pfipadé jinych matematik se muizeme pouze
domnivat, zda divodem nepfijeti maticového aparatu byla pouze jeho neznalost, ¢i zasadni
odpor.
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némeckého matematika Oskara Bolzy (1857-1942). Je sice uvedena pouze v po-
znamce pod ¢arou, ale o to zajimavéjsi je, k jakému tvrzeni se odkaz vztahuje.
Uvazime-li, Ze datem publikace je rok 1899, tj. rok spadajici do obdobi, které
teorii matic jesté naklonéno nebylo, jsou nasledujici autorova slova znakem jeho
dobrého povédomi o existenci a uzite¢nosti nové se rodici matematické disci-
pliny (hvézdicka znadi, tak jako v originale, umisténi odkazu):

In both proofs the work is vastly simplified by the notations and methods
of the theory of matrices® which has already been so successfully applied to the
treatment of ©-functions ... (|Bx1], str. 107-108)

V pracich vydanych v prvnim desetileti 20. stoleti mtuzeme zminky o Wey-
rové teorii nalézt v druhém vydani kompendia Ernesta Pascala (1865-1940)

e Repertorium der hoheren Mathematik. 1. Analysis, II. Geometrie |PaN]|
(1910)191

¢i v padesatistrankovém c¢lanku Kurta Hensela
e Theorie der Kérper von Matrizen [Hnl],

jenz byl publikovan v roce 1904. Kurt Hensel v praci napsal:

Bei dem hier gewdhlten Eingange ergeben sich die schénen Resultate, welche
Eduard Weyr in seiner groffen Abhandlung ,,Zur Theorie der bilinearen For-
men*... hergeleitet, aber nicht ohne betrdchtliche Schwierigkeiten bewiesen hat,
als selbstverstindliche Folgerungen ... ([Hnl], str. 116-117)

Weyrtv némecky text je citovan rovnéz ve Wedderburnové ¢lanku
o A theorem on finite algebras [Wdl]

z roku 1905. V souvislosti s problematikou soucasné transformace dvou biline-
arnich forem je Weyrovo jméno zminéno v avodu ¢lanku

o The reduction of families of bilinear forms [Hsl|,

ktery byl publikovan americkym matematikem Herbertem Edwinem Hawkesem
(1872-1943) v roce 1910.

Vedle Sylvestera Ffadime mezi nejvyraznéjsi osobnosti teorie matic druhé
poloviny 19. stoleti Georga Ferdinanda Frobenia, i kdyZ se tento matematik
vyjadiovani vysledki teorie matic jejim jazykem dlouho branil.'®? Také Frobe-
nius, stejné jako Sylvester, Weyrovy vysledky znal. Jméno Eduarda Weyra se
Casto vyskytuje ve Frobeniové ¢lanku

e Uber den Rang einer Matriz [Fr15]

191 Originalni, méné obsahla italska verze dila byla publikovana pod nazvem Repertorio di

matematiche superiori (Definizioni - Formole - Teoremi - Cenni bibliografici). 1. Analisi,
II. Geometria [Pal] ve dvou ¢astech v letech 1898 a 1900. Prvni némecké vydani, pFipravené
kolektivem autort pod vedenim Paula Epsteina (1871-1939) a Heinricha Emila Timerdinga
(1873-1945), vyslo v letech 1900 a 1902, jednotlivé ¢asti druhého vydani v letech 1922, 1927
a 1929.

192 Vice informaci o zméné paradigmatu ve Frobeniovych pracich viz 1. kapitola.
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z roku 1911, ktery zac¢ina nasledujicimi slovy upozoriiujicimi na Weyrtv neob-
vykly pristup ke studované problematice:

Die Reduktion einer Schar von bilinearen Formen auf die Normalform von
Weierstrass hat Eduard Weyr in seiner Abhandlung Zur Theorie der bilinea-
ren Formen, ..., mit Hilfe der Matrizenrechnung ausgefiihrt. Die invarianten
Zahlen, von denen die Normalform abhdngt, hat er, ebenso wie Weierstrass,
aber auf einem ganz anderen Wege, direkt definiert, nicht, wie Camille Jordan
oder Stickelberger, thre Bedeutung aus der Normalform nachtrdglich abgelesen.

([Fr15], str. 479)

Frobenius dale uvedl jméno Eduarda Weyra v souvislosti se vztahy tykaji-
cimi se odhadu hodnosti sou¢inu matic, které jsou v ¢lanku hojné studovany.
Jak v8ak vime, Weyr pouzival misto pojmu hodnost spiSe analogicky pojem
nulita, coz Frobenius nezapomnél zduraznit.

Weyrovu praci Zur Theorie der bilinearen Formen znala rovnéz americka
matematicka Olive Clio Hazlett (1890-1974), ktera na ni odkazala roku 1917
v ¢lanku

e On the theory of associative division algebras [Ht1].

6.2 Sporadické ohlasy v letech 1920 az 1980

Weyrova teorie charakteristickych ¢isel se po svém zvefejnéni velkého zajmu
nedockala. Tato situace zustala stejnd i v dalsich desetiletich, v nichz byly
Weyrovy vysledky citovany jen vyjimecné, k jejich vyraznéjsimu rozpracovani
nedosglo.

V roce 1921 Weyrovu teorii charakteristickych ¢isel rozsitil némecky mate-
matik Wolfgang Krull (1899-1971) v praci

e Uber Begleitmatrizen und Elementarteilertheorie [Kul]

pro matice nad libovolnym télesem. Vyklad Weyrovy teorie déle podal némecky
matematik Julius Wellstein (1888-1978) v textu

o Uber symmetrische, alternierende und orthogonale Normalformen von
Matrizen [WI11]

z roku 1930. Spis O theorii forem bilinearngjch a jeho némecka verze jsou spo-
le¢né rozebrany v Muirové historickém piehledu

e Contributions to the History of Determinants 1900—-1920 [Mud]

z roku 1930. Ve 2. kapitole jiz byla uvedena Muirova slova vyjadiujici podiveni
nad nazvem, jenz obsahuje termin bilinearni forma misto vhodnéjsiho terminu
matice. Rovnéz dalsi fadky vice nez strankového rozboru zduraznuji vyskyt
maticového aparatu (napt.: for the whole of the first ten chapters (...) deal
with nothing but matrices: ... (str. 3)) a déle upozornuji napf. na pojem nulity,
na nulitu sou¢inu matic, resp. na moznost nulitu sou¢inu v nékterych pripadech
piesné urcit.

Ve tficatych letech se Weyrova charakteristika objevila ve tfech monogra-
fiich vénovanych teorii matic — v8echny jiz byly zminény. Prvni z nich,
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o An Introduction to the Theory of Canonical Matrices [TA1],193

publikovali v roce 1932 Herbert Westren Turnbull a Alexander Craig Aitken.
Velmi struéné a jasné zde definovali Weyrovu charakteristiku:!%4

If the successive differences in nullity (or rank) in the matriz powers
(A=XNI)P, p = 0,1,2,..., are regarded as a partition (called the Weyr
characteristic) of the total multiplicity of the latent root \;, then the conjugate
partition is the Segre characteristic associated with A;. ([TA1], str. 80)

Autorem druhé monografie, isporné napsaného textu
e The Theory of Matrices [Mcl],

je Cyrus Colton MacDuffee. Publikoval jej roku 1933 v edici Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Zdafile napsand utla kniha obsahujici
znacné mnozstvi informaci je rozdélena do deseti kapitol, v nichZ je celkem
padesat sedm paragrafi. Ctyficéty paragraf (str. 73-74) obsazeny v Sesté kapi-
tole Similarity mé nazev Weyr’s characteristic. Na rozdil od Eduarda Weyra,
ktery pouzival termin latentni kofen nebo pouze kotfen, nazval MacDuffee ko-
feny charakteristické rovnice kofeny charakteristickymi.'®® Zminény paragraf
vénoval predevsim zavedeni Weyrovy charakteristiky a jejimu vztahu k Segreové
charakteristice (zde se odvolava na monografii [TA1], str. 80). V zavéru para-
grafu je uvedeno tvrzeni, ze Weyrova charakteristika matice spolu s vlastnimi
¢isly tvori uplny systém invariantti podobnosti matic. Citovany jsou Weyrovy
prace Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces
a Zur Theorie der bilinearen Formen.

Celkem sedm Weyrovych praci je uvedeno v rozsahlé bibliografii knihy

e Lectures on Matrices [Wd2] (1934)
Josepha Henryho Maclagena Wedderburna.'®

V roce 1936 publikoval MacDuffee kratky clanek

o On a fundamental theorem in matric theory [Mc2].

6

V ném Weyrovu charakteristiku pouzil (aniz by ji vysvétloval)t97

o elementarnich délitelich. Rovndz v MacDuffeecho knize
e Vectors and Matrices [Mc3|

z roku 1943'9% je Weyrové charakteristice vénovan samostatny paragraf pojme-
novany The Weyr characteristic.

v dikazu véty

193 Jak uvidime pozdéji, pravé tento text v poslednich desetiletich velmi napomohl k pod-
niceni zajmu o Weyrovy vysledky.

194 Vedle této pasaze zmifuji autofi Weyrovu charakteristiku také na stranach 187 a 188.

195 Pojem charakteristicky kofen je zaveden jiz na 22. strané. Na téze strané je v poznamce
pod ¢arou uveden (spolu se Sylvesterovym jménem) i termin latent roots.

196 Jedna se o téchto sedm praci: O zdkladni vété v theorii matric (1884), Sur la théorie
des matrices (1885), Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces
(1885), O binarnych matricich (1887), Sur la réalisation des systemes associatifs de quantités
complezes a laide des matrices (1887), O theorii forem bilinearnych (1889), Zur Theorie der
bilinearen Formen (1890).

197 Autor pouze v poznamce pod ¢arou uvedl odkaz na 80. stranu prace [TA1].

198 Kniha byla publikovana v dalsich vydanich v letech 1947, 1949, 1953, 1961 a 1966.
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V roce 1936 upozornil americky matematik Merrill Meeks Flood (1908-1991)
vV poznamce

e On the highest common factor of two polynomials [F11]

na chybu (konkrétnéji na mylny piedpoklad), které se dopustil americky ma-
tematik William Vann Parker (1901-1987) v ¢lanku The degree of the highest
common factor of two polynomials [Pwl]| z roku 1935. Ve své verzi dikazu
Flood uvedl, ze pouzil metody Frobenia a Weyra. Konkrétné odkazal na po-
znatek o nulité matice, ktery Weyr uvedl v praci Zur Theorie der bilinearen
Formen na strané 179.

Néktera fakta Weyrovy teorie byla zminéna ve ¢tyricatych letech 20. stoleti
v publikacich italskych matematikii. Mame na mysli ¢lanek

e Segnatura di una matrice in un campo di razionalita [Ccl]
z roku 1940, resp. o dva roky mladsi pojednani
e Segnatura, divisori elementari e forme canoniche di una matrice [Chel]

z roku 1942. Prvni text napsal Leopoldo Cavallucci, druhy Salvatore Cheru-
bino (1885-1970). Nejedna se v8ak o ohlasy na Weyrovy prace v pravém slova
smyslu. Z ,rukopisi“ obou publikaci (pfistup autorii, pouzitd terminologie
apod.) a také z uvedenych odkazt na starsi literaturu se zda, ze Weyrovy vy-
sledky autofi neznali.'®?

Roku 1946 byla Weyrova prace Zur Theorie der bilinearen Formen refe-
rovina rovnéz ve francouzsky psané odborné literatuie. Konkrétné se jedna
o ¢lanek

o Sur la réduction canonique des couples de matrices [Dd1],

pod nimz je podepsan znamy francouzsky matematik Jean Alexandre Eugéne
Dieudonné (1906-1992).

Weyrové a Segreové charakteristice a jejich dualité se vénoval Anatolij Iva-
novi¢ Mal’cev (1909-1967) ve své znamé ucebnici

e Osnovy linejnoj algebry [Mal],
jejiz prvni vydani vyglo roku 1948.290
7 cizojazycénych praci z pocatku padesatych let 20. stoleti, v nichz lze na-

lézt reakce na Weyrovy prace O theorii forem bilinearnijch a Zur Theorie der
bilinearen Formen, jmenujme nejprve knihu

199 Vv souvislosti s difv&jsimi poznatky z pfidruzené problematiky jsou naopak v obou &lan-
cich zminéni dalsi italsti matematikové, Pilo Predella (1863-1939) a Bernardino Gaetano
Scorza (1876-1939).

200 postupné vyslo nekolik dalsich rusky psanych vydani: druhé v roce 1956, t¥eti v roce
1970 a ¢tvrté v roce 1975. Kniha byla prelozena do nékolika cizich jazyku. Anglicky vysla
pod nazvem Foundations of Linear Algebra v roce 1963, $panélsky pod nazvem Funda-
mentos de algebra lineal v roce 1970 a italsky pod nazvem Fondamenti di algebra lineare
v roce 1980. Segreova a Weyrova charakteristika jsou studovany na str. 186 (vydani z roku
1948), resp. 132-133 (1956), resp. 117-118 (1963), resp. 135-136 (1970), resp. 179-180 (1975),
resp. 181 (1980).
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e Matrizen. Eine Darstellung fiir Ingenieure [Zul]
Rudolfa Zurmiihla (1904-1966) z roku 1950, v niZ je paragraf Die Weyrschen
Charakteristiken (str. 212-214),201 a dale monografii Felikse Ruvimovice Gant-
machera (1908-1964)

e Teorija matric [Gnl]
z roku 1953.202

Roku 1950 vyuzil jednu vétu Weyrovy teorie slovensky knéz, fyzik a teolog
Michal Kumorovitz v ¢lanku

e Une solution du systéme linéaire homogeéne d’équations différentielles du
premier ordre & coefficients constants [Kml].
Pomoci ni odvodil feSeni soustavy linearnich diferenciélnich rovnic prvniho fadu
s konstantnimi koeficienty. Vedle Weyrovy knihy O theorii forem bilinearnych
z roku 1889 zminil i Boruvkovu pozndmku Sur les matrices singuliéres z ro-
ku 1936. Kumorovitz a Bortuvka pracovali se soustavami diferencialnich rovnic
obdobné, aviak nezavisle na sobé.203

Reakci na Weyrav ¢lanek Répartition des matrices en espéces et formation
de toutes les espéces a také na spis O theorii forem bilinearnijch, resp. na jeho
Gasopiseckou verzi Zur Theorie der bilinearen Formen lze nalézt v knize

e Linear transformations in n-dimensional vector space. An introduction to

the theory of Hilbert space [HG1],
za jejimz vznikem v roce 1951 stoji autorska dvojice Hans Ludwig Hamburger
(1889-1956) a Margaret Eleanor Grimshaw (1904-1990).

Dva prehledové ¢lanky z nedokonc¢eného druhého vydéani Enzyklopidie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen nazvané

e Lineare Algebra [Pgl] a

e Normalformen von Matrizen [Pg2]
zpracoval na poc¢atku padesatych let 20. stoleti Giinter Pickert. V druhém z nich
nalezneme Weyrovo jméno (na str. 47) nejprve v souvislosti se zobecnénim jed-
noho jeho vysledku Otakarem Boriivkou?’? v roce 1936 a poté (na str. 57)
pii zavedeni Weyrovy charakteristiky jako dudlntho pojmu k Segreové charak-
teristice. Odkaz na konkrétni Weyrovu praci zde uveden neni, jedna se opét
o odezvy na prace obsahujici Weyrovu teorii.

201 Jedna se o ¢ast podkapitoly Hauptvektoren. Transformation auf Normalform. Uvod do

problematiky Weyrovy charakteristiky je zachycen jiz na strané 211, Weyrova charakteristika
je zminéna i na strané 371 (odstavec Verhalten bei nichtlinearen Elementarteilern podkapi-
toly Systeme linearer Differentialgleichungen).

202 Obg knihy vychéazely opakované (zahrneme-li i vydani Zurmiihlova textu s pozmé&nénymi
nazvy) v prib&hu nasledujicich péti desetileti. Gantmacherova kniha byla navic publikovana
v anglickém, francouzském a némeckém prekladu.

203 Uved'me, 7e na tuto Kumorovitzovu praci naopak odkazal Bortivka ve své pozdé&jsi praci
Pozndmka o pouziti Weyrovy theorie matic k integraci systémi diferencidlnich linedrnich
rovnic s konstantnimi koeficienty [Bo6] z roku 1954 a v témize roce také Jirf Cermak v ¢lanku
On a new method of solving homogeneous systems of linear difference equations with constant
coefficients [Ce3]. Viz 5. kapitola.

204 Reakce Otakara Boruvky a dalsich brnénskych matematiki na Weyrovu teorii charak-
teristickych ¢isel viz 5. kapitola.
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V roce 1953 publikoval Brian E. Mitchell tfistrankovou poznamku
e Normal and diagonalizable matrices [Mil],

v niz vylozil vztah mezi norméalnimi a diagonalizovatelnymi maticemi a pfe-
devsim mezi norméalnimi maticemi a vlastnimi ¢isly, resp. vlastnimi vektory
matic A*A a A*.29° V zavéru uvedl vzajemné jednozna¢né vztahy mezi Weyro-
vou a Segreovou charakteristikou matice A, nulitami matic (4 — AE)*, k € IN,
a jistou vétou Michaela P. Drazina.206

V knize Roberta McDowella Thralla (nar. 1914) a Leonarda Tornheima
(1915-2009)

o Vector Spaces and Matrices [TT1]

z roku 1957 neni sice zavedena pifmo Weyrova charakteristika, ale jsou (na
strané 270) definovana tzv. Weyrova cisla (Weyr numbers).

S Weyrovou charakteristikou byl obeznamen rovnéz William Grenfell Lea-

vitt (nar. 1916), ktery tento pojem a termin pouzil jiz ve své disertaéni praci?®?

e A normal form for matrices whose elements are holomorphic functions [Lel]
z roku 1947 a potom téz v ¢lanku
e Canonical forms for mappings of vector spaces [Le3|

z roku 1953. V posledné jmenované publikaci je Weyrova charakteristika ptifa-
zena nikoliv k matici, ale k linedrnimu zobrazeni (endomorfismu, resp. opera-
toru).

Let A be a linear mapping of an n-dimensional vector space S over a field F.
Define AY = T (the identity mapping), and consider the successive powers A
(i=0,1,...). If V€ S for which VA"=1 = 0, then VA" = 0, so that the
null space N(A*=Y) C N(AY). If v(A) designates the dimension d[N(A)], this
implies that v(A"™1) < v(AY). Define w; = v(AY) — v(A*=Y). ... For a map-
ping A, let F[A] be the set of all polynomials in A with coefficients in F. ...
let a € F[A] ... It may be remarked that if o = A — ¢l is singular (in which
case c is called a characteristic value), then the set {w;} relative to « is called
the Weyr characteristic of A relative to c. (|Lel], str. 75, 76, 79)

Americky matematik Murray Gerstenhaber (nar. 1927) publikoval v ro-
ce 1959 takika ¢tyficetistrankové pojednani

e On nilalgebras and linear varieties of nilpotent matrices, IIT [Ghl].

205 Matici A nazveme normalni, plati-i AA* = A*A, kde A* je matice konjugovana,
tj. transponovana a komplexné sdruzena k matici A. Souciny se nemusi rovnat matici jed-
notkové, jak je tomu u unitarni matice.

206 Drazin M. P., On diagonable and normal matrices [Dz1], Theorem 1 (i), str. 189:

If A is any given n X n matriz, then each of the following conditions is necessary and
sufficient for the diagonability of A:
(i) For every n-vector &, and every scalar \, (A — \I)2¢ = 0 implies (A — NI )& = 0;

207 Stejnojmenny desetistrankovy Leavittav ¢lanek [Le2] vySel o rok pozd&ji v casopisu

Duke Mathematical Journal.
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V ném jsou citovany Weyrovy prace Répartition des matrices en espéces et
formation de toutes les espéces a Zur Theorie der bilinearen Formen.2%®

Weyrovu a Segreovu charakteristiku nalézame i ve dvou pracich Alvina
N. Feldzamena. Jsou to ¢lanky

o A generalized Weyr characteristic |[Fzl]
z roku 1959 a
e Semi-similarity invariants for spectral operators on Hilbert space [Fz2]

z roku 1961. Obé prace maji podobny charakter, vénuji se spektralni teorii ope-
ratorti na Hilbertovych (obecn&ji Banachovych) prostorech.?’Y V prvnim textu
neni zminéna zadna konkrétni Weyrova prace, v druhém jsou citovany ¢lanky
Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces a Zur
Theorie der bilinearen Formen. Reference jsou v textu uvedeny v okamziku,
kdy autor zminil Weyrovo jméno (a s nim i konkrétni prace), aby vysvétlil, po
kom je Weyrova charakteristika pojmenovana.

V prvni Feldzamenové praci jsou ¢&isla odpovidajici Weyrovym charakte-
ristickym ¢isltim definovana zcela bez vyskytu vlastnich ¢isel matice, Weyrova
charakteristika je zavedena v kontextu pojmu borelovskd mnozina, borelov-
ska funkce, mohutnost soustavy vektort, spektralni a norméalni operator apod.
Teprve poté je poukazano na rovnost mezi Cisly definovanymi Feldzamenem
a Weyrem.

Feldzamentiv druhy, takika padesatistrankovy c¢lanek je Weyrovou charak-
teristikou doslova ,,protkan*. Autortav ptistup k tomuto pojmu je viak od Wey-
rova postupu opét znaéné odlisny,?!° piestoze tentokrat pracoval (jiz od prv-
niho odstavce) vedle vySe zminénych pojmi i s vlastnim ¢islem matice. V textu
se Casto poukazuje na tzkou spojitost mezi Weyrovou a Segreovou charakte-
ristikou, z nékolika vyskytt popisu tohoto vztahu v textu vybereme ukéazku
z uvodu, v niz je T operator a u(A\g) zna¢i nasobnost jeho vlastniho ¢isla Ag:

... let W( Ao, k) be the kth integer in the Weyr characteristic of Ao for T, and
S(Xo, k) be the number of occurrences of k as an exponent of the elementary
divisors of T that contain Ao — that is, the number of occurrences of k in the
Segre characteristic. Then these are related in a simple manner:

'S()‘O7 k) = W(A()a k) - W()‘Oa k + 1)3

208 Odkaz na obé prace je uveden u nasledujiciho poznatku:

LEMMA 1.2. A is similar to B if and only if rank(A—\)* =rank(B—\)*, k=1, ..., n,
where A runs through all proper values of A and B. (|Ghl], str. 171)

Je zajimavé, Ze Gerstenhaber jesté v roce 1959 pouzival zapis (A — )\)’C misto korektniho
(A—XE)F. Nejenze tedy zvefejnil Weyriiv vysledek, ale v celé praci uzival Weyrovu, z dnesniho
hlediska nepfesnou symboliku.

209 pegtistrankova prace A generalized Weyr characteristic shrnuje vysledky Feldzameno-
vy diserta¢ni préace zpracované na Yale University pod vedenim Nelsona Dunforda. O dva
roky mladsi, mnohem rozsahlejsi ¢lanek Semi-similarity invariants for spectral operators on
Hilbert space naopak doktorskou praci reviduje a rozsiruje.

210 it is convenient to reclothe the characteristics in more modern garb. ([Fz2|, str. 277)
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and,

> W, k) = kS(Xo, k) = u(Xo).

k i
([Fz2], str. 277-278)

Intepretujme uvedené vztahy pomoci Ferrersova diagramu piislusného vlast-
nimu &islu Ag, v némz charakteristické ¢islo W(\g, 1) znazornime te¢kami v prv-
nim fadku odspodu, charakteristické ¢islo W(\g, 2) teckami v druhém fadku
odspodu atd. Uvédomme si, ze exponent elementarniho délitele je roven radu
Jordanovy buiiky, proto k znaci pocet tecek v jednotlivych sloupcich diagramu
a S(Xo, k) znaci pocet sloupcii, které maji pravé k tecek. Symbol Y, W(Xg, k)
vyjadiuje celkovy pocet tecek Ferrersova diagramu, ktery je souc¢tem poctu te-
¢ek v m obdélnicich,?!! jejichz ,.vyska“ je po fadé 1, 2, ..., m tedek a ,sitka”
po fadé S(\g, 1), S(No, 2), ..., S(Ao, m) tecek. Celkovy pocet tefek diagramu
je pfitom roven nasobnosti u(Ag) vlastniho ¢isla Ag.

Je-li tedy napiiklad Weyrovou charakteristikou operatoru 7" piislusnou vlast-
nimu ¢&islu Ay posloupnost (9, 6, 5, 2, 2), vypada Ferrersiv diagram takto:

k=5 ° W(Xo, 5)
k=4 ° W(\o, 4)
k=3 ° W(Ao, 3)
k=2 ° W(o, 2)
k=1 bl i W(Xo, 1)

Piislusna Segreova charakteristika je (5, 5, 3, 3, 3,2,1,1, 1) a
S()\(], 1) = 3, S()\(], 2) = ]., S()\(), 3) = 3, S()\(), 4) = 0 a S()\(), 5) = 2

Proto celkovy pocet tecek (neboli nasobnost vlastniho ¢isla Ag), ktery se rovna
souctu tecek umisténych v jednotlivych fadcich diagramu, miizeme pocitat jako
soucet 1-34+2-1+3-3+4-0+5-2=24.

Alvin N. Feldzamen vyklada vyznam symboli, které se vyskytuji v uvede-
nych vztazich, pomoci nésledujicich pojmi:

These functions also have simple spatial interpretations: W(Xo, k) is the
mazimum number of linearly independent vectors annihilated by (T — X\oI)* but
not by (T — NoI)*~Y, and S()o, k) is the mazimum number of independent
k-dimensional subspaces completely reducing T on which T — Aol has index k.
([Fz2], str. 278)

Celkové lze Tici, ze v textu je — co se Cetnosti tyce — davana prednost charak-
teristice Weyrové. Zaroven je upozornéno na vyhodnost charakteristiky Segre-
ovy:

211 Pfesnéji feceno, obdélnika bude pravé m za piedpokladu, Ze existuji Jordanovy buiky
fadu 1, 2, ..., m. Pokud naptiklad pro vlastni ¢islo Ao neexistuje Jordanova buika fadu k,
nebude v diagramu k-ty obdélnik uveden a ¢len S(Ao, k), a proto také ¢len kS(Aog, k), bude
roven nule.
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... the reader, noticing the primacy of the Weyr characteristic in the state-
ments and proofs, may wonder as to the inclusion of the Segre characteristic.
It is included because it is readily defined by means of the Weyr characteris-
tic, and because it seems clear that the Weyr characteristic is unsuited to the
nonessentially finite case, where the Segre characteristic, defined directly, may
succeed. (|Fz2], str. 281)

V obou Feldzamenovych pracich jsou pasaze zdiraznujici, ze Weyrova cha-
rakteristika zavedend pro spektralni operatory na Hilbertovych prostorech je
invariantem podobnosti, ale ne dplnym souborem invariantii. Proto je podob-
nost zobecnéna na tzv. polo-podobnost (semi-similarity) spektralnich operatora
kone¢né nasobnosti na Hilbertové prostoru, které je rovnéz ekvivalenci. Zobec-
nénd Weyrova charakteristika zavedena pro tyto operatory tvori uplny soubor
invariantii polo-podobnosti.

Na Feldzamenovu praci z roku 1961 uzce navazal Lior Tzafriri (1936-2008),
profesor ptisobici na univerzité v Jeruzalémé, ¢lankem

o Quasi-similarity for spectral operators on Banach spaces [Tz1]

z roku 1968. Jeho cilem bylo zavést tzv. kvazi-podobnost (quasi-similarity) pro
spektralni operatory na Banachové prostoru, ktera by pro piipad norméalnich
operatoru splyvala s béznou podobnosti a pro pfipad spektralnich operatori
koneéné nésobnosti na Hilbertové prostoru s Feldzamenovou polo-podobnosti.
Stejné jako pro polo-podobnost je Weyrova charakteristika aplnym souborem
invarianti kvazi-podobnosti.

Vyskyt Weyrovy charakteristiky je v Tzafririho ¢lanku opét znacny, také
tato publikace v seznamu literatury uvadi konkrétni Weyrav text. Jedna se
o praci Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces
z roku 1885, kterd je v textu citovana, stejné jako ve Feldzamenové publikaci,
v misté, kde je vysvétlen vyskyt piijmeni Weyr v terminu Weyrova charakte-
ristika.

Na Feldzamenovy a Tzafririho vysledky tykajici se invariantnosti Weyrovy
charakteristiky poukézal ve svém ¢lanku

e Quasi-similarity of operators [Hol]

z roku 1972 Thomas Benton Hoover.

Reakci na ¢lanky Sur la théorie des matrices a Répartition des matrices

en espéces et formation de toutes les espéces lze dale nalézt v souboru ¢lanki,

které v letech 1962 a 1963 postupné publikoval R. W. Feldman Jr. v ¢asopisu
The Mathematics Teacher.?'?

Pojem Weyrova charakteristika zminil rovnéz Shmuel Kantorovitz (nar. 1935)
v tvodu ¢lanku

e The semi-simplicity manifold of arbitrary operators [Kzl]

z roku 1966, Weyrovu charakteristiku vSak v praci vice nestudoval. Tento pojem
nalezneme také v poznamce Christophera Williama Davise

o Elementary divisors of the Stein transformation X — X — CXC* [Dal]

212 Jedna se o ¢lanky [Fel], [Fe2]|, [Fe3], [Fed], [Fe5] a [Fe6].
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z roku 1974. Jméno Eduarda Weyra se vyskytuje rovnéz v kratkém c¢lanku
e Integral invariant functions on the nilpotent elements of a semisimple Lie
algebra [Ggl],

ktery publikoval Michael A. Gauger v roce 1978.213

Italsky matematik Mario Tognetti v ¢tyfstrankové poznamce

o Sulla caratteristica di un polinomio di matrice [Tol]
z roku 1972 studoval hodnost matice f(A), kde f je polynom a A je ¢tvercova
matice. Ackoliv vyuzil Weyrovu charakteristiku, o ¢eském matematikovi zcela

pomléel. Tim se zarfadil za své krajany Cavallucciho a Cherubina (viz vyse
str. 202).

V roce 1978 publikovali Robert E. Hartwig?!? (nar. 1941) a Frank Jerry
Hall?'® ¢lanek

e Pseudo-similarity for matrices over a field [HH1].
V ném definovali pseudo-podobnost (pseudo-similarity) takto: Necht R™*"
zna¢i mnozinu vSech matic typu m x n nad okruhem R s jednotkovym prvkem,
A e R™*m 5 B e R™™. Rekneme, ze matice A je pseudo-podobnd matici B,
jestlize existuje matice X € R™*" a dvé matice X, X~ € R"*™ takové, Ze
plati

(1) X AX =B,
(2)  XBX = A,
(3) XX X=X,
(4) XXX =X.

213 Michael A. Gauger viak necitoval zadnou Weyrovu praci, odkazal pouze na 73. stranu
MacDuffeeho monografie The Theory of Matrices [Mcl|, kde je Weyr zminén. Autor se na
Eduarda Weyra takto zprostfedkované odvolal u tohoto tvrzeni (pouZil nezvyklého znaceni
matic, které jsou zapsany malymi pismeny):

THEOREM 2 (WEYR [3, p. 73]). Let z, y be nilpotent n X n matrices over any field.

Then © and y are similar if and only if rank (z*) = rank (y*) for all k < n. (|Ggl], str. 162)

214 podotknéme jiz na tomto misté, ze Robert E. Hartwig publikoval vice textt obsahuji-
cich Weyrovy vysledky (viz nasledujici odstavce). V roce 1972 navic zaslal do ¢asopisu SIAM
Journal on Applied Mathematics ¢lanek nazvany A note on the Weyr characteristics; do-
konce jej zmifniuje (v&etné poznamky o predloZeni textu k publikaci) v seznamu literatury
své prace A note on Jacobson chains [Hrl|, v niZ se odkazuje na konkrétni definici z p¥ipra-
vovaného ¢lanku, ktery vsak nakonec nikdy nevysel. TotéZ plati pro Hartwigtiv text From
Schur to Jordan datovany rokem 1977, v némz je vedle Weyrovy charakteristiky uvazovan
i tzv. Weyrdv-Jordaniv tvar matice, coz je, v dnesni terminologii, Weyriv kanonicky tvar
nilpotentni matice (tedy Weyrtv blok p¥fislusny vlastnimu &islu 0). Kdyby byla préace publiko-
vana, byla by z hlediska vyskytu Weyrova kanonického tvaru v literature nejen sedmdesatych
let zcela ojedinéla.

215 Frank Jerry Hall se narodil v Texasu, otec jeho matky zil p¥ed svym odchodem do
zamoii ve Velkém Ujezdé, moravské obci pobliz Olomouce. Vztah k nagim zemim je umocnén
i tim, ze F. J. Hall, R. E. Hartwig, Irving J. Katz a Morris Newman publikovali roku 1983
praci Pseudo-similarity and partial unit regularity [HHKNI1]|, kterd navazala na zminény
¢lanek Halla a Hartwiga, v ¢asopisu Czechoslovak Mathematical Journal. Frank Hall se dobfe
zna a spolupracuje s ¢eskym matematikem Miroslavem Fiedlerem, jehoz odborné zaméreni
zahrnuje predevsim teorii matic, a Ceskou republiku pomérné casto navstévuje. V emailové
korespondenci s autorkou monografie (¥ijen 2012) napsal: We have had many large family
re-unions. I can say that I am proud of my Moravian heritage.
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Matice M, které jsou feSenimi rovnice XM X = X pro danou matici X
(viz vztahy (3) a (4)), se nazyvaji vniting inverze (inner inverses) k matici X
a obvykle se zna¢i X, X~ atd.

Je-li matice A pseudo-podobna matici B pomoci matice X, plati mimo jiné
vztahy

X A*X =BF, XBFXx =AF, k=12, ...

Dtukaz tvrzeni neni slozity, neobsahuje zadné slozité operace, nevyzaduje ani
zadnou vyssi znalost linearni algebry. Dosazenim rovnosti (1) do rovnosti (2)
ziskdme vztah

A= XX AXX".

Vynasobime jej zleva matici X X~ a dostaneme
XX A=XX XX AXX",

neboli
XX A= (XX X)X AXX",

a odtud s vyuzitim rovnosti (3) plati
XX A=XXAXX".

Z rovnosti pravych stran posledné a prvné jmenovaného vztahu vyplyva rovnost
jejich levych stran, tj. A = X X A. Déle

B? = (X AX)(X AX) = X A(XX A)X,

a proto
B? = X AAX, tj. B>= X A%X.

Dokazali jsme, ze vztah X A* X = BF plati pro k = 2 (platnost pro k = 1 je ob-
saZena jiz v definici pseudo-podobnosti). Déale postupujeme indukei. Predpokla-
dame, Ze plati X A9X = BY, a dokdZzeme platnost vztahu X A9T1X = B+l
Jelikoz

Bt = BIB = X AXB = X AIXX AX = X AY(XX A)X = X AIAX,

plati skutetné BIT1 = X A9tL X,

Platnost vztahu XB*X~ = AF lze ovéfit obdobné. Dosadime vSak rov-
nost (2) do rovnosti (1) a vznikly vztah nasobime zprava matici X X. DokaZeme
tak rovnost B = BX", kterou uZijeme pii nasledném dukazu indukci.

V obecném piipadé z pseudo-podobnosti matice A matici B nevyplyva po-
dobnost matic A a B (matice A, B jsou obecné riznych fadi). Pokud je vsak
okruh R polem a matice A, B (a tedy i matice X) maji stejny fad, je matice A
pseudo-podobna matici B, pravé kdyz jsou podobné.

Pseudo-podobnost je tedy zobecnénim podobnosti, v uvedeném piipadé
maji matice A a B shodnou Weyrovu charakteristiku prislusnou vlastnimu
¢islu 0.
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Vnitini inverze jsou studovany rovnéz v dalsi Hartwigové praci z roku 1978,
ktera nese nazev

e Spectral inverses and the row-space equations [Hr2|

a v niz jsou zminény tzv. Weyrovy prostory. Tato terminologie je zavedena
a odtivodnéna v nasledujici pasazi, v niz N[X] zna¢i mnoZinu v8ech vektort,
které jsou reSenimi homogenni soustavy linearnich rovnic s matici X:

Suppose that AC™' = C~'A and BC~' = C~'B, and let

W (4) = N[(A— O]\ N[(A - C)P~1].

These spaces are sometimes referred to as Weyr spaces, since in the case of
a field with C = NI, A\; # 0, the mazimum number of independent vectors

in Wép)(A) exactly equals the Weyr characteristic wg)(A). ([Hr2], str. 62)

Robert E. Hartwig a Raphael Loewy?!® vyuzili Weyrovych vysledka také
o ¢trnéct let pozdéji, tj. roku 1992, v ¢lanku

e Mazimal elements under the three partial orders [HL1|.

Studovali t¥i ¢astecna usporadani (star order <., minus order < a Loewner
neboli positive-semidefinite order <r,) definovana na mnoziné ¢tvercovych kom-
plexnich matic a hledali maximalni matice vzhledem k témto usporadéanim
v riznych tfidach matic (mezi hermitovskymi maticemi apod.). Dospéli napii-
klad k tvrzeni, Ze pro tfidu nilpotentnich matic je matice s Weyrovymi charak-
teristikami (1, 1, ..., 1) maximalni vzhledem k uspofadani <,.

6.3 Charakteristiky teorie grafi

Béhem sedmdesatych let zac¢al publikovat své prace obsahujici termin Weyrova
charakteristika také Hans Schneider®!” (1927-2014). Zaslouzil se velkou mérou
o Sifeni povédomi o Weyroveé charakteristice v USA, vznikla kolem néj komunita

216 Raphael Loewy byl doktorandem Olgy Taussky-Todd na California Institute of Tech-
nology (tzv. Caltech).

217 Hans Schneider se narodil ve Vidni, doktorska studia absolvoval v Edinburghu, dlou-
hou dobu ptisobil v USA, kde zil az do své smrti v roce 2014. Jeho kofeny sahaji na nase
tzemi, jeho otec Hugo se narodil v Karviné, z niz se poté odstéhoval kviili studiu zubniho
lékaistvi do Vidné (zubarkou byla rovnéz Hansova matka Isabella). A¢ byla rodina bez vy-
znani, dle némeckych rasovych zakonu byl jeji puvod zidovsky, a proto po anslusu Rakouska
Némeckem v bfeznu 1938 odesla do ilegality do Karviné, kde pobyvala u rodiny jednoho
z bratri Huga Schneidera. Po Mnichovské dohodé vsak byla Karvind postoupena Polsku
a rodina se tak ocitla v dalsim staté. (Blizsi osudy rodiny v letech 1938 az 1940 viz vzpo-
minky Hanse Schneidera March 1938—August 1940: A short personal history of my family
during 30 turbulent months [Scb|.)

Hans Schneider patfil az do smrti mezi nejvyraznéjsi osobnosti soucasné linearni al-
gebry. V obdobi 1987 az 1996 byl prvnim prezidentem nové zaloZené The International
Linear Algebra Society (ILAS; v prvnich dvou letech ptisobici pod nédzvem The Internati-
onal Matrix Group), ¢tyFicet let (az do roku 2012) byl vedoucim redaktorem ¢asopisu Linear
Algebra and its Applications a jesté v roce 2014 zastaval funkci poradniho editora Electronic
Journal of Linear Algebra. Zajimavymi zptsoby byl propojen s nékolika matematiky, ktefi
se narodili v ¢eskych zemich a ktefi pracovali nebo pracuji v teorii matic. Svou odbornou
praci je spjat s Eduardem Weyrem, byl blizkym znamym celosvétové uznavané algebraicky
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matematiki, ktefi publikovali zna¢né mnozstvi ¢lanki (nebo diserta¢nich praci)
o vztahu Weyrovy charakteristiky a nékolika charakteristik teorie grafi. V této
partii uvedeme jejich prehled, predstavime nékteré vazby mezi ¢leny zminéné
komunity a popiSeme jejich pristup k dané problematice. V ¢asti nasledujici se
budeme zabyvat odbornou néplnf praci.

Hans Schneider byl na University of Edinburgh doktorandem Alexandera
Craiga Aitkena, spoluautora jedné z prvnich monografii teorie matic z roku
1932 nazvané An Introduction to the Theory of Canonical Matrices, ktera, jak
jiz bylo uvedeno, obsahuje problematiku Weyrovy charakteristiky a na kterou
ostatni matematikové ¢asto odkazovali. Hans Schneider mél na tuto knihu milou
osobni vzpominku pfetrvavajici vice nez Sedesat let:

As a student I learned about the Weyr characteristic from the book by
Turnbull-Aitken ... (It was in fact the very first math book I bought; probably
in 1950, cost GBP 1.) I expect I also heard about the Weyr characteristic in
Prof. Aitken’s lectures, but this is so long ago that I have no specific recollection
of this.2'3

Pripojme jesté jeho vzpominky na pocatky odborné prace vztahujici se
k Weyrovu kanonickému tvaru matice a na seznamovani se s timto tématem:

... It could have been when I was working with Richman on his thesis
(ca. 1975) which resulted in our joint 1978 paper. I know I read some of Weyr’s

Olgy Taussky-Todd narozené v Olomouci (viz 4. kapitola) a sepsal nékteré ¢lanky s Ceskym
matematikem Miroslavem Fiedlerem. V roce 1968 patfili Olga Taussky-Todd a Hans Schnei-
der mezi zakladajici editory ¢asopisu Linear Algebra and its Applications, dnes je mezi ¢leny
redakéni rady Miroslav Fiedler.

PiibliZzné jednou za tfi roky je udélovano ocenéni Hans Schneider Prize za vynikajici
aspéchy v linearni algebfe nebo celozivotni pfinos tomuto oboru. V roce 1993 ji ziskal pravé
Miroslav Fiedler.

218 Tato i nasledujici citace pochazi z emailové korespondence Hanse Schneidera s autorkou
této monografie (srpen 2011).

Mizeme se jen domnivat, zda by Hans Schneider vénoval vyznamnou ¢ast své odborné
prace problematice Weyrovy teorie, pokud by nebyl Aitkenovym studentem. Uvedme pro za-
jimavost, jak malo stacilo, aby se Schneider Aitkenovym doktorandem nestal. Dale citované,
dnes jiz humorna historka je Schneiderovou odpovédi na dotaz ohledné jeho cesty ke kariére
matematika pracujiciho v linearni algebre. Otazka byla polozena jeho doktorandkou Olgou
Holtz béhem rozhovoru “Know What You Are Good At, Keep At It, and Keep At It”, ktery
byl publikovan na jafe roku 2012 v ¢asopisu IMAGE (IMAGE 48(2012), str. 6-7).

It was purely accidental. In 1950 I was fired from the Royal Observatory, Edinburgh because
I had broken an expensive instrument the first time I used it. This ended my intended career
as an astronomer. I was married with one child and the second on its way. My father offered
to support me for a Ph.D. I applied to Max Born, then the professor of Applied Mathematics
in Edinburgh and one of the founders of quantum theory. But he was about to retire and
was taking no more students. So I turned to Prof. A. C. Aitken.

Uvéazime-li, Ze mezi ¢ty¥i nejstarsi vyznamné monografie teorie matic fadime vedle zminéné
knihy [TA1] Turnbulla a Aitkena i MacDuffeeho publikaci [Mcl], je piekvapivé, Ze Schnei-
derova profesni draha byla ovlivnéna i timto matematikem — pfestoZe s knihou ani jejim
autorem do kontaktu prili§ nepiisel.

Your letter motivated me to recheck MacDuffee’s book. I do not think I knew of this book
as a student. ... BTW, I almost surely owe my presence at U. Wisconsin to MacDuffee.
I never got to know him well as he died shortly after I arrived here in 1959.

(Z emailové korespondence s autorkou této monografie, srpen 2011; v ukézce je zminéna
University of Wisconsin, kde MacDuffee a Schneider pracovali.)
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great paper then. I consulted Prof. Fiedler and he sent me a Czech version of
Weyr’s paper which has rested untouched in my files ever since!

Za pocatek své prace vénujici se vysledkiim maticového pocétu Eduarda
Weyra oznacil Hans Schneider pfiblizné polovinu sedmdesatych let. Nékteré
jeho prace ze sedmdesatych, ale i pozdéjsich let se v8ak velmi vyrazné opiraji
o publikace, které sepsal jiz v letech padesatych: disertac¢ni praci

o Matrices with non-negative elements [Scl]

z roku 1952 a ¢lanek
e The elementary divisors associated with 0, of a singular M-matriz [Sc2]

z roku 1956.

Ve vyse uvedené citaci byla Hansem Schneiderem zminéna Richmanova di-
sertace a jisty spoleény ¢lanek. Jmenovanou disertaci je minéna prace

e Calculation of the Weyr characteristic from the singular graph of an

M-matriz [Rml|

z roku 1976 Daniela Jamese Richmana (nar. 1944), Schneiderova studenta na
University of Wisconsin, spole¢nou praci z roku 1978 potom casto citovany
¢lanek

e On the singular graph and the Weyr characteristic of an M-matriz [RS1].
V roce 1978 vysla obdobné zaméfena Richmanova prace nazvana

e The singular graph of lower triangular, nilpotent matrices [Rm2],
pridruzenou tematikou se zabyva i ¢lanek

e Algebraic eigenspaces of non-negative matrices [Rol]

z roku 1975, ktery byl publikovan izraelskym?'® matematikem Urielem Geor-
gem Rothblumem (1947-2012).

Vztahy mezi Weyrovou charakteristikou a grafem tzv. M-matice nebo ma-
tice s nezapornymi prvky (tzv. nezdpornymi maticemi)??° byly souc¢sti dalsich
Schneiderovych pojednéani: ¢lanku

e The influence of the marked reduced graph of a nonnegative matriz on the

Jordan form and related properties: A survey [Scd]

z roku 1986 a jeho praci sepsanych s vyznamnym izraelskym matematikem
a politikem Danielem Hershkowitzem??! (nar. 1953), které jsou nazvany

219 Uved'me pro zajimavost, ze Rothblumovy kofeny sahaji do Vidné, z niz jeho rodi¢e odesli
ve tFicatych letech 20. stoleti; uprchli pfed nastupujicim fagismem.

220 Nezapornym maticim a jejich aplikacim bylo vénovano nékolik monografii. Pro zajemce
zmifime knihu Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences |BP1], kterou roku 1994
publikovali Abraham Berman (nar. 1943) a Robert J. Plemmons (nar. 1938).

221 Daniel Hershkowitz je dalsim z piednich predstaviteli sou¢asné komunity matematiki
vénujicich se linearni algebfe. Mimo jiné je hlavnim redaktorem The Electronic Journal of
Linear Algebra, v letech 2002 az 2008 byl prezidentem International Linear Algebra Society.

Od brezna 2009 do bfezna 2013 zastéval funkci ministra védy a technologie v izraelské
vladé. Ve dnech 17. a 18. kvétna 2012 navstivil spolu s izraelskym premiérem Benjami-
nem Netanjahuem (nar. 1949) a dalsimi Sesti izraelskymi ministry Ceskou republiku. Pii
jednani s tehdejsim feskym ministrem $kolstvi Petrem Fialou (nar. 1964) vytvofili pojeti
Gesko-izraelské spolupréce ve vyzkumu a vyvoji (pFedeviim v oblasti programovéani a neuro-
degenerativnich onemocnéni).
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e Height bases, level bases, and the equality of the height and the level
characteristic of an M-matriz [HS3]?*? a

o Combinatorial bases, derived Jordan sets and the equality of the height
and level characteristic of an M-matriz [HS4]%23.

Prvni ¢lanek je z roku 1989, druhy z roku 1991.

Problematika souvislosti Weyrovy charakteristiky s teorii grafu je soucasti
i nasledujicich publikaci: diserta¢ni prace Michaela Ezry Sakse

e Duality Properties of Finite Set Systems [Ssl]
z roku 1980, pojednani Emdena R. Gansnera

o Acyclic digraphs, Young tableauz and nilpotent matrices [Gsl]
z roku 1981 a ¢lankt Richarda A. Brualdiho

e Combinatorial verification of the elementary divisors of tensor pro-
ducts [Bul] a

o Combinatorially determined elementary divisors [Bu2|
z let 1985 a 1987.

Americky matematik Shmuel Friedland a Daniel Hershkowitz ptedlozili
roku 1988 v préaci

o The rank of powers of matrices in a block triangular form [FH1|

vysledek stanovujici dolnf hranice nulit mocnin blokové trojtihelnikové matice.
Tento odhad byl formulovan pomoci sou¢tu nulit mocnin blokt na diagonéle.
Vysledek byl pozdéji vyuzit k odvozeni vyznamnych tvrzeni v uvazované pro-
blematice (napf. vztah tzv. majorizace jisté posloupnosti Weyrovou charakte-
ristikou pfislusnou vlastnimu ¢islu 0).

Ve stejném roce publikovali Michael Neumann??* (1946-2011) a $panélsky
matematik Rafael Bru ¢lanek

e Nonnegative Jordan bases [BN1].

Podotknéme na tomto misté dulezitou skutecnost, ze termin vyskovd cha-
rakteristika (height characteristic) vyskytujici se v titulech nékterych dosud
uvedenych ¢lankt je nazev pro ¢ast Weyrovy charakteristiky matice A, a sice
pro posloupnost charakteristickych ¢isel pfislusnych vlastnimu ¢islu 0. V tehdej-
§ich pracich vénovanych uvazované problematice byla pozornost ¢asto soustie-
déna pouze na toto vlastni ¢islo. Charakteristické ¢isla matice A jsou nejcastéji
znacena 7); a jsou tedy déna vztahy

nr = nul A¥ —nul A¥=1 kde nul A° = nul E = 0.

222 Tato prace navazuje na sérii clanki [HS1|, [HS2], [HRS1] a [HRS2]. V nich jesté piimo
Weyrova charakteristika studovana nebyla, byly v nich vsak zavedeny nékteré dulezité pojmy
a dokazéna tvrzeni, na kterych stavély dalsi texty.

223 Pojednani navazuje na [HS3], a je tak dalsi soucasti série uvedené v predchozi poznamce.

224 Michael Neumann se narodil v Jeruzalémé, studoval v Tel Avivu a v Londyng. Od roku
1985 piisobil na University of Connecticut.
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Vyskovou charakteristikou se rozumi posloupnost n(A4) = (n1,n2,...,7:), kde
index ¢ je nejvétsi pFirozené &islo, pro které plati nul A* > nul A*~1.225 Souvis-
lost Weyrovy a vyskové charakteristiky je ¢asto zminéna na prvnich stranach
textil, poté se v nich jiz uziva termin vyskova charakteristika.??%

Pokud autor pracoval s nenulovym vlastnim ¢&islem A, tj. s nulitami matic
(A — A\E)*, potom Weyrovu charakteristiku pfislusnou tomuto vlastnimu &islu
zavedl jako Weyrovu charakteristiku matice (A — AE); v jedné z nejnovéjsich
publikaci (z roku 2008) je nazvana A-height characteristic.

K volbé terminu height characteristic Hans Schneider napsal:27

There are two characteristics used in the papers Hershkowitz and I wrote:
height and level and we gave them names that suggested and contrasted their
functions. Weyr characteristic is a perfectly appropriate name but doesn’t hint
at its nature. At that time, not too many people might have known what we
were talking about.

V nékolika ¢lancich se po zavedeni vyskové charakteristiky vyskytuje v ma-
lych obménéch nésledujici véta:

We remark that in many references the height characteristic of a matrix A
is called the Weyr characteristic of A, e.g. [...]. ([HS4], str. 23)

Uvédomme si, ze tato formulace je ponékud matouci. Weyrovou charakteris-
tikou matice A rozumime soubor charakteristickych ¢isel pfislusnych ke vSem
vlastnim ¢islim, zatimco vyskové charakteristika je v uvazovanych textech za-
vedena pouze pro vlastni ¢islo 0. Nékter{ autoii obdobné psali napf. o Jordanové
bézi ¢tvercové matice fadu n, ale misto n vektort brali v avahu pouze ty, které
»prislusi” vlastnimu ¢islu 0. V jednom z ¢lankt lze napt. nalézt souvéti, v némz
je pojem Jordanovy baze souCasné piifazen jak matici fadu n, tak vektorovému

225 Kratka rekapitulace n&kterych pojmit Weyrovy teorie pfisludnych pouze vlastnimu &islu 0
viz dale.

226 Konkrétnéji se v pracich, které jiz byly nebo na nasledujicich stranach budou piedsta-
veny, termin Weyrova charakteristika vyskytuje v [Rm1l]|, [Rm2|, [RS1], [Sc4], [BN1], [HS3],
[Hel|, [HS4], [HS5], [BRS1], [Hgl]|, [BCT1], [He5|, [CC1], [He6], [NM1], [Md1], [ZM1], [NM2],
[Tm2], [Tm3|, [MM1], z nichz texty [Rm1|, [Rm2|, [RS1], [Sc4], [BN1]|, [Hgl| pracuji pouze
s timto terminem, a naopak pojednani [HS3|, [Hel|, [HS4], [HS5], [BCT1], [He5|, [CC1], [He6],
[ZM1], [Tm2|, [Tm3|, [MM1]| zminuji Weyrovu charakteristiku pouze jako alternativni ter-
min k vyskové charakteristice (nejcastéji v avodu prace ¢i pri definici pojmu), poté preferuji
termin vyskova charakteristika. Clanky [NM1], [MM1] uvadgji v definicich pojmu oba nazvy,
v samotném textu potom pouZivaji (aZ na jediné uvedeni terminu vyskova charakteristika)
jen symbolicky zapis.

Termin Weyrova charakteristika neni naopak viibec zminén v pracich [AH1|, [He2|, [AHK1],
[He3|, [HS6|, [He4|, [NS1|, [ZT1], [NM2], [FN1], v nichz jejich autofi pouzivali jen termin
vyskova charakteristika.

Diserta¢ni prace [Scl] a €élanky [Sc2]|, [Rol|, [Bul], [FH1| pracuji se zcela jinou terminologii,
zadné z charakteristik zde neni uvedena.

Ve trech ¢lancich jsou v seznamu literatury uvedeny konkrétni prace Eduarda Weyra.
V |RS1] jsou to [We6] a [Wel3]. V referencich jsou uvedeny i dalsi prace nasich autort: rusky
psany clanek Karla Culika [Cil] a spole¢na prace Miroslava Fiedlera a Vlastimila Ptaka
(1925-1999) [FP1]. V [Rm2] je odkazovano na Weyriv text [Wel3|. Dalsimi z celkem Sesti
polozek v referencich jsou prace Karla Culika [Cil] a Antonina Vrby [Vrl]. V [HS3] je zminé&na
Weyrova prace [Wel3|.

227 7, emailové korespondence s autorkou této monografie (leden 2013).
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prostoru GKer A (anglicky tzv. generalized nullspace), jehoz dimenze nemusi
byt rovna n:

Note that in our terminology, a Jordan basis for A is a basis for the gene-

ralized nullspace of A. (|[HS3], str. 151)

Tento nesoulad si v8ak autofi evidentné uvédomili. Je zajimavé sledovat,
jak v pracich, které publikovali titiz matematikové, postupné dochazelo préavé
u pojmu Jordanovy baze ke korekci této nesrovnalosti. Od terminu Jordanova
bdze matice A presli béhem dvou let Hans Schneider a Daniel Hershkowitz pii

oznaceni téhoz pojmu k nazvu Jordanova bize E(A), kde zapis E(A) znadi jiz
zminény podprostor GKer A aritmetického vektorového prostoru dimenze n.228

Zajimavy je navrat matematiki na sklonku 20. stoleti k pojmu i terminu
nulita, pficemz je Casto zminén i jeho vyznam v fe¢i vektorovych prostori,
tj. dimenze jadra linearniho zobrazeni (endomorfismu) pfislusného k matici A,
pro piipad nenulového vlastniho ¢isla A prislusného k matici A — A\E.

7 nazvu rady ¢lanki je zfejmé, Ze se matematikové v sedmdesatych a osm-
desatych letech soustiedili pfedeviim na tzv. M-matice.?2? Po zvefejnéni Perro-
novy-Frobeniovy spektralni teorie (viz Perronova prace Zur Theorie der Matri-
ces |[Prl]| z roku 1907 a Frobeniiv clanek Uber Matrizen aus nicht negativen
Elementen [Fr16] z roku 1912) pro nezéporné matice se pozornost obratila
na studium souvislosti mezi vlastnostmi grafii a obecnymi spektralnimi vlast-
nostmi nezapornych matic. Jak ukdzeme v nasledujicim textu, od téchto matic
je jiz blizko k singularnim M-maticim. Teprve zhruba patnéct let pred koncem
20. stoleti se zacaly studovat zminéné vztahy pro piipad obecnych matic nad
libovolnym polem. Pozdéjsi préce se jiz vétSinou vénuji maticim obecnéj$im nez
jsou M-matice.

Jedné se napiiklad o nékolik Hershkowitzovych ¢lankii:

o A majorization relation between the height and the level characteristics
[Hel] (1989),

e Peak characteristic and nonnegative signature [He2] (1991),

e The height characteristic of block triangular matrices [He3| (1992) a

e The relation between the Jordan structure of a matriz and its graph [Hed|
(1993).

Nejinak je tomu u Schneiderovy a Hershkowitzovy spolecné préace
e On the existence of matrices with prescribed height and level characteris-
tics [HSH]
z roku 1991, ktera se vénuje hledéni vSech posloupnosti 7 a A, pro néz existuje
bud M-matice nebo striktné trojuhelnikova matice, jejiz vyskova charakteris-
tika je 1 a troviiova \.230

228 Postaci porovnat napf. prace [HS3] a [HS4], konkrétng Definition 2.7, str. 151, a Defini-
tion 2.9, str. 24.

229 Termin M-matice poprvé pouzil Aleksandr Markovié Ostrovskij (1893-1986) v roce 1937
v praci Uber die Determinanten mit iiberwiegender Hauptdiagonale [Os1]. Vysvétleni pojmu
viz dale.

230 Vysvétleni pojmit viz dale.
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Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze nadvladu vysledkt publikovanych ko-
munitou soustfedénou kolem Hanse Schneidera ¢i Daniela Hershkowitze narusil
roku 1991 Wenchao Huang svym ¢lankem

e On the singular graph and Jordan diagram of strictly lower triangular
matrices and M-matrices [Hgl].

Opak je viak pravdou, nebot i on byl Schneiderovym doktorandem.??! Zminéna

publikace navéizala predevsim na vysledky vySe uvedené prace On the singular
graph and the Weyr characteristic of an M-matriz publikované Schneiderem
a Richmanem.

Tak jako Hans Schneider, i Daniel Hershkowitz $ifil povédomi o vyskové
(Weyrové) charakteristice mezi svymi studenty. Jednim z nich byl Nader Agha,
s nimZ v roce 1990 publikoval ¢lanek

e The relation between the height and level characteristics for a matriz with
simple singular vertices [AH1],

ktery navéazal na zminénou praci On the existence of matrices with prescribed
height and level characteristics a odpovédél na otazku v ni vznesenou.

Je proto zajimavé, ze text The relation between the height and level charac-
nez prace On the existence of matrices with prescribed height and level charac-
teristics. Obé publikace tak musely byt psany piiblizné ve stejné dobé béhem
intenzivniho studia této problematiky skupinou ¢asto komunikujicich matema-
tika.

V roce 1992 byly vysledky téchto dvou praci zobecnény v textu

e A solution to an inverse height and level characteristics problem [AHK1],

pfi¢emz tentokrat byl autorsky kolektiv Agha, Hershkowitz rozsifen o dalsiho
¢lena z fad Hershkowitzovych studenti, o Nataly Kogan.

Dalsi z neuvéfitelné fady prispévka publikovanych Hansem Schneiderem
nebo Danielem Hershkowitzem na pfelomu osmdesatych a devadesatych let
20. stolet{ je jejich spole¢né, velmi pifinosna préace

e Path coverings of graphs and height characteristics of matrices [HS6]

z roku 1993, ktera predstavila podstatné vysledky studia vztahi mezi Weyrovou
charakteristikou pfislusnou vlastnimu ¢islu 0 a pokryvanim grafu vrcholové
disjunktnimi cestami. Obdobnou tematikou se zabyva rozsahly ¢lanek

e Paths in directed graphs and spectral properties of matrices [Heb|

Daniela Hershkowitze, ktery vysel nasledujiciho roku.

Termin Weyrova charakteristika se vyskytuje i v praci

e Predecessor property, full combinatorial column rank, and the height
characteristic of an M-matriz [BCT1],

231 Schneidertv vliv na tuto praci je vak diskutabilni, nebot Wenchao Huang obhajil svou
diserta¢ni praci az v roce 1997. Neni tedy jisté, Ze jiz byl v roce 1991 Schneiderovym studen-
tem.
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kterou roku 1993 publikovala trojice autori Rafael Bru, Rafael Canté a Bit-
Shun Tam. Na ni navazalo v roce 1996 pojednani

e Singular graph and extension of Jordan chains of an M-matriz [CC1],

jehoz tvirci jsou Rafael Canto a Joan-Josep Climent. Mezitim byl v roce 1994
uverejnén ¢lanek Michaela Neumanna a Hanse Schneidera

o Algorithms for computing bases for the Perron eigenspace with prescribed
nonnegativity and combinatorial properties [NS1].

Souvislostmi mezi spektralnimi vlastnostmi matice a teoretickymi charak-
teristikami zavedenymi feci teorie grafu se zabyva také ¢lanek

e The combinatorial structure of generalized eigenspaces — from nonnegative
matrices to general matrices [He6]

z roku 1999, pod nimz je autorsky podepsan pouze Hershkowitz. Kromé jeho za-
véru obsahujicitho nové vysledky se jedné o préci prehledovou, snazici se uvést
a sumarizovat hlavni myslenky dosud publikovanych texti obdobné naplné.
Zacina u vztahu platicich pro M-matice a postupné se dostava k maticim obec-
nym.232

Velmi kratkd poznédmka o vyskové charakteristice je i ve vice nez triceti-
strankovém c¢lanku

e On matrices with cyclic structure [Tml],

ktery publikoval v roce 1999 Bit-Shun Tam, profesor piisobici na taiwanské
univerzité.233
V roce 1999 bylo rovnéz publikovano takika tficetistrankové pojednéani

e On the Jordan form of an irreducible matrix with eventually nonnegative
powers [ZT1],

jehoz autory jsou Boris G. Zaslavsky a Bit-Shun Tam. Préce se vSak od pred-
chozich znac¢né lisi, pfistupem patii spisSe k texttim nového milenia.

Problematika vztahit mezi charakteristikami grafti a matic je studovana i ve
tfetim tisicileti, nicméné se vétsSinou vyskytuje v textech, jejichz hlavni napln je
jina. Stale v8ak pracuji s nulitami mocnin matice, nékteré uzivaji termin Wey-
rova charakteristika, vétsinou v8ak pracuji s terminem charakteristika vyskova.

232 Prace je vénovana Hansi Schneiderovi (s mirnym zpozdénim) k jeho vyznamnému Zivot-
nimu jubileu:

Dedicated to Hans Schneider on the occasion of his 70th birthday with gratitude for fifteen
years of fruitful co-operation and friendship. ([He6], str. 173)

233 Bit-Shun Tam publikoval n&kolik ¢lanki, které se piimo Weyrovou charakteristikou ne-
zabyvaji, a proto je nebudeme zminovat. Jedna se vSak o tematicky velmi pfibuzné préce, na
néz je odkazovano v mnoha zminénych Schneiderovych a Hershkowitzovych ¢lancich. V né-
kterych je uvedeno podékovani Bit-Shun Tamovi za pomoc a komentare. Hans Schneider
a Bit-Shun Tam jsou spoluautory nékolika ¢lanku, existuje tzv. Tamova-Schneiderova véta
o perifernim spektru matice (viz [TS1]). Perifernim spektrem matice rozumime soubor vSech
jejich vlastnich ¢isel, jejichz absolutni hodnota je rovna jejimu spektralnimu poloméru.
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Weyrovu charakteristiku zminuji jako alternativni termin k vyskové charak-
teristice napiiklad sedmdesatistrankové pojednani

o A cone-theoretic approach to the spectral theory of positive linear opera-
tors: the finite-dimensional case [Tm2]

z roku 2001 ¢i vice nez padesatistrankova prace

e The Perron generalized eigenspace and the spectral cone of a cone-preserving
map [Tm3|

z roku 2004, jejichz autorem je opét Bit-Shun Tam.
Naopak text
e On spectra of expansion graphs and matriz polynomials, II [FN1],

v jehoz zavéru se Karl-Heinz Forster a Béla Nagy (nar. 1942) vénuji vyskové
a urovihové charakteristice pro tzv. expansion graph, Weyrovo jméno neobsa-
huje.

V letech 2002 az 2004 byla spoluautorkou tii ¢lanki pracujicich s Weyrovou
charakteristikou Judith Joanne McDonald, doktorandka Hanse Schneidera na
University of Wisconsin. Nejstarsi a nejmladsi z téchto textt publikovala spolu
se Sarah Carnochan Naqvi, ve zbyvajicim byl spoluautorem Boris G. Zaslavsky.
V chronologickém poradi se jedné o ¢lanky

e The combinatorial structure of eventually nonnegative matrices [NM1|
z roku 2002,

e A characterization of Jordan canonical forms which are similar to even-
tually monnegative matrices with the properties of nonnegative matri-
ces [ZM1]

z roku 2003 a

e Fventually nonnegative matrices are similar to seminonnegative matrices
[NM2]

z roku 2004. VSechny zminuji Weyrovu charakteristiku. Ta se vyskytuje i v sa-
mostatné praci Judith Joanne McDonald

e The peripheral spectrum of a nonnegative matriz [Mdl1]

z roku 2003.
Judith Joanne McDonald je rovnéz spoluautorkou ¢lanku

e Level characteristics corresponding to peripheral eigenvalues of a non-
negative matriz [MMI].

Publikovala jej roku 2008 spolu s DeAnne M. Morris, ktera Weyrovu charakte-
ristiku studovala i ve své diserta¢ni praci

o Combinatorial properties of nonnegative and eventually nonnegative matri-
ces [Mol]
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z téhoz roku. Sepsala ji na Washington State University pod vedeni Judith
Joanne McDonald. Je tak vytvoren sled matematikii a jejich doktorandii
A. C. Aitken — H. Schneider — J. J. McDonald — D. M. Morris, ktefi s Weyrovou
charakteristikou pracovali, pouzivali ve svych pracich pfimo tento termin a in-
spirovali své studenty. Pomyslna Stafeta se pritom tspésné predéava jiz priblizné
osmdesat let (prace [TA1] z roku 1932 — ¢lanek [MM1] z roku 2008).234

Sama Judith J. McDonald potvrdila, ze to byl pravé Hans Schneider, kdo
ji s touto problematikou seznamil:23°

I learned about the Weyr characteristic from Hans Schneider. The student
of mine who worked with it also was Diane Morris. She finished a PhD here at
Washington State ...

6.4 Charakteristiky teorie grafi — odborna c¢ast

Vénujme se nyni odborné naplni vyse uvedenych praci. Uvedeme zakladni vy-
sledky o vztazich mezi grafy matice a Weyrovou (vyskovou) charakteristikou
prislusnou vlastnimu ¢&islu 0, abychom si udélali bliz&i pfedstavu, jakého typu
uvazované myslenky jsou.

Obecné lze Tici, Ze zna¢na pozornost je v publikacich vénovana souvislosti
mezi charakteristikami pochazejicimi z riaznych matematickych obori — z teorie
grafl a z teorie matic. Jedn4 se predevsim o vztah mezi aroviiovou charakteris-
tikou (level characteristic), jez je zavedena pomoci terminologie grafi pro graf
matice, a jiz zminénou vyskovou charakteristikou (height characteristic), ne-
boli Weyrovou charakteristikou piislusnou vlastnimu ¢islu 0, ktera zcela zalezi
na spektralnich vlastnostech matice. V pozdéjsich pracich byly s postupnym
zobeciiovanim vysledkt nachézeny nové a nové posloupnosti souvisejici s grafy
a nahrazujici v dokdzanych vztazich droviovou charakteristiku.

Jelikoz tato problematika nebyla dosud v ¢estiné publikovana, je zde na
nékolika mistech zavedena nové terminologie. Nazvy, jejichz pfeklad nebyl jed-
noznad¢ny, jsou uvedeny i v jejich originalni anglické podobé, aby si ¢tenar mohl
pripadné zvolit i svoji verzi ¢eského terminu.

Protoze v této ¢asti bude vétsinou studovana Weyrova charakteristika pii-
slusna pouze vlastnimu ¢islu 0, uved'me nyni pro lepsi orientaci kratkou rekapi-
tulaci nékterych déle potifebnych pojmu Weyrovy teorie charakteristickych ¢isel
prizpusobenych pouze k tomuto vlastnimu ¢islu. Nékteré pojmy budeme v této
problematice uvazovat v mirné modifikované nebo obecnéjsi podobé (viz dale
napft. Jordanova baze). Nasim cilem je pfibliZeni se symbolice a terminologii,
ktera byla pouzita v ptivodnich, vySe uvedenych pracich a kterd nam usnadni
vyjadrovani.

Budeme se zabyvat pouze ¢tvercovymi maticemi (nad R, C). Spektrum
matice A budeme znacit o(A), spektralni polomér matice A symbolem p(A),

234 Jiz jsme vidéli, ze tato fada pokralovatel neni jedini. Z dosud uvedenych je viak
nejdelsi. Pozdéji se seznamime jesté s Helene Shapiro, ktera se rovnéz dozvédéla o Weyrové
charakteristice od Hanse Schneidera a ktera na prelomu tisicileti podnitila zdjem svétové
algebraické komunity o Weyrovu charakteristiku.

235 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (tinor 2013).
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tj. 0(A) = max {|A|; A € 0(A)}. Charakteristicky polynom uvazujeme ve tvaru
det(AE — A) (pokud bychom jej definovali jako det(A — AE), lisil by se pro ma-
tice lichého Fadu jen znaménkem). Budeme uvaZovat pouze blokové matice,
jejichz bloky na diagonale jsou ¢tvercové.

Jadrem Ker A étvercové matice A ¥adu n nazyvame mnozinu vektort v, pro
néz AvT = o”'. Proto nul A = dim Ker A.
Je-li matice A singularni, tj. ma-li vlastni ¢islo 0, uvazujeme posloupnost

0#KerAS Ker A2 S Ker A3 ... G Ker A' = Ker A" = .
kde t je nejmensi piirozené ¢islo, pro které je Ker A = Ker A1,
Zobecnéné jadro GKer A matice A ¥adu n potom definujeme vztahem
GKer A = Ker A"
Je ztejmé, ze GKer A = Ker A™.

Charakteristické ¢isla prislusna vlastnimu ¢islu 0 matice A tedy jsou

m = nul A = dim KerA,
7y = nul A2 — nul A = dim Ker A2 — dim Ker A4,

n: = nul A* — nul A*~! = dim KerA* — dim Ker A’ 1.

Weyrova charakteristika pfislusna vlastnimu ¢islu 0 matice A (tj. vyskova cha-
rakteristika matice A) je n(A) = (n1, 72, ..., 7)) a So._, n; = dim GKer A
je nasobnost vlastniho ¢isla 0. Terminem vyskova charakteristika matice A
budeme oznac¢ovat Weyrovu charakteristiku matice A piislusnou vlastnimu
¢islu 0.

Jordaniv fetizek matice A prislusny vlastnimu &islu 0 je usporadana mno-
Zina nenulovych vektortu {UT, AT AkilvT}, kde A¥vT = oT. Odtud
plyne, ze A*~1T € Ker A, AF=2yT ¢ Ker A? atd.

Jordanovou bdzi podprostoru GKer A rozumime bazi slozenou z disjunkt-
nich Jordanovych fetizkii matice A. Pfitom je zachovano usporadéani kazdého
fetizku. Na potfadi, v némz jsou Tetizky slozeny do béze, nezalezi. V piipadé
komplexni matice A Jordanova béaze podprostoru GKer A vizdy existuje.?36

Necht v je nenulovy vektor patiici GKer A ¢tvercové matice A. Vise vek-
toru v (height of v) je nejmen3i piirozené &islo k, pro které AFvT = oT 237
Vyse nulového vektoru je nula. Vy&i vektoru v budeme znadcit vyse(v).238

236 Jordanovu bazi GKer A lze zavést i jinym zpiisobem. Z Jordanovy baze &tvercové ma-
tice A, tj. z mnoziny sloupcii matice G, pro kterou G~1AG je Jordantv kanonicky tvar
matice A, vybereme pravé ty vektory, které jsou ve stejném sloupci jako nuly na diagonale
v Jordanové kanonickém tvaru (zachovame pfitom poradi vektort v ramci téze Jordanovy
buiiky).

237 Pfipomefime, Ze O. Boriivka nazval v udebnici Zdklady teorie matic [Bo8| z roku 1971
tento pojem Tdad vektoru.

238 Vektor v € GKer A, v # 0, ma tedy vysi k > 0 pravé tehdy, kdyz v € Ker A®\ Ker A#—1.
Vlastni vektory matice prislusné vlastnimu ¢islu 0 jsou pravé vektory vyse 1.
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Po této timluvé pokracujme definicemi stézejnich pojmu a formulacemi nej-
vvvvvv 239

1 Definice. Reducibilni (rozloZitelnou) matici rozumime ¢tvercovou matici,
kterou lze pomoci simultannich permutaci fadki a sloupcti, tj. pomoci trans-
formace P~'AP(= PTAP), kde P je permutaéni matice, prevést na tvar

()

vnémz K a M jsou ¢tvercové matice (Fadu alespon jedna) a O je nulova matice.
V opafném pripadé nazyvame matici ireducibilni (nerozloZitelnou).

Matice fadu 1 (véetné nulové) povazujeme za ireducibilni, matice nulové
rfadu alespon dva za reducibilni.

2 Definice. Redlnd matice se nazyva nezdpornd, jsou-li v8echny jeji prvky
nezaporné ¢isla.

3 Definice. Matici A nazveme Z-matici, jestlize existuje nezaporna matice B
takova, ze A = kFE — B.

Jedna se tedy o matici A, jejiz prvky nelezici na diagonéle jsou nekladné,
o prvcich na diagonéle nepredpokladame nic.

4 Definice. M-matici rozumime Z-matici A = kE — B, pro kterou k > o(B).

Jelikoz bylo dokazano,?*° Ze pro étvercové matice B = (bi;) s nezapornymi

prvky plati o(B) > b;; pro vSechna i, ma M-matice na diagonale nezaporné
prvky a na ostatnich mistech prvky nekladné.?4!

Pripomenme nyni nejdulezitéjsi poznatky Perronovy-Frobeniovy spektralni
teorie pro nezaporné matice a jejich modifikaci pro M-matice. Mnohé z vlast-
nosti pouzijeme v dals$im textu, specialné pak tvrzeni platné pro ireducibilni
matice.

5 Vé&ta. Necht A je étvercovd nezdpornd matice. Potom spektralni polomér o(A)
je vlastni cislo a tomuto ¢islu odpovidd nezdporny vlastni vektor. Je-li navic

239 Na nasledujicich stranach bude zavedeno znaéné mnozstvi novych pojmii, zejména, rtizné
specidlni posloupnosti pfirozenych ¢isel. Pro lepsi orientaci je prehled pojmu — véetné odkazt
na stranky s jejich definicemi — uveden na strané 361.

240 Viz ¢lanek Olgy Taussky-Todd Bounds for the characteristic roots of matrices IT. [Tal].

241 Casto se M-maticemi rozumi pouze tfida Z-matic s kladnymi diagonalnimi prvky, vyskyt
nul na diagonale se nepfipousti. Tedy ve vztahu A = kE — B je k > o(B). Nami defino-
vané M-matice jsou poté nazyvany matice t7idy Ko. V méné obecném piipadé, kdy matice
t¥idy Ko spliiuje vztah k > o(B), je matice nazyvana nejen M-matici, ale i matici tiidy K
(pojmenované na pocet matematika D. M. Koteljanskiho). Jist¢ K C Ko. Je-li k = o(B),
je k vlastnim &islem matice B (viz dale Véta 5) a M-matice A je singularni. Je-li naopak
k > o(B), neni k vlastnim ¢islem matice B, a tedy M-matice A je regularni. ,Nage* regularni
M-matice proto odpovidaji t¥idé K, singularni pak t¥idé matic z Ko, které nejsou maticemi
t¥idy K. Viz napiiklad [Fil], str. 107-113, pfipadné anglickd verze téZze monografie ([Fil],
2. vyd., str. 129-139).

221



matice A ireducibilni, je o(A) jednoduchygm vlastnim éislem a slozky piislusného

vlastniho vektoru jsou kladné.?*?

6 Véta. Pro singuldrni M-matici A existuje nezdaporny vektor x spliiugici rov-
nici AxT = oT. Je-li navic matice A ireducibilni, potom 0 je jednoduchym
vlastnim ¢islem matice A a odpovidajici vlastni vektor md kladné slozky.

Naskyta se otazka, pro¢ pouzivame pii zavedeni pojmu M-matice na prvni
pohled nepfilis prihledny vztah A = kE — B misto jednoduchého stanoveni
m,znamének prvki“ na diagonale matice a mimo ni. Dtvod je nasledujici: uvé-
domme si, ze M-matice A bude singularni, pravé kdyz k = o(B). Je znamo, Ze
je-li A s-ndsobnym vlastnim ¢&islem matice B, je 0 s-ndsobnym vlastnim ¢islem
matice AE — B. Autofi proto formulovali uvedenou definici vyuzivajici vztah
napadné pripominajici tvar charakteristické matice, aby mohli misto studia
vlastniho ¢isla o(B) nezaporné matice B ekvivalentné studovat vlastni ¢islo 0
singularni M-matice A = o(B)E — B.

V raznych textech se proto ¢asto objevuji formulace néasledujiciho typu:

It is often convenient to state results on a monnegative matriz P in terms
of the associated singular M-matriz A = o(P)I — P. ([Sc4], str. 165)

Formally our results are stated in terms of the eigenvalue 0 of a singular
matriz, but this is a technicality, since a scalar matrix may always be added to
the original matriz. ([HRS2], str. 10)

Jen na vlastni ¢islo 0 se v uvazovanych textech matematikové ¢asto omezili
také u Segreovy charakteristiky £(A) matice A. Definovali ji jako nerostouci
posloupnost fada Jordanovych bunék pfislusnych vlastnimu ¢&islu 0. Neziidka
upozoriiovali na dualitu mezi vyskovou charakteristikou a Segreovou charakte-
ristikou pifslugnou vlastnimu &slu 0.243

7 Definice. Grafem matice A = (a;;) fadu n rozumime orientovany graf s n vr-

choly 1,2,...,n, v némz existuje orientované hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j
pravé tehdy, kdyz a;; # 0. Graf matice A znacime G(A).

Obdobné definujeme redukovany graf R(A) blokové matice.

8 Definice. Redukovangm grafem R(A) blokové matice A tvaru

A A - Ay
Aoy Ay oo Ay,
Ay Ay o A

242 pPokud budeme uvaZovat ireducibilni matici fadu alespoii dva, je 0(A) navic kladnym
vlastnim ¢islem.
243 Vztahu duality je vénovana pozornost ve 3. kapitole.
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rozumime orientovany grafs p vrcholy 1,2, ..., p, v némz existuje hrana z i-tého
vrcholu do j-tého, pravé kdyz A;; # O.

9 Definice. Necht A je matice rozdélena na bloky, z nichz diagonélni jsou
¢tvercové. Vichol i redukovaného grafu R(A) se nazyva singuldrni, jestlize Ay
je singularni matice.?** Je-li navic 0 jednoduchym vlastnim é&slem matice A;;,
potom se vrchol i nazyva jednoduchy singuldrni.

10 Definice. Cestou P budeme rozumét posloupnost (iy, i, ..., ix) raznych
vrcholu grafu, ve které jsou kazdé dva po sobé jdouci vrcholy spojeny oriento-
vanou hranou, tj. hrany jdou z i; do s, z io do i3 atd. az z ix_1 do ig. Cestou
rovnéz nazyvame posloupnost obsahujici jediny vrchol. Délkou cesty |P| na-
zveme podcet vrcholi této cesty.?4?

Ctvercova matice fadu n je ireducibilni, pravé kdyz je jeji graf silné souvisly,
tj. pro kazdé dva vrcholy i, j € {1, ..., n} existuje cesta z i do j, nebo kdyZ
mé graf jediny vrchol.

11 Definice. Uvazujme singularni vrchol i redukovaného grafu R(A) a vSechny
cesty v R(A) v ném konéici. Z téchto cest vyberme takovou cestu, ktera obsa-
huje nejvétsi podet singularnich vrcholi. Urovnd (level) singuldrniho vrcholu i
redukovaného grafu R(A) potom rozumime pocet singularnich vrcholt na této
cesté.

12 Poznamka. Uroveii vrcholu lze definovat pozménénym zpiisobem. Sin-
guldrnim grafem matice A rozumime graf obsahujici pouze singularni vrcholy
redukovaného grafu R(A), v némz existuje hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j pravé
tehdy, kdyz v R(A) existuje cesta z vrcholu i do vrcholu j. ,)V feci singular-
niho grafu lze droven singularniho vrcholu redukovaného grafu definovat jako
maximéalni délku cesty singularniho grafu, ktera kon¢i v tomto vrcholu.

13 Definice. Necht m je nejvétsi z urovni vSech singularnich vrchold v re-
dukovaném grafu R(A) matice A. Uroviiovou charakteristikou \(A) matice A
nazyvame posloupnost (A1, A2, ..., Am), kde g je pocet singularnich vrchola
grafu R(A) majici aroven k.

Demonstrujme nové pojmy na konkrétnim piikladu. Uvazujme matici

ol o o] olo]o
0l 2 =3[ 0o]o0]o0
11-4 6| 0]0]0
A=l5T09 =2 200
1] 0 0]=3[0]0
31 0 o0[-2]0]0

244 Poznamenejme, e v piipadé matice ,rozd&lené“ na bloky fadu 1 jsou singularnimi
vrcholy R(A) pravé vrcholy bez smycky a samoziejmé R(A) = G(A).

245 Radgji zdtraznéme, Ze cesta (path) ma riizné vrcholy. Obecné&jsi pojem, v ném? nemusi
byt vrcholy nutné rizné, se nazyva sled (walk).
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rozdélenou na bloky. Singularnimi vrcholy redukovaného grafu R(A), které bu-
deme zvyraznovat podbarvenim, jsou vrcholy ¢&islo 1, 2, 4 a 5. Redukovany
graf R(A) matice A vypada takto:

Graf 1

7Z cest, které kon¢i ve vrcholu 1, obsahuji nejvice singularnich vrcholt cesty
(5,3,2,1) a (4, 3,2, 1), a to t¥i. Uroven vrcholu 1 je tedy t¥i. Do vrcholu 2
sméfuji dvé cesty (4, 3, 2) a (5, 3, 2), ob& obsahuji dva singularn{ vrcholy, aro-
venn vrcholu 2 je proto dva. Ve zbyvajicich singularnich vrcholech 4 a 5 konéi
pouze cesty jednovrcholové, jejich troveil je proto jedna. Uroviiova charakte-
ristika A(A) matice A je tedy posloupnost (2,1,1).

Specialnim pifpadem blokové matice je tzv. Frobenitiv normélni tvar.246

14 Definice. Frobenitiv normdlni tvar je blokova matice

Ay, O - O
Ay Asp -+ O
Ap Ay . Ay

v niz jsou matice A;; na zobecnéné diagonale ¢tvercové a ireducibilni.

Je znamo, ze kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci simultannich permutaci
radku a sloupcu pfevést na Frobenitv normalni tvar. Tento tvar existuje — az
na nepodstatné zmény v usporadani prvki, které nebudou mit na nase stu-
dium vliv — pro danou matici jediny. Konkrétnéji, diagonalni bloky jsou urceny
jednozna¢né az na permutaci prvkid uvnit¥ téchto bloki (dtsledkem jsou per-
mutace prvkia v odpovidajicich nediagonalnich blocich), Frobeniiv normalni

246 Upozornéme, Ze zcela totozny termin se v linearni algebie pouZivé i pro odlisny pojem.
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tvar je poté jednoznaéné urcen az na uspoiadani diagonalnich blokii.?4”

Uvédomme si pro dalsi odvozovani dulezitou skutecnost, ze po provedeni
takovéto transformace se diagonalni prvky pouze premisti v rdamci diagonaly,
nediagonélni prvky zustanou nediagonélnimi, a proto Frobenitv normélni tvar
M-matice (a také kazdy jeho diagonalni blok) ztstava M-matici.

Dle Perronovy-Frobeniovy teorie je 0 jednoduchym vlastnim ¢islem singu-
larni ireducibilni M-matice A, a tedy i kazdého singularniho bloku, ktery lezi
na diagonale Frobeniova normélniho tvaru matice A.

Existuje mnoho zpiisobii, kterymi Ize dané matici prifadit blokovou matici
tak, aby bloky na diagonale byly étvercové. V nasledujicich odstavcich vénova-
nych vztahtim mezi charakteristikami budeme vzdy predpokladat, ze matice A
je ve Frobeniové normélnim tvaru. A pravé tomuto tvaru piifadime troviiovou
charakteristiku.

Vedle dvou dosud znamych charakteristik, vyskové n(A) a Segreovy &(A),
jsme zavedli aroviiovou charakteristiku A(A). Naskyta se tedy prirozena otézka,
zda se troviiova charakteristika rovna nékteré ze zbyvajicich dvou a pokud ne,
zda lze mezi témito charakteristikami nalézt néjaky jiny vztah.

Vyslovme nejprve véty tykajici se dvou specidlnich pripadi:

15 Véta. Necht A je M-matice. Potom jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:

Z Ferrersova diagramu je zfejmé, Ze lze vyslovit vétu analogickou, v niz budou
navzajem ekvivalentni tyto podminky:

(i) €(A)=(1,1,...,1),
(i) A4) = @),

kde pocet proki (jednicek) Segreovy charakteristiky je t.

V tomto specialnim piipadé, v némz kazda cesta redukovaného grafu R(A)
obsahuje maximalné jeden singularni vrchol,?*® plati vztah

kde £(A)* znaci posloupnost dualni k posloupnosti £(A). Celkovy pocet singu-
larnich vrchola v R(A) je t, coz je soucasné pocet bunék (fadu 1) v Jordanové
kanonickém tvaru matice A pfislusnych vlastnimu ¢islu 0, resp. nasobnost vlast-
niho ¢&isla 0.

247 Vice informaci k jednoznagnosti uspotfadani diagonalnich matic ve Frobeniové normal-
nim tvaru viz monografie Miroslava Fiedlera Specidlni matice a jejich pouZiti v numerické
matematice [Fil], str. 70-71.

248 7 rovnosti A(A) = (t) totiz plyne, Zze v R(A) neexistuje cesta z jednoho singularniho
vrcholu do jiného.
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Je zajimavé, Ze pfedchozi véta je jednim z vysledkt, které byly dokazany
jiz ve Schneiderové disertacni praci Matrices with non-negative elements z roku
1952 a rovnéz v jeho ¢lanku The elementary divisors associated with 0, of a sin-
gular M-matriz z roku 1956. Tehdy vSak byla vyslovena zcela jinou terminologii,
o z4dné charakteristice v ni nenf ani zminka.?4% ([Sc2], str. 109)

Pro porovnani vyvoje terminologie uvedme i o t¥icet let mladsi formulaci
této véty tymz autorem:

(6.1) THEOREM [...]. Let A be a M-matriz. Then the following are equi-
valent:
(a) There Jordan blocks (for the eigenvalue 0) are all of size 1, i.e., the Segré
characteristic is (1, ..., 1).
(b) No singular vertex in R(A) has access to any other singular vertez, i.e., the
singular graph S(A) is trivially ordered. ([Sc4], str. 174)

Piipomenime, Ze ani Hans Schneider si tyto myslenky automaticky s Wey-
rovou charakteristikou nespojil, nebot v roce 2011 v korespondenci vzpominal,
ze s touto problematikou zacal pracovat az kolem roku 1975.

[ustrujme tvrzeni na piikladu. Necht

a 0 0 00
-b 0 0 00
A=| —c 0 d 0 0 |,
00 —e 0 O
00 —f 00

kde a, b, ¢, d, e, f jsou libovolna kladné ¢isla. Matice A je M-matice, je ve
Frobeniové normalnim tvaru, bloky na diagonéle jsou fadu 1. Matici A pFislusi
nasledujici graf R(A) = G(A).

249 Pro zajemce uvedme doslovnou citaci véty z uvedené prace [Sc2|. Jedna se o formulaci
odpovidajici ekvivalenci podminek (i) a (ii):

THEOREM 3. Let A = [A;j], 4,5 =1, ..., k, be a singular M-matriz in standard form.

Let S be the set of indices of singular A;;. The elementary divisors associated with the

characteristic root 0 are all linear if and only if Rgo = 0 whenever a, B € S and o # f3.
([Sc2], str. 114)

Pripojme jesté vysvétleni symbolu Rgq:

Let A be a square matriz and let P be the diagonally symmetric partition [A;j],
i, j=1, .., k. Fori, j=1,..k we set

Tij(A,P):O Zf Z#] and Ai]' =0,

and 1 (A,P)=1 if i=j, or A;; #0.

Where no confusion can arise we shall write r;; for r;;(A, P). Next we set
Rij(A,P) = max ripThi --. nj,

the mazimum being taken over all sequences (i h, ..., n,j). Again we shall generally
write R;; for R;j(A, P).
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Graf 2

Vsechny singularni vrcholy 2, 4, 5 maji troven jedna, proto A(A) = (3).
Dle uvedené véty ihned vime, Ze i n(A) = (3). Ovéime tuto skute¢nost pomoci
rozdilt nulit. ProtoZe nul (A) = nul (4%) = 3, je skuteénéd n(A) = (3). Celkovy
pocet singularnich vrcholti v R(A) je roven t¥em. Charakteristicky polynom
matice A je A3(A—a)(\—d), tedy 0 je trojnasobnym vlastnim &islem. Odpovidaji
mu t¥i linedrné nezévislé vlastni vektory

(O’ 1’ 07 07 0)7 (0’ O’ 07 17 0)7 (07 0’ 0’ 07 1)7
vlastnimu ¢islu a prislusi vlastni vektor
(a(a —d) —bla—d) —a e 1)
cf 7 ef T ff

a vlastnimu ¢islu d vlastni vektor

—d e
<0, 0, 7, 7, 1> .

Nalezli jsme pét linearné nezavislych vlastnich vektord, Jordantuv kanonicky
tvar J ma tedy pét Jordanovych bunék prvniho fadu, z nichz tii odpovidaji
vlastnimu ¢islu 0. Tedy

00 0 00
00 0 00
J=10 0 0 0 O
00 0 a O
00 0 0 d

a Segreova charakteristika matice A prislusna vlastnimu ¢islu 0 je posloupnost
¢(A) = (1,1, 1), z ¢ehoz plyne £(A)* = (3). Je tedy n(A) = A(A) = &(A)*.
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Zabyvejme se nyni druhym extrémnim piipadem:

16 Véta. Necht A je M-matice. Potom jsou ndsledugjici turzeni ekvivalentni:

(i) n(A) = (1, 1, ..., 1),
() AMA)=(1,1,...,1),

neboli analogicky jsou ekvivalentni podminky:

i) £(4) =),
(i) AMA) = (1,1, ..., 1),

kde pocet proki (jednicek) charakteristik n(A) a A(A) v obou verzich tvrzeni
je 1.250

I v tomto specidlnim piipadd, v némz existuje cesta v R(A) obsahujici
vSechny singularni vrcholy grafu, tedy plati

n(A) = AMA) = £(A)".
K vlastnimu ¢islu 0 piislusi jedina buiika, jejiz fad je ¢, a tedy i nasobnost
tohoto vlastniho ¢isla je .

Rovnéz tato véta je soucasti Schneiderovy disertacni priace Matrices with
non-negative elements a jeho ¢lanku The elementary divisors associated with 0,
of a singular M-matriz, které byly publikovany jiz v padesétych letech.?5!

Ukazme opét vyse uvedené souvislosti na konkrétni M-matici

0 0 0 0
0 0 0

A= b —¢ 0 0 |’
—d 0 —e O

kde a, b, ¢, d, e jsou libovolna kladna ¢isla. Matice A je ve Frobeniové normaél-
nim tvaru, bloky na diagonale maji fad 1.

250 Podotkn&me, Ze Weyrova charakteristika (11, 72, ..., n¢) piisluina uréitému vlastnimu
¢islu, pro jejiz prvky plati m1 = n2 = ... = mn, se nékdy nazyva homogenni Weyrova
charakteristika tohoto vlastniho &isla. Viz napt. [OCV1], str. 52.

251 Citujme opé&t Schneiderovu formulaci (vyjadieni ekvivalence podminek (i’) a (ii)):
THEOREM 5. Let A = [Ayl, 4,5 = 1, ..., k, be a singular M-matriz in standard form.
Let S be the set of indices of singular A;;. There is only one elementary divisor associated
with the characteristic root 0 of A if and only if Rg, = 1, whenever a, 8 € S and B > a.
([Sc2], str. 118)

Zna¢ny posun v terminologii doklada formulace stejné véty z Schneiderovy prace publiko-
vané o tfi desitky let pozdéji:

(6.3) THEOREM [...]. Let A be an M-matriz. Then the following are equivalent:

(a) There is at most one Jordan block for the eigenvalue 0, i.e., the Weyr characteristic is
(17 LR 1)

(b) The singular graph S(A) is linearly ordered. ([Sc4], str. 175)

Formulace véty pomoci symbola R;; viz téz [Csl], Theorem 3, str. 1031.
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Redukovany graf R(A) = G(A) matice A vypada takto:

Graf 3

Vgechny singularni vrcholy 1, 3, 4 lezi na jediné cesté a maji po fadé trovné
tii, dva a jedna,proto A(A) = (1, 1, 1). Jelikoz je nul(A4) = 1, nul(A?) = 2,
nul(A3%) = nul(A*) = 3, je n(A4) = (1, 1, 1). Pocet jednicek v obou charak-
teristikach je tii. Charakteristicky polynom matice A je A*(\ — a), ndsobnost
vlastniho &isla 0 je tii. Odpovida mu vSak jediny vlastni vektor

(0? 0’ 05 1)7

vlastnimu ¢islu a potom vlastni vektor

Vlastnimu ¢&islu 0 tedy odpovida Jordanova bunka fadu t¥i, Jordantv kanonicky
tvar matice A vypada takto:

o O OO
o O O
o o= O
Q O OO

Odtud dostavame &(A) = (3) a dale £(A)* = (1, 1, 1) a celkové skutetné

Obecné v8ak vztah n(A) = M(A) = £(A)* neplati, jako protipiiklad sta¢i uvést
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matici

0 0 0 00
0 0 0 00
A= —a —b c 0o 0 |,
—d —e —f 0 0
0 0 0 —g O

kde a, b, ¢, d, e, f, g jsou libovolna kladna ¢isla. Matice A je M-matici ve Fro-
beniové normalnim tvaru, bloky na diagonéle jsou fadu 1.

Matici A odpovida nasledujici redukovany graf R(A) = G(A):

Graf 4

Singularnimi vrcholy jsou vrcholy 1, 2, 4 a 5, jejich trovné jsou po radé tii,
t¥i, dva a jedna, a tedy A(A) = (1, 1, 2).

Vypoéitame matice A%, A3 A* a déle zjistime jejich nulity: nul (A) = 2,
nul (A?) = 3, nul (A3) = nul (A%) = 4. Odtud n(A) = (2, 1, 1) a charakteristiky
A(A) a n(A) se nerovnaji.

V mysli tak zcela prirozené vyvstava otazka, za jakych podminek obé cha-
rakteristiky splyvaji, resp. jaky je mezi nimi vztah. Tyto dotazy si polozil jiz
Hans Schneider ve své disertaci z roku 1952.252 Odpovédi byly nalezeny Schnei-
derem a Hershkowitzem zhruba po tficeti sedmi letech, publikovany byly pie-
devsim v ¢lancich Height bases, level bases, and the equality of the height and
the level characteristics of an M-matriz, A magjorization relation between the
height and the level characteristics a Combinatorial bases, derived Jordan sets
and the equality of the height and level characteristic of an M-matrix.

Pted vyslovenim véty charakterizujici situace, v nichz plati A(A) = n(A4), je
nutné definovat jesté nékolik pojm.

252 Viz téz Schneideriv ¢lanek [Sc4| z roku 1986, Question 6.8 a Question 6.7, str. 176.

230



17 Definice. Necht n(A) = (1, ..., nt) je vyskova charakteristika ¢tvercové
matice A. Dimenze GKer A se tedy rovna souc¢tu n; + 12 + ... + 1. Béazi pro-
storu GKer A nazveme vyskovou bazi GKer A, jestlize pocet jejich prvka vyse j
jenj,1=1,2,..., 1,253

Pro kazdou komplexni matici A vyskova baze GKer A existuje, nebot Jor-
danova baze GKer A je bazi vyskovou. Obracena véta neplati.?®

Vygkovou bazi je i ¢ast Weyrovy normalni soustavy zavedené Eduardem
Weyrem v 19. stoleti — uvazujeme pouze vektory prislusné vlastnimu ¢islu 0.

18 Definice. Necht A je ¢tvercova matice fadu n ve Frobeniové normalnim
tvaru a necht v je vektor v GKer A, ktery je rozdélen na p ¢asti (v1, va, ..., vp)
po stejné velkém poctu slozek jako jsou fady blokt A1y, Aga, ..., App, na diago-
nale ve Frobeniové normalnim tvaru. Urovni vektoru v, kterou budeme znacit
droveni(v), nazyvame maximum z trovni v8ech singularnich vrchola prislus-
ného grafu R(A), které odpovidaji nenulovym vektortm v;, i = 1, 2, ..., p.2%°
Uroveil nulového vektoru je 0.

19 Definice. Necht A(4) = (A1, ..., An) je troviiova charakteristika ¢tvercové
matice A. Bazi prostoru GKer A nazveme uroviiovou bdzi GKer A, jestlize pocet
prvki baze s trovni j je A\;, j=1,2, ..., m.

Dimenze GKer A se tedy rovné i A; + Ao + ... + \,,.2%% Aby troviiova béze
existovala, musi se tato dimenze rovnat po¢tu singularnich vrcholu grafu R(A),
coz nastane v pripadé, ze 0 je jednoduchym vlastnim ¢islem kazdé diago-
nalni matice Frobeniova normélniho tvaru. Dle Perronovy-Frobeniovy teorie je
pro M-matice tento pozadavek splnén. Z tzv. Nonnegative Basis Theorem?®"
a Preferred Basis Theorem?®® plyne, 7ze pro M-matice existuje troviiova bé-
ze GKer A, jejiz vektory maji nezaporné slozky.?%%

20 Definice. Baze, ktera je soucasné vyskovou i aroviiovou, se nazyva viskové-
drovniovd (height-level basis).

253 Pojem vygkova baze, resp. dale uvedeny pojem tiroviiova baze byl Schneiderem a Hersh-
kowitzem zaveden roku 1989 v [HS3|, Definition 3.1, str. 154, resp. Definition 4.23, str. 158.
254 Postup konstrukce vyskové baze prostoru GKer A z jakékoliv jeho jiné baze je popsan
v [HS3], Corollary 5.2, str. 161. Metoda ziskani Jordanovy béaze z baze vyskové je uvedena
také v [HS3], Algorithm 6.8, str. 163.

Pro nezapornou ¢tvercovou matici A bylo navic dokdzano, ze v piipadé existence nezdporné
vyskové baze GKer A existuje i nezaporna Jordanova baze GKer A. Viz [HS3|, Proposition 6.9,
str. 163.

255 Pro vektor v = (v1, v2, ..., vy) se mnozina {i € {1, 2, ..., n}; v; # 0} nékdy nazyva
nosi¢ v (support of v). Viz napt. [HS7|, str. 6, a [Tm3|, str. 382.

256 Tedy dim GKer A =n14+n2+... 41 = A1 +X2+. ..+ Am. Rovnost Z§=1 N = > iy A
v8ak trivialné plyne i z Ferrersova diagramu, v némz dim GKer A odpovida poc¢tu tecek.

257 Vig [Rol], Theorem 3.1, str. 284-285, ast (1).

258 Viz [RS1], Theorem 6.2, str. 229.

259 Pro obecné matice plati toto tvrzeni o existenci troviiové baze:

Necht A je blokové diagondlni matice se ctvercovymi bloky na diagondle a mecht nula
je jednoduchym vlastnim cislem singuldrnich blokd na diagondle. Potom existuje uroviiovd
bdze GKer A.
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Je dokazano, ze pro M-matici A vyskové-uroviiova baze GKer A vzdy exis-
tuje.260

21 Definice. Vektor v € GKer A, pro ktery vgse(v) = droveri(v), se nazyva
vrcholovy vektor (peak vector), baze vektorového prostoru GKer A tvorena vr-
cholovymi vektory se nazyva vrcholovd bdze (peak basis).

22 Definice. Necht A je ¢tvercova matice fadu n, nasobnost vlastniho &isla 0
této matice je m a B = {x1, x2, ..., &} je baze GKer A. Bdzovou matict
piislusnou matici A budeme rozumét matici B typu n X m, jejiZz sloupce jsou
vektory x1, o, ..., Ty. Existuje jedina matice C fadu m, ktera spliiuje rovnici
AB = BC'. Tuto matici budeme nazyvat indukovanou k matici A pro danou
bazi B a v pfipadé nutnosti ji budeme piesnéji znacit C(A, B).

V textu Height bases, level bases, and the equality of the height and the
level characteristics of an M-matriz je indukovanym maticim vénovan cely pa-
ragraf popisujici jejich vlastnosti predevsim pro rtzné specialni typy béazi 5.
Je-li napt. B Jordanova baze GKer A a m = n, je matice C(A, B) Jordanuv
kanonicky tvar matice A. Z dalgich vlastnosti uvedeme alespon dvé, a to ta-
kové, které maji blizky vztah k Weyrové charakteristice piislusné vlastnimu
¢islu 0, resp. k obecnéjsim spektralnim vlastnostem matice A: nulity matic A7
aCl, j=1,2,..., t kdet je pocet prvki vyskové charakteristiky, se sobé& rov-
naji, a plati tedy rovnéz n(A) = n(C). Jsou-li B a W dvé rizné baze prostoru
GKer A, potom jsou matice C(A, B) a C(A, W) podobné.?6!

Sestrojme déleni indukované matice C, které bude pouzito v nasledujici
vété. Necht (A1, A2, ..., Ap) je trovilova charakteristika M-matice A a necht B
je aroviova baze GKer A. Matici C rozdélme na blokovou matici o p x p blocich,
kde i-ty diagondlni blok je ¢tvercova matice faddu A,41—;. Frobeniiv normalni

tvar vysledné matice (s ponékud neobvyklym indexovanim)?5? vypada takto:
9] O - ... O
Cp1p O -« v O
o . . ) .
: 0
Cip - - Cia O

23 Definice. O matici A typu k x [, kde [ < k, fikdme, Ze méa plnou sloupcovou
hodnost (full column rank), jestlize je jeji hodnost rovna I.

260 Viz [HS3], Corollary 5.6, str. 161.

261 Ostatni vlastnosti viz [HS3], paragraf 7. Induced matrices, str. 165-167. Indukovana
matice je v [RS1] nazyvana S-matici.

262 Podrzime indexovani z ¢lanku [RS1], str. 215, [HS3], Observation 7.6, str. 166, nebo také
[BCT1], str. 5.
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Uvedme nyni podminky, pfi nichz ma M-matice stejnou vyskovou a trov-
fiovou charakteristiku.2%® Nebudou to vdak zdaleka vSechny ekvivalentni pod-
minky. Clanek Height bases, level bases, and the equality of the height and the
level characteristics of an M-matriz uvadi celkem t¥inact navzajem ekvivalent-
nich podminek, prace Combinatorial bases, derived Jordan sets and the equality
of the height and level characteristic of an M-matriz pridava dalsich dvacet t¥i
podminek, a tak se v ni dokazuje ekvivalence celkem t¥iceti Sesti podminek. Po-
kud bychom je zde chtéli vSechny vypsat, bylo by nutné definovat dalsi pojmy
(napt. combinatorial basis, T-combinatorial subset, fundament of a vector, an-

chored chain, preferred basis, Jordan basis derived from a given set of vectors
atd.).

24 Véta. Necht A je M-matice. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
n(A) = MA),

pro viechny vektory x € GKer A plati vijSe(v) = iroveni(v),?64
kazdd vyskovd baze GKer A je bdzi wrovriovou,

)
)
)
(iv) kaZdd uroviiovd bize GKer A je bdzi vyskovou,
(v) kazdd bize GKer A je bdzi vrcholovou,
(vi) nékterd vyskovd bize GKer A je bazi vrcholovou,
(vii) emistuje nezdapornd vyskovd bize GKer A,
(viii) emistuje nezdpornd vyskové-iroviiovd bize GKer A,
(ix) existuje nezdpornd Jordanova bize GKer (—A),
(x) existuge droviiovd bdaze B prostoru GKer A a pfislusnd indukovand matice

C = C(A, B) takovd, Ze blokové matice Cy p+1, k=1,2, ..., p—1, majgi
plnou sloupcovou hodnost,

(xi) pro kazdou droviiovou bazi B prostoru GKer A a prislusnou indukovanou
matici C = C(A, B) maji blokové matice Cy p41, k = 1,2, ..., p—1,
plnou sloupcovou hodnost.

Ukazme nyni platnost uvedenych jedenécti podminek na jedné z matic,
u které jsme jiz overili rovnost n(A) = A(A). Vratme se k M-matici

0 0 0 0
0 a 0 0

A= b — 0 0 |’
—d 0 —e O

kde a, b, ¢, d, e jsou libovolna kladna ¢isla. Pripomenme, Zze 0 je trojnésob-
nym vlastnim ¢islem, kterému piislusi jedind Jordanova buiika a jediny (aZ na
nenulovy nasobek) vlastni vektor v = (0, 0, 0, 1).

263 Viz [RS1], Theorem 6.5, str. 231, [HS3], Theorem 8.1, str. 167—168, [HS4], Theorem 6.6,
str. 36-37.
264 Tj. kazdy vektor v GKer A je vrcholovy.
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Redukovanym grafem R(A) matice A je Graf 3:

Také jsme jiz overili, ze n(A) = A(4A) = (1, 1, 1) a Ze dimenze GKer A je tii.
Pro pfirozené ¢islo p > 3 se nulity matic AP a APT! rovnaji a matice AP ma
tvar

0

aP
—aP~ ¢
aP~2ce

OO OO
o O OO
OO OO

proto bazi GKer A tvoii napiiklad vektory v = (0, 0, 0, 1), v = (0, 0, 1, 0),
w = (1,0, 0, 0). Protoze Au” = 0T, je vyge vektoru u rovna 1. Vypoctem
zjistime, ze AvT # o, A%2vT = oT, proto je vyge vektoru v rovna 2. Vyse
zbyvajiciho vektoru w je 3, nebot Aw? # of, A2wT # o7 a A3wT = of.
Pocet prvka baze, které maji vysi 1, 2, resp. 3, je vzdy roven jedné, proto je
baze {u, v, w} bazi vyskovou, ktera je soutasné nezaporna. Zjistili jsme, Ze je
splnéna podminka (vii).

Uroven vektoru u je rovna trovni vrcholu 4, proto je rovna 1. Uroveii vek-
toru v se shoduje s urovni vrcholu 3, ktera je 2, a konecné troven vektoru w je
rovna urovni vrcholu 1, ktera je 3. Pocet prvku béze, které maji troven 1, 2,
resp. 3, je vzdy jedna, proto je tato baze bazi troviiovou, a tedy i nezdpornou
vyskové-troviiovou a je splnéna podminka (viii).

Protoze vyse v8ech t¥i vektori u, v, w vyskové baze je rovna jejich trovni,
jedna se soucasné i o béazi vrcholovou a je splnéna i podminka (vi).

Moz

Kazdy vektor z patiici GKer A 1ze vyjadfit jako linearni kombinaci prvki
baze, proto ma tvar = (k, 0, [, m). Abychom urcili jeho vysku, zjistime sou-
¢iny mocnin matice A a transponovaného vektoru 27 k vektoru a:

AzT = (0,0, —kb, —kd —el)T,
A% = (0,0,0, kbe)T,
AT = (0,0,0,0)7.
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Vyse vektoru proto zavisi na nulovosti ¢i nenulovosti soutadnic k, [, m vek-
toru z. Je-li

k=1l=m=0, je vyse vektoru 0,
k=1=0,m+#0 (pfipad zahrnujici vektor u), je vySe vektoru 1,
k=0,1#0 (piipad zahrnujici vektor v), je vySe vektoru 2,
kE#0 (piipad zahrnujici vektor w), je vySe vektoru 3.

Urceme déale troven vektoru z. Je-li

k=1l=m=0, je uroven vektoru 0,
k=1=0,m+#0 (pfipad zahrnujici vektor u), je troven vektoru 1,
kE=0,1#0 (pfipad zahrnujici vektor wv), je aroven vektoru 2,
k#0 (pfipad zahrnujici vektor w), je uroven vektoru 3.

Tim jsme dokazali platnost podminky (ii). JelikoZ prvky baze GKer A lezi
v GKer A, plati trivialné i podminka (v). Z podminky (i) vyplyva rovnéz plat-
nost podminek (iii) a (iv).

Nalezneme nezépornou Jordanovu bazi GKer (—A), kde

0 0 0 O
0 —a 0 O
—A= b c 0 0
d 0 e O

Charakteristicky polynom matice —A je A3(\ + a), tedy 0 je jejim trojna-
sobnym vlastnim ¢islem. P¥islusi mu (aZ na nenulovy nasobek) jediny vlastni
vektor w = (0, 0, 0, 1), proto také jedind Jordanova buitka a jediny* Jor-
danuv fetizek. K nezapornému vektoru u budeme hledat nezaporné vektory
u = (uy, g, us, Ug) & u = (U1, Uz, Uz, Ug) pomoci vztahi

—Aul =u, -4 =a”.
Rovnost —Au” = u” spliiuje vektor, pro jehoz soufadnice plati:

Uy = s = 0, U = 1
e
a Uy je libovolné. Pokud by bylo 44 = 0, potom pii dalsim vypoctu zjistime, ze
neexistuje zadny nezaporny vektor @, ktery by splitoval rovnost —Aa” = @,
proto je iy libovolné kladné ¢islo.? Ze vztahu —Au’ = a’ vypocteme, Ze

- 1 - _ beuy — d
up = o, uz =0, Uz =" 5

265 Pokud bychom volili @ = (0, 0, %, 0), bude Fefenim soustavy rovnic —Aa! = @l vektor

u = (ﬁ, 0, _bc%’ 1:1,4>, ktery nemiZze byt nezapornym.
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w4 je libovolné — kvili nezadpornosti baze vSak nezaporné. Zvolime-li 4y = %,

je ug = bc%. Zbyva zvolit 14, necht napiiklad 44 = 0. Vektory

_ 1 d 1 2d
u=—,0 —.0 u=(0,0 —, — =(0,0,0,1
u (be, 7b627 )7 u (7 )67 be)’ u (7 ) b )

Jordanova Fetizku tvofi nezapornou Jordanovu béazi GKer (—A). Plati tedy
i podminka (ix).

Nalezena baze B = {u, v, w} prostoru GKer A je bazi aroviiovou. Zjistime,
zda spliiuje pozadavky podminky (x). Z rovnice AB = BC, kde sloupce ma-
tice B jsou tvoreny vektory baze B, nalezneme ¢tvercovou matici C' fadu tfi:
ze vztahu

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 o o e
0 a 00 000 000 010203
b — 0 0 010 010 R
~d 0 —e 0 1 00 100 s @
resp. z jeho upraveného tvaru
0 0 0 Cy Cg Cgo
0 0 0| 0 0 0
0 0 —b - C4 C; Cg
0 —e —d c1 cy c3
zjistime, Ze ¢c1 = c4 =c5s = cr =cg =9 =0, g = —e, c3 = —d, cg = —b,
a proto
0 —e —d
C=1|0 0 b
0 0 0

Pomoci simultannich permutaci fadki a sloupct ziskdme Frobenitv norméalni
tvar

O O O 0 00
Cys O O |=| -b 0 0],
013 012 O —d —e 0

v némz matice Cy, 41, k = 1, 2, tj. matice pod bloky na diagonale, maji plnou
sloupcovou hodnost. M-matice A proto spliiuje podminku (x).

Pro ovéfeni platnosti podminky (xi) sestavme co nejobecndjsi tvar troviiové
baze. Potfebujeme t¥i vektory, z nichz jeden ma troven 1 (ktera se proto musi
rovnat trovni vrcholu 4), druhy ma trovenn 2 (kterda se musi rovnat trovni
vrcholu 3) a t¥eti ma droven 3 (ktera se musi rovnat arovni vrcholu 1). Takovéto
podminky spliiuje trojice vektort

(Oa D, 07 q)a (07 T, S, t)a (U, v, w, Z)7

kde g #0, s #0,u # 0 ap, r, t, v, w, z jsou prozatim libovolna ¢isla. Jelikoz
vSak vSechny tii vektory patii GKer A, musi byt linearni kombinaci vektort
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baze {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0)}. Proto nutné p = r = v = 0, a tim
ziskdme presnéjsi podobu vektora troviiové baze:

(07 07 07 q)7 (07 07 S? t)7 (u7 07 w7 Z)'

Tyto tfi vektory jsou pii dodrzeni podminek kladenych na jejich souradnice jisté
linearné nezavislé, a proto tvori (troviiovou) bazi GKer A. Vektory umistime
do sloupcii matice B a ze vztahu AB = BC vypocitame matici C":

0 0 0 0 0 0 wu 0 0 wu o e e
0 a 00 00 0| |00 0 Cl 62 c3
-b —¢c 0 0 00 s w /| | 0 s w c4 c5 06
—-d 0 —e O q t =z q t =z T
7 rovnosti matice
0 0 0
0 0 0
0 0 —bu
0 —es —du-—ew
na levé strané rovnosti a matice
ucy ucs UcCy
0 0 0
scq + wey scs + wesg SCg + WCy

qcy +1tcqg + zer qea +tes 4+ zcg qes 4 teg 4 zeg

na pravé stran€ rovnosti vypocitdme neznamé

61264265287208:(3920,

bu se tbu — s(du + we)
Cg = ——, C2= ——, C3 = .
s q qs
Proto matice
0 _se thu—s(dutwe)
q as
C=10 0 b
0 0 0

a jeji Frobenitiv normalni tvar je

0 0 0
— 0 0|,
tbu—s(dutwe)  se
qs q 0

v némZ matice pod bloky na diagonéle maji plnou sloupcovou hodnost, nebot
b, e, q, s, u jsou nenulové ¢isla. Matice A proto splituje i podminku posledni,
podminku (xi).
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I v piipadé, Ze jsou vyskova a troviiova charakteristika odlisné, 1ze mezi
nimi nalézt ur¢ity vztah. Definujme nejprve novy pojem:

25 Definice. Necht a = (a1, ag, ..., ay), B = (81, B2, ..., i) jsou dvé po-
sloupnosti nezapornych celych ¢&isel, které maji stejny pocet prvki. Rikdme, ze
posloupnost B majorizuje posloupnost c, jestlize

ar+ .. o <B4+ By
provsechna k=1,...,t—1a
a1+ ...+ar=p01+...+ B
Tuto skuteénost zna¢ime o < . Jestlize v8ak plati
art+as+ .. Fap <B4+ B+ ...+ B
pro vSechna k =1, 2, ..., t, potom Fikdme, Ze posloupnost B silné majorizuje

posloupnost a, a piSeme a << 3.

Je-li pocet ¢lent posloupnosti 5 mensi neZ pocet ¢lent posloupnosti « a do-
plnime-li na konec posloupnosti 5 potfebny pocet nul tak, aby byly po¢ty prvka
obou posloupnosti stejné, budeme vyslednou posloupnost znaécit (3, 0).266

Necht « je posloupnost kladnych prvkia. Symbolem & budeme znacit po-
sloupnost vzniklou z posloupnosti a premisténim jejich prvka do nerostouci
posloupnosti.

Nyni miizeme popsat obecny vztah mezi vyskovou a troviiovou charakte-
ristikou M-matice. Diukaz tvrzeni je zaloZzen na skutecnosti, ze pro M-matici A
existuje, jak jiz bylo Fefeno, nezaporna uroviiova baze GKer A a pro nezaporny
vektor v nalezici GKer A plati vyse(v) = roveri(v).267

26 Vé&ta. Pro kazdou M-matici A plati A\(A) < n(A).?58

Ve vyse uvedeném pifkladu (pfed Definici 17), v némz A(A4) = (1, 1, 2)
an(A) = (2, 1, 1), prvky posloupnosti splimji vztahy
tj. A(A) < n(A).

266 v nekterych textech se pf¥i definici (silné) majorizace jedné posloupnosti druhou uvazuji
i posloupnosti s riznym poctem prvki, z nichZ jedna je uvedenym zpusobem rozsifena nulami.
Viz napf. ¢lanky [He3|, Definition 2.3, str. 5, [NM1], str. 256, [AHK1]|, Notation 2.16, str. 141.

V knize Ingrama Olkina (nar. 1924) a Alberta W. Marshalla Inequalities: Theory of
Magjorization and its Applications [MO1], str. 7, je definice majorizace také mirng odlisna,
na obé posloupnosti a, 8 je kladen pozadavek, aby byly nerostouci. V ¢lanku [AHK1]|, No-
tation 2.16, str. 141, je tento pozadavek kladen pouze na majorizujici fadu.

267 Viz [HS3|, Corollary 4.11, str. 157.

Pro pripad vyse(v) = droveri(v) = 1 byla véta dokazana jiz v ¢lanku A note on M-matriz
equations [Csl], ktery roku 1963 publikoval David Hilding Carlson, dalsi z doktorandi Hanse
Schneidera.

Obecnéji pro kazdy vektor v € GKer A je vyse(v) < droveni(v). Viz [HS3|, Corollary 4.17,
str. 158.

268 Viz [RS1], Corollary 4.5, str. 222, nebo [HS3], Corollary 4.21, str. 158.
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Dle teorie majorizace pro kazdé dvé nerostouci posloupnosti nezapornych
celych &isel o, 8 plati, Ze a < 8 implikuje 8* < o*.26% Trivialnim disledkem
posledniho tvrzeni je tak relace n(A)* = £(A) < A(A)*. Z prvnich ¢lenit téchto
duélnich posloupnosti déle vyplyva, ze nejvétsi fad Jordanovy buniky prislusné
k vlastnimu ¢islu 0 matice A je mensi nebo roven poc¢tu trovni v redukovaném
grafu R(A).

Tzv. Index Theorem vysloveny pro M-matice viak dokonce tvrdi, Ze nej-
vétsi fad Jordanovy bunky prislugné k vlastnimu ¢islu 0 matice A a pocet
urovni v R(A) se rovnaji. Odtud elegantné vyplyvaji dvé vyse uvedena tvrzeni
o specialnich pripadech M-matic, v nichz n(A) = A(A), dokdzana Schneiderem
jiz v padesatych letech.

Jméno véty odkazuje na skutecnost, zZe nejvétsi fad Jordanovy bunky pii-
slugné k vlastnimu ¢islu 0 matice A je roven poc¢tu prvku vyskové charakteris-
tiky 1(A) matice A, tj. indexu matice A. Tvrzeni je téZz nazyvano Rothblum’s
Index Theorem, nebot bylo pro M-matice poprvé dokazano Urielem Georgem
Rothblumem v ¢lanku Algebraic eigenspaces of non-negative matrices z ro-
ku 1975, ktery je v uvazovanych pracich Schneidera, Hershkowitze a dalsich
matematiki ¢asto citovan.?7

Vratme se k relaci majorizace mezi aroviiovou a vyskovou charakteristikou.
Uvedeny vztah lze zptesnit, nebot plati i v pfipadé, Ze libovolné permutujeme
pofadi prvka posloupnosti A(A). Navic relace ztstane zachovéana, rozsifime-
li tfidu uvazovanych matic na obecnéjsi piipad. Nasledujici vétu publikoval
Hershkowitz roku 1989 v ¢lanku A majorization relation between the height
and the level characteristics, jehoz nazev ¥ika o naplni mnohé.?”!

27 Véta. Necht A je blokové trojuhelnikovd matice se ctvercovymi bloky na
diagondle, z nichZz ty singuldrni maji O jako jednoduché vlastni ¢islo. Potom

A(4) = n(A).

269 Viz [MO1], 1979, str. 174.
270 Viz [Rol], Theorem 3.1, ¢ast (2), str. 284-285. Viz téz [Sc4], Corollary 7.5, str. 177.

Upozornéme, ze nazev Index Theorem se pouziva i pro vétu vyslovenou pro jiny typ matic
nez jsou M-matice, kde plati pouze jiz zminéna neostra nerovnost, a dokonce i pro vyjadreni
vztahu mezi indexem matice a zcela jinym pojmem nez je pocet trovni. Viz napt. Theorem 5.9
(The Index Theorem) v [HS4], str. 18.

271 Viz [Hel|, Theorem 3.5, str. 100.

Diikaz tvrzeni je zaloZen na vété, kterd popisuje vztah mezi nulitami mocnin matice A
a nulitami mocnin jejich diagonalnich blokd, tj. vztah mezi vyskovou charakteristikou ma-
tice A a vysSkovymi charakteristikami jejich diagonalnich bloki, a ktera byla formulovana
Shmuelem Friedlandem a Danielem Hershkowitzem v ¢lanku The rank of powers of matrices
in a block triangular form (str. 18):

Necht A je blokové trojuhelnikovd matice, kterd md p d&tvercovych diagondlnich blokd
Aq1, A2, ..., App, a necht t je prirozené cislo. Vrcholim 1,2, ..., p redukovaného gra-
fu R(A) pFifadime nezdpornd celd ¢isla ki, ka, ..., kp tak, aby soucet ,kdacek* podél jednot-
livgch cest v grafu R(A) nepievySoval &islo t. Potom plati

n(At) >3 n(AL).

=1
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Dokazany vztah majorizace mezi obéma charakteristikami dal v algebraické
komunité zabyvajici se touto problematikou nové podnéty pro studium: Je-li
déna vyskova charakteristika, jak vypadaji vSechny mozné troviové charakte-
ristiky, které s ni mohou byt (pifes néjakou M-matici) spjaty? Tj. dané vyskové
charakteritice odpovidé t¥ida navzidjem podobnych matic, které vSak nemusi
mit stejné droviiové charakteristiky. A naopak, jaké jsou vSechny mozné vys-
kové charakteristiky M-matice dané tiroviiové charakteristiky??”? Tyto otazky
byly zodpovézeny na pocatku devadesatych let v ¢lanku Schneidera a Hersh-
kowitze On the existence of matrices with prescribed height and level characte-
ristics (1991), na ktery, jak jiz bylo fe¢eno, navazaly dva ¢lanky zobeciujici tuto
problematiku, které sepsal Hershkowitz a jeho studenti Nader Agha a Nataly
Kogan. Nez odpovime na obé otéazky, je nutné definovat nové pojmy z teorie
grafi:

28 Definice. Acyklickym grafern rozumime graf bez cykla, tj. bez posloup-
nosti vrchola (uy, ug, ..., Uy, u1), ve kterych prvni a posledni vrchol sply-
vaji, ostatni vrcholy jsou navzajem rizné a v grafu existuji hrany (uq, us),
(ug, u3), .., (Um, ur). Smycky acyklicky graf obsahovat muZe.

Uvédomme si, Ze redukovany graf R(A) matice ve Frobeniové normalnim
tvaru (obecnéji kazdé blokové trojuhelnikové matice) je acyklicky.

29 Definice. Tranzitivnim grafem nazyvame graf, ktery s kazdou dvojici hran
uréenymi vrcholy u;, u; a uj, u, obsahuje i hranu uréenou vrcholy u;, ug.2™

Nyni nam nic nebrani zformulovat slibena tvrzeni, a to nejprve pro striktné
trojuhelnikové matice?’* a poté pro matice, jejichz viechny singularni vrcholy
jsou jednoduché, tj. pro tiidu matic, ktera zahrnuje jak striktné trojihelnfkové
matice, tak M-matice.?™®

30 Véta. Necht A = (A1, A2, ..., Ap) an=(m, n2, ..., np) jsou dvé posloup-
nosti prirozenych cisel (se stejngm poctem prvki) a necht n je posloupnosti
nerostouct. Jestlize \ < 1, potom existuje takovy acyklicky graf G bez smycek,
Ze pro kaZdou matici A nad libovolngm komutativnim télesem (tj. polem), pro
kterou G(A) = G, je A(A) = X an(A) =n. Graf G mize bijt navic vybrdn tak,
aby byl tranzitivni.

31 Véta. Necht A = (M, A2, ..., Ag) an = (m, 02, ..., np) jsou dvé po-
sloupnosti prirozengch ¢isel a necht n je posloupnosti nerostouci. Potom jsou
ndsledujici podminky ekvivalentni:

272 Otazky vyslovil pro M-matice (bez znalosti pojmu majorizace) Hans Schneider jiZ v roce
1986. Viz [Sc4|, Question 8.8 a Question 8.9, str. 184.

273 Pryni vrchol je vizdy vrcholem, z ného# hrana vychazi, a druhy vrchol je vrcholem, do
néhoz hrana sméfuje.

274 Trojuhelnikovou matici nazveme striktné trojuhelnikovou, méa-li na hlavni diagonale
nuly.

275 Viz [HS5], Theorem 3.3, str. 110, a [HS5], Theorem 4.1, str. 113.
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(i) p=q a zdroven A=,

(ii) p = q a zdroven existuje takovy tranzitivni acyklicky graf G bez smycek,
Ze pro kaZdou matici A nad libovolngm polem, pro kterou G(A) = G, plati
A(A) =X an(A) =,

(iil) p = q a zdroven existuje takovy acyklicky graf G bez smyéek, Ze pro kaZdou
matici A nad libovolnygm polem, pro kterou G(A) = G, plati A(A) = X
an(A) =,

(iv) p = q a zdroven existuje striktné (dolni) trojuhelnikovd matice A, pro
kterou plati A\(A) = X a n(A) = n,

(v) existuje striktné (dolni) nezdpornd trojihelnikovd matice A, pro kterou
plati M(A) = X a n(A) =,

(vi) existuje M-matice A, pro kterou plati A\(A) = X a n(A) =,

(vil) p = ¢ a zdrover existuje matice A, jejiz redukovany graf md vsechny
singuldrni vrcholy jednoduché a pro kterou plati N(A) = X a n(A) =n.

Dtikaz véty je snadny. Implikace (i) = (ii) plyne z pfedchoziho tvrzeni,
sled implikaci (ii) = (ili) = (iv) = (vii) je trivialni, stejné jako implikace
(iii) = (v). Podminka (vi) vyplyva z podminky (v), ve které postaci vzit matici
opacnou k matici A. Jelikoz M-matice mé v8echny singularni vrcholy jednodu-
ché, je podminka (vii) disledkem podminky (vi). Kone¢né implikace (vii) = (i)
plyne z Véty 27.

Dosud jsme se zabyvali pripadem, kdy posloupnosti A a  mély stejny pocet
¢lent. V zavéru ¢lanku On the existence of matrices with prescribed height
and level characteristics se autori kratce zabyvali pfipadem, v némz muze byt
pocet prvki posloupnosti 7 mensi nez posloupnosti A a zformulovali nasledujici

tvrzeni:276

32 Véta. Pro matici, jejiz redukovany graf md vSechny singuldrni vrcholy jed-
noduché, plati nerovnost

Motivovéani timto vysledkem vznesli novou otazku,?”” zda pro posloupnosti

A= (M1, Ag, ..., Ag) an = (m, M2, ..., np) piirozenych ¢isel, kde 1 je neros-
touci, p < g a A =< (n, 0), existuje matice A, pro kterou

XA =X & n(d)=n.

Odpovéd je kladna, tvrzeni je dokdzano ve zminéném pojednani Aghy a Hersh-
kowitze The relation between the height and level characteristics for a matrix

with simple singular vertices:2"

276 Vig [HS5|, Theorem 4.10, str. 116.
277 Vig [HS5|, Question 4.11, str. 116.
278 Vig [AH1|, Corollary 3.5, str. 118.
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33 Véta. Necht' A = (A1, Ao, ..., Ag) an= (M, N2, ..., np) jsou dvé posloup-
nosti prirozenigjch cisel, kde n je nerostouci a p < q. Potom jsou ndsledujict
podminky ekvivalentni:

(i) existuje matice A, jejiz redukovany graf md vSechny singuldrni vrcholy
jednoduché a kterd spliiuje vztahy A(A) = X a n(A) = n,
(ii) A=< (1, 0) (nebo A\ <1, jestlize p = q).

Autorsky kolektiv Agha, Hershkowitz a Kogan vysledek zobecnil pro pii-
pad, kdy nemusi byt v8echny singularni vrcholy redukovaného grafu matice A
jednoduché, v praci A solution to an inverse height and level characteristics
problem z roku 1992:%7°

34 Véta. Necht A = (A1, A2, ..., Ag) an=(m, N2, ..., np) jsou dvé posloup-
nosti prirozenych cisel, kde n je nerostouci a p < q. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

(i) existuje matice A, kterd spliiuje vztahy N(A) = X a n(A) =n,
(i) A << (1, 0) (nebo A << 1, jestlize p = q).

Matice, jejichz graf je acyklicky, lze simultannimi permutacemi tadku
a sloupct pievést na dolni (nebo horni) trojuhelnikové matice (v pripadé acyk-
lického grafu bez smy¢ek na striktné dolni (nebo striktné horni) trojthelni-
kové matice). Takovéto matice se nazyvaji témeér trojuhelnikové (essentially
triangular). Nage dalsi pozornost bude vénovana vztahiim mezi vyskovou cha-
rakteristikou a posloupnostmi definovanymi fe¢i teorie grafii pravé pro tyto
matice. Partii, kterda byla z velké ¢asti vénovana M-maticim, uzavieme jesté
odpovédi na otazku, zda pro dany graf kazda posloupnost, ktera majorizuje
prislusnou drovhovou charakteristiku, mize byt vyskovou charakteristikou né-
jaké M-matice A, pro kterou by G(A) = G nebo R(A) = G. Odpovéd je v obou
pripadech negativni.

Vztah mezi vyskovou charakteristikou a vlastnostmi piislusného grafu pro
trojuhelnikové matice, podtfidu témér trojuhelnikovych matic, byl pro nil-
potentni pfipad studovan Michaelem Ezrou Saksem v disertacni praci Du-
ality Properties of Finite Set Systems z roku 1980 a o rok pozdé&ji Emde-
nem R. Gansnerem v ¢lanku Acyclic digraphs, Young tableauzr and nilpotent
matrices. Céstecné vysledky pro piipad ne nutné nilpotentnich trojuhelniko-
vych matic publikoval Richard A. Brualdi v pracich Combinatorial verification
of the elementary divisors of tensor products (1985) a Combinatorially determi-
ned elementary divisors (1987), kompletni feseni pro trojuhelnikové matice pak
bylo pfedstaveno opét autorskou dvojici Hans Schneider a Daniel Hershkowitz
v textu Path coverings of graphs and height characteristics of matrices z ro-
ku 1993. Rada vysledkt posledné jmenovaného ¢lanku byla odvozena pomoci
tzv. pokryti grafu cestami.

279 Viz [AHK1], Theorem 3.9, str. 143.
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35 Definice. Pokrytim P grafu G cestami (path covering of G) budeme rozu-
mét takovou mnozinu cest grafu G, které jsou disjunktng, tj. zadné dvé z nich
nemaji spoleény vrchol, a kazdy vrchol grafu G nalezi pravé jedné z téchto cest.

Pokryvani grafu cestami se stalo v devadesatych letech vyhledéavanou ob-
lasti studia, je naplni napiiklad takika t¥icetistrankové préace Paths in directed
graphs and spectral properties of matrices publikované Hershkowitzem v roce
1994. V jejim abstraktu na tvodni strance je napsano:

Several papers have been devoted to the relationship between the structure of
the Jordan blocks associated with the eigenvalue 0 of a matriz and the digraph
of the matriz. This problem appears to be strongly linked to a graph theoretic
study of paths in digraphs. ([He5|, str. 309)

Nékteré vysledky studia Weyrovy charakteristiky piislusné vlastnimu ¢is-
lu 0 vyuzivajici pokryti grafu byly vysloveny jiz pred polovinou devadesatych
let pro trojuhelnikové matice. Plati vSak i pro témér trojuhelnikové matice,
proto zde budou vysloveny pravé pro tuto obecnéjsi t¥idu matic.

Pro acyklicky graf G, ktery miize obsahovat smycky, budeme definovat no-
vou posloupnost pfirozenych ¢isel.

36 Definice. Symbol pi(G), k = 1, 2, ..., necht znadi maximalni pocet vr-
cholti bez smy¢ek, které mohou byt obsazeny v k (¢i méné) vrcholové disjunkt-
nich cestach grafu G. Tato mnozina vrcholi se nazyva k-cesta (k-path). Polozme
jesté po(G) = 0.289 Déle necht t je nejmensi pocet vrcholové disjunktnich cest
grafu G, které jsou nutné k pokryti vSech vrcholii grafu G, které nemaji smycky:.
Evidentné je pp—1(G) < pi(G), pro 1 < k < t, a pp_1(G) = pr(G) pro k > t.
Prok=1,2...,t tedy lze definovat pfirozena ¢isla

m(G) = pr(G) — pr-1(G).
Symbolem 7(G) budeme znagit posloupnost?®*

(m1(G), m2(G), ..., m(Q)).

Mezi duélni posloupnosti k pravé zavedené posloupnosti 7(G) a vyskovou
charakteristikou 7 existuje pro tiidu témér trojihelnikovych matic vztah ma-
jorizace: 282

280 v praci [He5| je termin k-path definovan (navic pouze pro tranzitivni acyklicky graf)
jako sjednoceni zminénych disjunktnich cest. Viz Definition 4.13, str. 318.

281 v ¢lanku [He5| je tato posloupnost pojmenovana path characteristic, coz je viak zcela
vyjimecné.

282 Viz [HS6|, Theorem 4.8, str. 180.

Tvrzeni pro trojiuhelnikové matice bez smycek bylo dokazano jiz roku 1981 v ¢lanku Acyclic
digraphs, Young tableauzr and nilpotent matrices E. R. Gansnera, ¢astecné vysledky pro
obecné trojuhelnikové matice byly pfedstaveny v pracich Combinatorial verification of the
elementary divisors of tensor products a Combinatorially determined elementary divisors,
které roku 1985 a 1987 publikoval R. A. Brualdi.
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37 Véta. Pro témér trojuhelnikovou matici A plati vztah

#(G(A))" 2 n(A).
Véta byla publikovana roku 1993 v pojednéni Path coverings of graphs and
height characteristics of matrices aniz by byl uveden termin vyskova charak-
teristika, nebot byla formulovana pro piislusné duélni posloupnosti (matice A
byla navic pouze trojihelnikova). Pro témér trojahelnikové matice tedy plati re-
lace £(A) < w(G(A)), jejimz trividlnim dusledkem je skutecnost, ze fad nejvetsi
Jordanovy buiiky pfislusné vlastnimu ¢islu 0 je mensi nebo roven maximalnimu
poctu vrcholu bez smyéek, které mohou byt pokryty jednou cestou v grafu G.
Upozornéme vyslovng, Ze majorizace (G (A))* < n(A) obecné neplati pro
blokové trojuhelnikové matice, které nejsou trojihelnikové a jejichz diagonalni
blokové matice jsou ¢tvercové — graf G(A) bychom nahradili redukovanym gra-
fem R(A). A to dokonce i v pFipadé, ve kterém by vSechny singularni vrcholy
byly jednoduché.

Demonstrujme tuto skutecnost opét na konkrétnim piikladu. Uvazujme na-
priklad matici

0 0 0 0]0|0
0 0 0 0]0]0
-1 0 1 -1/010
A= 0-1] -1 11010 |’
0 0] -1 0(0]0
0 0 0 =100

Graf 5

Jednou cestou pokryjeme maximalné dva vrcholy bez smycek, tj. p1(R(A)) = 2,
dvéma vrcholové disjunktnimi cestami t¥i vrcholy bez smydéek, tj. pa(R(A)) = 3,
a kone¢né tfemi vrcholové disjunktnimi cestami vSechny ¢tyti vrcholy bez smy-
ek, tj. ps(R(A)) = 4. Odtud dostavame w(R(A)) = (2, 1, 1) a z Ferrersova
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diagramu uréime, 7e w(R(A))* = (3, 1). Vypoctem zjistime, ze vyskova cha-
rakteristika matice A je n(A) = (2, 2, 1), a ta evidentné posloupnost m(R(A))*
nemajorizuje.

Dosud jsme nalezli dvé posloupnosti, které majorizuje vyskovéa charakteris-
tika 7(A). Jednak charakteristiku A(A), je-li A blokové trojihelnikové matice
se ¢tvercovymi bloky na diagonale, jejiz graf ma jednoduché singularni vrcholy
(viz Véta 27), jednak posloupnost 7(G(A))*, je-li matice A témér trojuhelni-
kova (viz Véta 37).

Uvédomime-li si, Ze Frobenitiv normalni tvar téméf trojuhelnikové matice
je matice trojuhelnikové, které je specialnim pripadem blokové trojihelnikové
matice se ¢tvercovymi bloky (Fadu 1) na diagondle a s odpovidajicim grafem,
jehoz singularni vrcholy jsou jednoduché, napadne nas pfirozené otazka, zda
lze (alespoil) pro tuto t¥idu matic nalézt vztah majorizace mezi posloupnostmi
A(A) a 7(G(A))*. Prozradme jiz nyni, Ze vztah majorizace mezi nimi skutetné
plati. Dokonce mezi né mizeme vsunout posloupnost dalsi, ktera jednu z nich
majorizuje a zarovei je majorizovana posloupnosti druhou. Definujme nyni tuto
novou posloupnost.

38 Definice. Necht G je acyklicky graf (ktery muZe mit smycky). Mnozina 2
vrcholu grafu G, které nemaji smycky, se nazyva k-systém (k-family), jestlize
zadna jeji (k + 1)-prvkova podmnozina nelezi na stejné cesté. Symbol di(G)
necht zna¢i maximum z poétii prvki viech k-systémit a necht do(G) = 0.283
Necht t znad¢i nejvétsi pocet vrcholit bez smyéek grafu G lezicich na téZe cesté.
Ziejmé di—1(G) < dp(G), pro 1 < k < t, a dy_1(G) = di(G) pro k > t. Pro
k=1,2...,toznacme

0k(G) = di(G) — di—1(G).
Symbolem 6(G) budeme znacit posloupnost pfirozenych ¢isel

(01(@), 92(G), ..., 6:(Q)).

*

Vztah této posloupnosti k posloupnosti 7(G)* vyjadiuje nasledujici véta,
ktera byla dokazané opét v ¢lanku Path coverings of graphs and height charac-
teristics of matrices.?8*

283 Jelikoz pro budovanou teorii maji vyznam pouze k-systémy s maximalnim poctem prvki,
budou symbolem 2 znaceny vzdy k-systémy spliiujici tuto extrémni vlastnost.

Pro k = 1, tj. pro 1-family, pouzivali autofi rovnéz termin antichain. Prvky takovéto mno-
ziny, tj. mnozinu vrcholt grafu G, z nichz zadné dva nelezi na téze cesté, nazyvali independent
elements. Viz napf. [Heb|, Definition 3.2, str. 314.

Uvédomme si, ze kazdou ¢astecné usporadanou mnozinu lze reprezentovat acyklickym tran-
zitivnim grafem. Nejvétsi ze vSech k-systémi daného grafu byl v pracich psanych pravé
Fe¢i usporadanych mnoZin rovndz oznacovan spernerovsky k-systém (Sperner k-family). Viz
napf. prace [GK1] a [Gel]. Pf{jmeni obsaZzené v terminu odkazuje na vysledky matematika
Emanuela Spernera (1905-1980) publikované v roce 1928 v praci Fin Satz iber Untermengen
einer endlichen Menge [Srl].

284 Vigz [HS6|, Proposition 3.8, str. 177.
Pro pripad tranzitivniho acyklického grafu plati §(G) = 7(G)*. Viz vysledky publikované
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39 Véta. Pro kazdy acyklicky graf G, kteryj mize obsahovat smycky, plati relace

0(G) X w(G)*.

Pozici majoranty posloupnost & naopak zaujimé v nasledujici vété, jejiz
tvrzeni je snadno pfedstavitelné. Staci uvazit, ze zadné dva vrcholy bez smycek
majici stejnou troven nelezi na téze cesté grafu G(A).

40 Véta. KazZdd témer trojuhelnikovd matice A spliiuje relaci

A(A) 2 0(G(A)).

Trividlnim disledkem dvou pravé vyslovenych tvrzent je hledany vztah mezi
posloupnostmi A(A) a 7(G(A))*.

41 Véta. Pro kazZdou témér trojuhelnikovou matici A je

A(4) = 7(G(A))"

K tomu, abychom mohli tvrdit, ze posloupnost 7(G(A))* se ,vice blizi“
vyskové charakteristice n(A) matice A nez posloupnost A(A), staci dokazat,
7e obecnd bud A(A) # 0(G(A)) nebo §(G(A)) # 7(G(A))*. Existenci takové
matice A doloZime konkrétnim piikladem, pro ktery dokonce plati nerovnosti
obé. Nez tak ucinime, shriime vysledky tykajici se majorizace posloupnosti
prislusnych k témér trojihelnikovym maticim do prehledné rady péti navza-
jem se majorizujicich posloupnosti, na jejimz konci stoji pfiblizné sto t¥icet let
znamé Weyrova charakteristika prislusné vlastnimu ¢islu nula, zatimco vSichni
jeji predchidci v této fadé jsou historicky jejimi nasledovniky, a to priblizné
o sto let mladsimi.

42 Véta. Kazdd témer trojuhelnikovd matice A spliiuje vztahy

A(A) 2 MA) 2 8(G(A4)) 2 m(G(A)" = n(A).

Vzpomenme jesté na tfidu M-matic, konkrétné na dva specialni piipady,
v nichz A(A) = n(A). Pravé uvedena rada majorizaci, v nichz pouze graf G(A)
nahradime redukovanym grafem R(A), ziistava v platnosti, tj. plati

AA) = M(A) = §(R(A)) = n(R(A))" = n(A).

roku 1976 C. Greenem v praci Some partitions associated with a partially ordered set [Gel].
Pripad netranzitivniho acyklického grafu, ktery neobsahuje smycky, byl studovan v diserta¢ni
praci M. E. Sakse Duality properties of finite set systems z roku 1980 a také v o rok mladsi
publikaci Acyclic digraphs, Young tableauz and nilpotent matrices |[Gsl| E. R. Gansnera.
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Vratme se ke slibenému piikladu, v némz pro témér trojihelnikovou ma-

tici A plati A(A) # 6(G(A)) a 6(G(A)) # n(G(A))*. Necht?s

0

N

Il
SO o OO 0o
OO O T O OO
SO0 OO0 oo
O OO OO
0O OO O OO
OO O OO oo
SO OO O oo

kde a, b, ¢, d, e, f jsou nenulova ¢isla. Graf G(A) matice A je na nasledujicim
obrazku:

Graf 6

Hledejme postupné posloupnosti piislusné matici A, resp. grafu G(A). Urov-
fovéa charakteristika A(A) = (2, 1, 2, 2), tudiz A(4) = (2, 2, 2, 1).

Vrcholy {1, 2, 3} bez smycek tvori 1-systém 2, ktery neobsahuje dva vr-
choly bez smycek lezici na téze cesté a ma z mnozin této vlastnosti nejvétsi
pocet prvki. Ten se rovna tiem, tj. di(G) = 3. MnoZinou spliwjici podminky,
ze zadna trojice jejich vrcholi bez smycek nelezi na téze cesté a je co nejvétsi,
je mnozina Qo = {1, 2, 3, 6, 7}, proto do(G) = 5. Postupné ziskdme maximalni
3-systém Q3 = {1, 2, 3, 4, 6, T} (nebo také Q3 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}) a maximalni
4-systéem Qq = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Odtud d3(G) = 6 a dy(G) = 7. Dostavame
posloupnost §(G(4)) = (3, 2, 1, 1).286

) , =

p3(G(A)) = 6 a ps(G(A)) = 7. Dostavame nejprve n(G(A4)) = (4, 1, 1,
a z Ferrersova diagramu déale 7(G(A4))* = (4, 1, 1, 1).

Vidime, Ze nulita matice A je 4. Snadno vypocteme, Ze s kazdou vyssi

mocninou matice A se jeji nulita zvysi o jednu, p¥i¢emZ se tento postup zastavi

285 7adani ptikladu je pievzato z [He6], Example 5.8, str. 185.
286 Upozornéme radéji, ze koeficienty dj(G) se nemusi rovnat poctu vrcholit pfidanych do
maximalniho (k — 1)-systému, aby vznikl maximalni k-systém. Napiiklad pro graf
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u matice A*. Proto ma n(A) éy¥i prvky a n(A4) = (4, 1, 1, 1). Pro tplnost
poznamenejme, ze {(A) =n(A)* = (4, 1, 1, 1).
V nasem konkrétnim prikladu ma tedy ona fada péti posloupnosti tvar

(2,1,2,2)=<(2,2,2,1)=<(3,2,1,1) =2 (4,1,1,1) < (4,1, 1, 1),

pric¢emz s vyjimkou posledniho vztahu se jedna o relace, které nejsou rovnostmi.
Vzhledem ke skute¢nosti, ze v tomto piikladu je pocet singularnich vrcholi
grafu G(A) roven dimenzi GKer A, maji krajni charakteristiky A(A) a n(A),
tudiz i posloupnosti mezi né vlozené, stejny soucet prvki, a to 7.

Podotknéme pro zajimavost, ze v nasem piikladu je tento soucet navic ro-
ven fadu matice, kterda je tudiz nilpotentni. Poznamenejme, Ze matice A je
nilpotentni, pravé kdyz soucet prvku jeji vyskové charakteristiky n(A) (tj. také
pocet tecek piislusného Ferrersova diagramu) je roven jejimu fadu.

43 Definice. Necht P = {P,, P, ..., P,} je pokryti acyklického grafu G
cestami, dale necht |P;| zna¢i délku cesty P; a k je prirozené &slo. Symbo-
lem |P|, budeme zna¢it ¢islo Y., min {|P;|, k}, které nazveme k-normou po-
kryti P (k-norm for a path covering P).

Tak jako 1ze dualitu dvou posloupnosti vhodné vizualizovat pomoci Ferrer-
sova diagramu, lze i k-normu ilustrovat schématem, které ndm usnadni pred-
stavu v nasich dalsich postupech. Uvazujme napiiklad pokryti P grafu G, které
je utvoreno pomoci Sesti cest, jejichz délky (co se po¢tu pokrytych vrcholu tyce)
jsou 4, 3, 3, 2, 1, 1. Nakresleme diagram o Sesti sloupcich, z nichz kazdy obsa-
huje tolik hvézdicek, kolik je délka piislusné cesty. Dokresleme nad kazdy Fadek
hvézdicek linku:

* | ¥ | x| *

* ok

Potom k-norma |P|, pokryti P je rovna poétu hvézdi¢ek pod k-tou linkou,

je maximalni l-systém Q1 = {3,4,5,6,7} a maximalni 2-systém Q2 = {1,2,3,4,6,7,8,9}.
Maximaélni 2-systém tedy nevznikl pridavanim vrcholi do maximalniho 1-systému.
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pocitame-li linky odspodu. V nasem piipadé tedy |P|, = 6, |P|, = 10, [P|, = 13
a|P|, = 14.

Minimaélni z k-norem pokryti grafu G pres vSechna pokryti P oznacme fi(G).
Bez uvedeného schématu bychom museli pfi uréovani fi(G) uvazovat viechna
mozna pokryti grafu G, pro kazdé z nich hledat k-normu a ze v8ech k-norem hle-
dat tu nejmensi. Uvazime-li vySe uvedeny diagram, sta¢i si uvédomit, ze hvéz-
diéek pod prvni, druhou, t¥eti atd. linkou odspodu bude tim méné, ¢im ménd
bude jednak sloupct diagramu (tj. cest tvoricich pokryti) a také ¢im delsi cesty
se nam postupné podari sestrojit z vrcholi dosud nepokrytych predchozimi
cestami. Ctrnact hvezdicek v nami uvedeném diagramu reprezentujicich ¢trnact
vrcholu grafu G je tedy vhodngjsi pii hledani &isel fi(G) seskupit, umoziuje-li
to konkrétni graf, do méné nez Sesti sloupct odpovidajici Sesti cestam. Pred-
pokladejme, ze pokryti P grafu G je tvoreno pouhymi dvéma cestami Py, Ps,
které pokryvaji po fadé osm a Sest vrcholi. Predpokladejme déle, Ze existuje
jiné pokryti P’ tohoto grafu dvéma cestami Pj, Pj, pro néz |P{| = 10, |Pj| = 4,
pricemz 10 je délka nejdelsi mozné cesty grafu G. Po srovnani obou, resp. vSech
t¥f diagrami je ziejmé, Ze koeficienty fi(G) budeme uréovat pomoci diagramu
piislusného pokryti P’ obsahujictho sloupec odpovidajici cesté, ktera pokryva
deset vrchola.

*
* *
* *
* * ok *
* * ok *
* * ok *
* * X * ok * ok
* ok * ok
* % * ok
* ok

Z posledniho diagramu si téZ uvédomime, Ze k-normu pokryti grafu je smys-
luplné hledat pouze pro k < u, kde u je maximalni pocet vrcholi grafu G
pokrytych jedinou cestou (maximéalni délka cesty grafu G).

Studujme nyni grafové posloupnosti a jejich souvislosti s vyskovou charak-
teristikou pro tranzitivni acyklicky graf. Pfipomenme radéji, ze acyklickému
grafu prislusi témér trojuhelnikova matice, a plati pro néj tedy vSechny véty
predstavené v pfedchozi ¢asti.

Pro tranzitivni acyklicky graf G je 1-norma pokryti P rovna poctu cest
v P. Proto f1(G) je rovno minimalnimu po¢tu disjunktnich cest potiebnych
k pokryti v8ech vrcholu grafu G.

O tomto nejmensim poctu cest v tranzitivnim acyklickém grafu ,,mluvi“ teo-
rém, ktery dokazal jiz roku 1950 v praci A decomposition theorem for partially
ordered sets [Dil] americky matematik Robert Palmer Dilworth (1914-1993).
Dnes jej nazyvame Dilworthovou vétou.?8”

287 Viz [Dil], Theorem 1.1, str. 161.
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44 Véta. Minimdlni pocet cest potrebnijch k pokryti vsech vrcholi tranzitivniho
acyklického grafu G je roven maximdlnimu poctu prvkd 1-systému grafu G.

Trividlnim dtsledkem Dilworthovy véty je nasledujici tvrzeni.
45 Véta. Pro tranzition? acyklicky graf G plati f1(G) = di(G).

Publikace Curtise Greeneho, Dilworthova doktoranda, a Daniela J. Kleit-
mana (nar. 1934), Saksova skolitele, The structure of Sperner k-families [GK1]
z roku 1976 vSak obsahuje mnohem obecné&jsi vysledek.?8

46 Véta. Pro tranzitivni acyklicky graf G plati pro kazZdé k > 1 rovnost
fx(G) = di(G).

Pro graf G definujme

(pk(G) = fk(G) - fk_1(G), k= 1, 2, e, U,

kde u je délka nejdelsi cesty grafu G a fo(G) = 0. Déle definujme posloupnost
prirozenych ¢isel
0(G) = (¢1(G), 2(G), -..).

Predstavime-li si pfislusny diagram s hvézdickami a linkami, snadno nahléd-
neme, Ze posloupnost ¢(G) je nerostouci?®” a koeficienty ¢x(G) jsou rovny
poctu hvézdicek v k-tém fadku (pocitano odspodu).

Posledni tvrzeni lze tedy jednoduse formulovat pomoci dvou posloupnosti,
a to takto:

47 Véta. Pro tranzitioni acyklicky graf G plati o(G) = 0(Q).

Jeden z autort vysledku tykajictho se rovnosti posloupnosti o(G) a §(G),
konkrétné Curtis Greene, ptredlozil roku 1976 v ¢lanku Some partitions asso-
ciated with a partially ordered set [Gel] podrobn&jsi vétu:29°

48 Véta. Pro tranzitioni acyklicky graf G plati o(G) = 6(G) = 7n(G)*.

Uvédomme si tedy, ze v mnoha diive uvedenych vztazich, v nichz vyskova
charakteristika majorizovala posloupnost 6(G) ¢ m(G)*, jsme pro piipad ma-
tice, jejiz graf G je acyklicky a tranzitivni, mohli tyto posloupnosti nahradit
posloupnosti ¢(G).

Prace je psana reéi ¢astecné usporadanych mnozin. Dilworth pracoval s ¢aste¢né uspora-
danou mnozinou P a minimalnim poctem uspofadanych mnozin, jejichz sjednoceni je mno-
zina P.

288 Viz [GK1], Theorem 3.11, str. 60.

Pokryti tranzitivniho acyklického grafu, pro které plati rovnosti fx(G) = dx(G), k > 1, je

napf. v ¢lancich [GK1| a [Gel] nazyvano k-nasycené (k-saturated).

289 Exaktni dikaz viz [HS6|, Proposition 3.4, str. 177.

290 Jedna se o praci, ktera vysla nejen ve stejném roce jako Elanek [GK1], ale dokonce
v témze Cisle Casopisu Journal of Combinatorial Theory.
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Podotknéme, Ze ¢lanek Paths in directed graphs and spectral properties of
tice pokryvani tranzitivniho acyklického grafu cestami, nékolikrat zminuje i ur-
¢enost vyskové charakteristiky matice ji prislusnou nulovou vzorovou matici.
Této otazce se budeme kratce vénovat pozdéji. Nyni ukazme pravé vyslovené
vysledky pro konkrétni tranzitivni acyklicky graf G, ktery ma tento tvar:

Graf 7

Protoze pocet prvku 1-systému grafu G s nejvétsim pocétem prvka je tii
(1 = {3, 4, 5}), je d1(G) = 3 a graf lze pokryt tfemi cestami. MoZnosti, jak
pokryti sestrojit, existuje vice. Najdeme takové, které bude urcovat ¢isla fi(G).
Sestrojme cestu P; o co mozné nejvétsi délce. Tato délka je tiia Py = (6, 4, 1)
(Ize uvazovat i jiné cesty délky tii, napt. (7, 3, 2) atd.). Vrcholy nenalezejici
cesté P; pokryjme opét co nejdelsi cestou — i tentokrat bude pocet pokrytych
vrcholt tFi. Z vice moZznosti necht napiiklad P, = (7, 3, 2) a koneéné P; = (5).
Dostavame tedy |Pi| = 3, |Pz| = 3, | P3| = 1 a pomoci diagramu

urcime, ze ¢(G) = (3, 2, 2).

Najdéme posloupnost §(G). Jednotlivé k-systémy grafu G, které maji nej-
vice prvku, jsou 1 = {3, 4, 5}, Q2 = {3, 4, 5, 6, 7} (nebo Qs = {1, 2, 3, 4, 5})
a Qs ={1,2,3,4,5,6, 7}, odtud

di(G) =3, do(G)=5, d3(G)=7

a (@) =(3,2,2).
Uré¢ime posloupnost 7(G)*. Pro koeficienty pi(G) prislusné k-cestam plati

p1(G) = |P1], p2(G) = |Pi|+|P2| a p3(G) = |P1|+ |Pa| + |Ps|.
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Neni je v8ak nezbytné urcovat, nebot hledané rozdily 7 (G) = pr.(G) —pr—-1(G)
jsou rovny pifmo poc¢tam prvki | Pg|, proto 7(G) = (3, 3, 1). Pomoci Ferrersova
diagramu dostavame 7(G)* = (3, 2, 2). Skute¢né tedy plati

p(G) =4(G) = =(G)",

Ke grafu G sestrojme matici A4, pro kterou G = G(A):

N

I
ST OO0 Q@ OO
OO0 QU O OO
S OO0 O oo
S OO O oo
FTTO OO O o0
SO O OO oo
SO O OO oo

kde a, b, ¢, d, e, f, g, h, j, k jsou libovolné nenulova ¢isla. Matice A je témér
trojuhelnikova, musi tedy spliiovat vztahy (Véta 42)

MA) X A(4) 2 6(G(A)) 2 m(G(A)" = n(A).

Nalezneme jesté iroviiovou charakteristiku A(A) (a poté A(A)) a vyskovou cha-
rakteristiku 7(A). Stupné vrchola 1 a 2 jsou rovny tfem, stupné vrcholi 3, 4
a 5 jsou rovny dvéma a stupné vrcholii 6 a 7 jsou jedna, proto A(4) = (2, 3, 2)
a odtud A\(4) = (3, 2, 2).

Pro nulity matic A, 42, A% po fadé plati nul A = 3, nul A2 = 5, nul 43 = 7,
proto n(A) = (3, 2, 2). V naSem piikladu tedy dostavame nékolik posloupnosti,
které se rovnaji Weyrové charakteristice prislusné vlastnimu ¢islu 0, konkrétnéji

AA) < A(4) = 6(G(A)) = m(G(A)" = n(A).

Ohlédneme-li se zpét, vyslovili jsme dosud vztahy majorizace mezi néjakou
posloupnosti a vyskovou charakteristikou pro M-matice (vztah A(A) < n(A),
Véta 26), blokové trojuhelnikové matice se ¢tvercovymi bloky na diagonale,
jejichz singularni vrcholy grafu R(A) jsou jednoduché (vztah S\(A) =< n(A),
Véta 27), a témér trojuhelnikové matice (vztah 7w(G(A))* < n(A), Véta 37).
Vsechny jmenované tfidy obsahuji matice, pro které je 0 jednoduchym vlastnim
¢islem jejich singularnich blokt na diagonéle. Vzdy se tedy jednalo o matice,
které splhovaly podminku rovnosti sou¢tu prvku droviové a vyskové charak-
teristiky. Naopak pro blokové trojuhelnikové matice se ¢tvercovymi bloky na
diagonale, z nichz alespon jeden je singularni matici s vicenasobnym vlastnim
¢islem 0, je pocet singularnich vrcholi grafu R(A) mensi neZ je nasobnost vlast-
niho ¢isla 0 matice A (a tedy i dimenze GKer A). V t&chto pfipadech je soucet
prvka troviiové charakteristiky A(A) mensi nez soucet prvka vyskové charak-
teristiky 7n(A) a vztah ,oby¢ejné* majorizace mezi témito posloupnostmi neni
definovan.

Z tohoto duvodu nejprve nalezneme pro obecnou blokové trojihelnikovou
matici se ¢tvercovymi — ne nutné ireducibilnimi — bloky na diagonale jinou
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posloupnost, ktera droviiovou charakteristiku A(A), resp. S\(A) ve dvou ze ti1
jmenovanych vztazich nahradi. Bude se jednat o posloupnost ndm jiz znamou,
bude vsak prislusna zcela nové definovanym grafiim matice A, které poprvé
predstavil Hershkowitz v roce 1992 v ¢lanku The height characteristic of block
triangular matrices.??!

Budeme se rovnéz zabyvat zobecnénim v jiném sméru, konkrétné zobecné-
nim vztahu 7(G(A))* < n(A) platného pro graf témér trojihelnikové matice
na graf obecné matice. V tomto pfipadé nebude nutné zavadét novy graf, ne-
bot graf G(A) matice A je nam dobfe znamy, ale naopak budeme muset mirné
pozménit definici posloupnosti 7(G(A)) a rovnéz vztah majorizace nahradit
silnou majorizaci.

Zabyvejme se nejprve prvinim pripadem. Pro ¢tvercovou matici A definujme
nové grafy.

49 Definice. Jordanovgm grafem J(A) matice A budeme nazyvat graf Jorda-
nova kanonického tvaru matice A.

Necht £(A) = (&1, &a, ..., &) je Segreova charakteristika piislusna vlast-
nimu &slu 0 matice A. Singuldrnim Jordanovym grafem SJ(A) matice A bu-
deme rozumét graf obsahujici pravé ¢ disjunktnich cest délky &i, &o, ..., &, je-
jichz vrcholy neobsahuji smycky, a dale izolované vrcholy, které naopak smycky
obsahuji, a jejich pocet je roven rozdilu Fadu matice A a nasobnosti vlastniho
Cisla 0 (neboli rozdilu fadu matice A a dim GKer A).

Jméno grafu odkazuje na skutecnost, ze ¢isla &, i =1, 2, ..., ¢, jsou rovna
rfadum Jordanovych bunék prislusnych vlastnimu ¢islu 0 matice A.

Pomoci takto definovanych grafii sestrojme nové grafy pro blokové trojuhel-
nikovou matici.

Necht A je blokové trojuhelnikova matice A, jejiz v8echny diagonalni ma-
tice Ai1, Az, ..., App jsou Ctvercové. Sestrojme nejprve p disjunktnich graft
J(A11), J(Ag), ..., J(App) a déle pridejme do grafu hrany vedouci ze viech
vrcholu grafu J(A;;) do vech vrchola grafu J(A;;), kdykoliv A;; # O, i # j.
Vysledny graf budeme znacit G.J(A).

Sestrojme dale p disjunktnich graft SJ(A11), SJ(A22), ..., SJ(App) a pri-
dejme do grafu hrany vedouci ze vSech vrcholu grafu SJ(A4;;) do vSech vrchola
grafu SJ(A;;), kdykoliv A;; # O, i # j. Takovyto graf budeme symbolicky
zapisovat GSJ(A).

Pro spravné pochopeni nejslozitéjsiho grafu GSJ(A) predstavime jeho kon-
strukci na piikladu. Uvazujme matici

0 0 0 0(0 O
0 1 1 110 0
0 1 1 110 0
A= 0|-2 -2 =210 O
0 1 0 0/0 1
1 0 0 0j0 3

291 Viz [He3], Definition 3.1 a Definition 3.2, str. 8.
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Spektralni vlastnosti matice A;q jsou evidentni. Matice Ao ma trojnasobné
vlastni ¢islo 0, k némuz nalezneme dva vlastni vektory, proto fady Jordanovych
bunék piislusnych tomuto vlastnimu ¢islu jsou dva a jedna. Vlastnimi ¢&isly
matice Asz jsou Cisla 0 a 3, fad jediné buniky prislugné vlastnimu &slu 0 je
nutné roven jedné.

Graf GSJ(A) matice A je zobrazen na dalsim obrazku, na némz jsou ohra-
niceny jednotlivé grafy SJ(A;;) uzavienymi kiivkami.

Graf 8

Nasledujici dvé véty dokazal Daniel Hershkowitz v praci The height charac-
teristic of block triangular matrices z roku 1992.292

50 Véta. Pro kazdou blokové trojuhelnikovou matici A se ¢tvercovymi bloky na
diagondle je

m(GJ(A)) = n(A).
51 Vé&ta. Pro kazdou blokové trojuhelnikovou matici A se étvercoviimi bloky na
diagondle je
m(GSJ(A))" 2 n(A).

O sedm let pozdéji bylo v ¢lanku The combinatorial structure of generalized
eigenspaces — from nonnegative matrices to general matrices tymZ autorem
predstaveno tvrzeni obdobného charakteru.?3

292 Pryni véta viz [He3], Theorem 3.5 a Theorem 3.6, str. 9. Druhé tvrzeni zobeciuje vysle-
dek publikovany p¥iblizné ve stejné dob& v praci [HS6] pro trojihelnikové matice. Viz [HS6],
Theorem 5.11, str. 185.

293 Viz [He6|, Theorem 6.9, str. 188.
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52 Véta. Pro kaZdou blokové trojuhelnikovou matici A se ¢tvercovymi bloky na
diagondle je

5(GSJ(A)) = n(A).

Uvédomme si, ze graf GSJ(A) je definovan pro blokové trojuhelnikové ma-
tice, a proto neobsahuje kromé smycek jiné cykly. Mtzeme tak vyuzit jiz uve-
deny vztah 6(G) =< 7w(G)* platny pro acyklické grafy s povolenou existenci
smycek. Pro blokové trojuhelnikovou matici A se ¢tvercovymi bloky na diago-

nale tedy plati rovnéz
0(GSJ(A)) 2 n(GSJ(A))*.

Jelikoz obecné 6(GSJ(A)) # m(GSJI(A))*, je starsi vysledek ze dvou uvede-
nych tvrzeni tim silngjsim, posloupnost w(GSJ(A))* je lepsim ,,piiblizenim se*
vyskové charakteristice matice A. Celkové dostavame:

53 Vé&ta. Pro kazdou blokové trojuhelnikovou matici A se ctvercovymi bloky na
diagondle je

5(GSJ(A)) = m(GSJI(A))* =< n(A).

V nasem konkrétnim piikladu grafu GSJ(A) je di = 3 (1 = {1, 2, 4}).
Poté v kazdém kroku konstrukce posloupnosti § pfidavame do mnoziny 2; jeden
vrchol bez smy¢ky az do vycerpani viech péti. Proto 6(GSJ(A)) = (3, 1, 1).

Jedinou cestou pokryjeme maximalné t¥i vrcholy bez smycek, s kazdou dalsi
vrcholové disjunktni cestou pokryjeme jeden dalsi vrchol bez smycky, pricemz
potiebujeme takovéto cesty tii. Tedy n(GSJ(A)) = (3, 1, 1), z ¢ehoz vyplyva
m(GSJ(A))* = (3,1, 1).

Nulity matic A, A2, A3, A* jsou po Fadé 3,4,5,5, proto n(A) = (3, 1, 1),
a vidime, Ze v8echny t¥i charakteristiky uvedené v posledni vété mohou byt
stejné.

Obecné platné nerovnosti mezi posloupnostmi 6(GSJ(A)) a m(GSJ(A))*
a také posloupnostmi 7(GSJ(A))* a n(A) dolozime opét na piikladech. Uva-
zujme blokové trojuhelnikové matice

N

Il
o|lo|o|lo| o
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Jim prislusné grafy GSJ(A) a GSJ(B) jsou si relativné podobné. Zména na-
stala u singularniho Jordanova grafu S.J(A44); grafy vypadaji takto:

Graf 9 Graf 10

7 grafu zjistime, Ze posloupnost § je pro ob& matice stejna, a to
0(GSJ(A)) =0(GSJ(B))=(2,2,1,1).
V piipadé matice A je
m(GSJ(A)) = (4,1, 1), tedy wn(GSJ(A)* =(3,1,1,1).

Pro matici B plati 7(GSJ(B)) = (4, 2), nebot muZeme vyuzit i cesty pfes
vrchol 6. Z Ferrersova diagramu dostavame

m(GSJ(B))" = (2,2, 1, 1).
Pro nulity matic plati
nuld =3, nuld?2=4, nulA®=5, nulAd*=nulA® =6,
nulB=3, nulB?=4, nulB?>=5, nulB*=nul B® =6,
proto n(A) =n(B)=(3, 1, 1, 1).

V pripadé matice A tedy 6(GSJ(A)) # w(GSJ(A))*, matice B je prikladem
matice, pro kterou 7(GSJ(B))* # n(B).

Studujme nyni zobecnéni dosud znamych vysledkit druhym smérem. Vime,
7e pro acyklické grafy, resp. témér trojuhelnikové matice plati

m(G(A))" = n(A).

Nyni uvidime, Ze pro silnou majorizaci a pozménénou posloupnost 7 zistane
vztah v platnosti i pro obecné grafy, resp. obecné matice.
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54 Definice. Cestu (i1, i2, ..., i) grafu G nazveme wzaviratelnou, jestlize
(im, 91) je hrana grafu G. V opa¢ném piipadé se cesta nazyva neuzaviratelnd.
Cesta obsahujici jediny vrchol je uzaviratelna, pravé kdyz mé tento vrchol
smycku.

Necht G je graf. Symbolem py (G) ozna¢me maximalni pocet vrcholi grafu G,
které mohou byt pokryty vrcholové disjunktnimi cestami, pfi¢emz mezi témito
cestami neni vice neuzaviratelnych cest nez k.

Dale necht ¢ je nejvétsi prirozené ¢islo, pro které p,(G) > pi—1(G). Pro
k=1,2,...,t definujeme

Tk = Pr(G) = pr-1(G).

Uvédomme si, Ze po(G) je nejvétsi pocet vrchold, které mohou byt pokryty
vrcholové disjunktnimi uzaviratelnymi cestami.
Symbolem 7(G) budeme rozumét posloupnost

(T1(G), m2(G), ..., T (Q)).

Jedna se o pouhé zobecnéni posloupnosti 7(G) definované pro acyklicky graf
(ktery muZe obsahovat smy¢ky) na posloupnost piislusnou obecnému grafu.
Je-li graf acyklicky, posloupnosti 7(G) a 7(G) splyvaji.

Nasledujici vztah byl dokazan roku 1993 v praci Daniela Hershkowitze The
relation between the Jordan structure of a matriz and its graph.?9*

55 Véta. Kazda matice spliiuje vztah
T(G(A))" < n(A).

Odtud mimo jiné vyplyva, ze fad nejvétsi Jordanovy bunky piislusné vlast-
nimu &slu 0 je mensi nebo roven 71 (G(A)). Upozornéme, Ze symbol 71 (G(A))
nemiize byt nahrazen symbolem p1(G(A)), nebot py(G(A)) se obecné nerovna
nule, jak jsme byli v analogickych situacich pro jiné posloupnosti zvykli.

Ocekavana skutetnost, ze vztah T(G(A))* << n(A) muze prejit v rovnost
T(G(A))* = n(A), viak plati.

Rok 2000 se stal v této problematice jakymsi meznikem. Podstatné vztahy
mezi Weyrovou charakteristikou pfislusnou vlastnimu ¢islu 0, obecnéji spekt-
ralnimi vlastnostmi rozliénych, avSak v teorii matic ¢asto se vyskytujicich t¥id
matic a charakteristikami jim pfislusnych grafa jiz byly stanoveny a studium
se zacCalo ubirat trochu jinym smérem. V pracich publikovanych v novém tisi-
cileti, v nichz se vyskova charakteristika vyskytuje (¢lanky The combinatorial
structure of eventually nonnegative matrices (2002), A characterization of
Jordan canonical forms which are similar to eventually nonnegative matrices

294 Vig [Hed|, Theorem 4.22, str. 67.
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with the properties of nonnegative matrices (2003), The peripheral spectrum
of a nonnegative matriz (2003), Eventually nonnegative matrices are similar
to seminonnegative matrices (2004), Level characteristics corresponding to
peripheral eigenvalues of a nonnegative matriz (2008) — pripomeiime, Ze spolu-
autorkou, v jednom piipadé samostatnou autorkou vSech jmenovanych texti je
Judith J. McDonald, Schneiderova doktorandka, a pojednani Bit-Shun Tama
The Perron generalized eigenspace and the spectral cone of a cone-preserving
map),2%® jiz vét§inou neni souvislost s charakteristikami teorie grafi prevazujici
naplni. Ponechme nyni stranou dvé jmenované publikace B.-S. Tama, které se
od ostatnich odlisuji, a vénujme se zbyvajicim ¢lankiam.

Prace se zabyvaji obecnéji spektralnimi vlastnostmi (napf. Jordanovym ka-
nonickym tvarem, podobnost{) specifickych tiid matic a v rameci jejich studia
predkladaji nékteré dalsi vlastnosti souvisejici s grafy. Napiiklad dfive hojné
studovany problém majorizace se v publikacich vyskytuje pouze ojedinéle. Vét-
§ina z uvazovanych praci méa nékteré navzajem spojujici prvky. Vénuji se jiz
prevazné obecnému vlastnimu ¢éislu, terminem Weyrova charakteristika ma-
tice A bez dalsiho zpresnéni je vSak stale myslena Weyrova charakteristika
prislusna vlastnimu ¢&islu 0. Specidlni pozornost ¢asto vénuji souboru vlastnich
¢isel matic, jejichz absolutni hodnota je rovna spektralnimu poloméru této ma-
tice (tzv. peripheral eigenvalues).

Although some generalizations have been made with respect to other eigen-
values and general matrices (...), less can be said in the general case. The
peripheral spectrum is slightly better behaved than an arbitrary eigenvalue ...
([Md1], str. 217)

Uvedené publikace zavadéji obdobnou skupinu novych pojmi a termint
a pouzivaji relativné podobnou symboliku lisici se od té, kterd byla pouzivana
v dobé nejintenzivnéjsiho studia, tj. na prelomu osmdesétych a devadesatych let
a v prvni poloviné devadesatych let v naprosté vétsiné vyse zminénych publikaci
a kterou je psan i tento paragraf.

Demonstrujme zménu pristupu na konkrétni ukézce, v niz A je matice
fadu n, symbol (n) znaéf mnozinu {1, 2, ..., n} a pro jeji usporadany rozklad
k= (K, Ko, ..., Ki) je Ax matice

Ak, Arxrk, - Ak k,
AKgKl AK2 e AKQKk
AK, - . . . )
Ak, k., Ax,rx, - Ak,

295 Zarazeni prace Eventually nonnegative matrices are similar to seminonnegative matrices
z roku 2004 do tohoto seznamu je zna¢né diskutabilni. Clanek se na nékolika mélo mistech
zminuje o spektralnich vlastnostech mocnin matice, vyskova charakteristika vsak p¥imo zmi-
néna, a tedy ani studovana neni. O to vice je pfekvapivé zafazeni tohoto terminu mezi klicova
slova ¢lanku. Podivame-li se na pracovni, na internetovych strankach dostupnou verzi publi-
kace bez zpracované 4. ¢asti (je uveden pouze jeji nadpis), zjistime, Ze vyskova charakteristika
je jednak v klicovych slovech a je také v praci definovana. V publikované verzi potom jiz jeji
definice neni. Muzeme tedy usuzovat, Zze puvodné méla byt vénovana tomuto pojmu vétsi
pozornost (zfejmé v oné 4. ¢asti), ale béhem psani prace se zamér autorek zménil.
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kde A, k; je submatice matice A, jejiz prvky maji fadkové indexy z mnoziny K
a sloupcové z K; (A, je zjednoduSeny zapis pro pfipad i = j):

Let T' = (V, E) be a graph. If there is a path from a vertex j to a vertex l
i I', we say that j has access to l. ... If j has access to | and | has access to j,
we say j and | communicate. The communication relation is an equivalence
relation, hence we may partition V into equivalence classes, which we will refer
to as the (irreducible) classes of T.

Given a matriz A, it is well known that there is an ordered partition
k= (K1, Ka, ..., Ki) of (n) so that each K; is a class of G(A) and A, is
block lower triangular. We say that A, is in the Frobenius normal form of A.
A class K is said to be singular if A, is singular, and nonsingular otherwise.
([ZM1], str. 256)

Definované t¥idy tedy odpovidaji vrcholiim redukovaného grafu R(A), exis-
tence cesty (pFistupu) z jednoho vrcholu do druhého v ramci téze tiidy za-
jisti v této definici Frobeniova normalniho tvaru ireducibilitu jeho diagonalnich
¢tvercovych blokovych matic. Uvédomme si, Ze matice je ireducibilni, jestlize
uvazované relace indukuje jedinou tfidu. Singularnim a regularnim vrcholim
tak odpovidaji singularni a regularni tridy. Je zajimavé, ze aroven ,,vrcholu® je
definovana sice stejné, ale i pro regularni ,,vrchol“, a muze se tedy rovnat 0.

Zdalo by se, ze s vyvojem linedrni algebry presli autofi ve tfetim tisicileti
k moderngéjsi terminologii, symbolice i pFistupu. Tato domnénka je vSak mylna.
Naopak, navratili se o nékolik desetileti zpét, pouzili prostiedky, které muzeme
nalézt v nékolika mnohem starSich ¢lancich. Mezi desitkami dosud uvedenych
praci se totiz nékteré vymykaji pravé tim, ze pouzivaji tuto ,,staronovou‘ ter-
minologii. Jednéa se predev8im o ¢lanek Uriela Georga Rothbluma Algebraic
etgenspaces of non-negative matrices z roku 1975, dale napiiklad o pojednani
Hanse Schneidera The influence of the marked reduced graph of a monnegative
matrixz on the Jordan form and related properties: A survey z roku 1986 ¢i
o praci On the singular graph and Jordan diagram of strictly lower triangular
matrices and M-matrices, kterou roku 1991 publikoval Wenchao Huang. Schnei-
derova a Huangova préace v8ak misto terminu (irreducible) class pouzivaji na-
zev strong component. Pozorny Ctenafr, ktery ¢te i pozndmky pod carou, si
mozna vzpomene, ze Rothblumova publikace je napsidna natolik jinym pii-
stupem, Ze v ném neni vyskova charakteristika viibec uvedena.??® Pro do-
kumentaci autorova stylu a navratu algebraikt k jim pouzivané terminologii
uvedme Rothblumovu verzi tvrzeni o rovnosti iroviiové a vyskové charakteris-
tiky M-matice v piipadé, Ze maji jediny prvek, tj. n(A4) = A(A) = (¢):

COROLLARY 8.4 (...) The index of a square nonnegative matriz is one
if and only if no pair of basic classes are comparable (i.e., no basic class has
access to any other basic class). ([Rol], str. 291)

296 Je vsak napiiklad zaveden pojem tirovné vrcholu (t¥idy), ale misto terminu level of
a class autor pouzival nazvu height of a class, coz bylo zcela vyjimeéné.
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Uvedené prace se vénuji predevsim vlastnostem t¥idy posléze nezdporngch
matic (eventually nonnegative matrices)*” a jeji podt¥idy polonezdpornijch ma-
tic (seminonnegative matrices).

56 Definice. Ctvercovou matici A nazveme posléze nezdpornou, jestlize exis-
tuje prirozené ¢islo m takové, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla g > m je matice AY
nezaporné. Jestlize matice A™ méa pouze kladné prvky, nazveme matici A po-
sléze kladnou.

Od zminéného m tedy posléze nezaporna matice ,,zdédi* vSechny spektralni
vlastnosti nezaporné matice, které jsme (s omezenim se na spektralni polomér)
studovali pomoci M-matic. Obecné v8ak maji posléze nezaporné matice jiné
vlastnosti nez ty, které zahrnuje Perronova-Frobeniova teorie platna pro ne-
zéporné matice. Existuji napiiklad ireducibilni posléze nezaporné matice, pro
které je spektralni polomér nasobnym vlastnim ¢islem. A dokonce i v pripadé,
ze je vlastnim ¢islem jednoduchym, odpovidajici vlastni vektor nemusi byt
kladny. V ¢lanku The combinatorial structure of eventually nonnegative matri-
ces jsou predstaveny nékteré spektralni vlastnosti (véetné vyskové charakteris-
tiky) a jejich souvislosti s troviiovou charakteristikou nezaporné matice, které
plati i pro posléze nezapornou matici A. Tvrzeni jsou v8ak omezena pouze na
posléze nezdporné matice, které nemaji vlastni ¢islo 0 nebo jejichz Jordanovy
buiiky piislusné vlastnimu ¢éislu 0 maji fad 1. Za této podminky se pro posléze
nezaporné matice zachovava napiiklad vztah majorizace tiroviiové charakteris-
tiky Weyrovou charakteristikou piislugnou spektralnimu poloméru.2%3

57 Véta. Necht A je posléze nezdpornd matice, jejiz index prislusny vlastnimu
¢islu 0 je nanejvys roven 1. Necht n(oE — A) znaci Weyrovu charakteristiku
matice A pFislusnou spektrdlnimu poloméru o = o(A) této matice a S\(QE —A)
droviiovou charakteristiku matice A piislusnou o(A) a usporddanou v neros-
touct posloupnost. Potom

MNoE — A) X n(oE — A).

K definici polonezapornych matic je nutné nejprve zavést pojem cyklicky
h-rozdéleného grafu a h-cyklické matice.

58 Definice. Graf nazveme cyklicky h-rozdélengm (cyclically h-partite), existu-
je-li rozklad mnoziny jeho vrcholt do h neprazdnych mnozin Vi, Vo, ..., V},
takovy, ze kazda hrana grafu vychazi pro néjaké i z V; a sméfuje do Vi1,
resp. z Vj, do V.

59 Definice. Matici A nazveme h-cyklickou (h-cyclic), jestlize G(A) je cyklicky
h-rozdélenym grafem.

297 Tato tiida matic byla poprvé predstavena roku 1978 Friedlandem v praci On an inverse
problem for nonnegative and eventually nonnegative matrices [Fd1].
298 Viz [NM1], Corollary 4.2, str. 263.
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Pro matici fadu n tedy existuje takovy rozklad x = (Vq, Vo, ..., V3) mno-
ziny {1, 2, ..., n}, ze

O Anyy, O - O
o) O Ayy - O

Ac=| 0
o) 0 O - Ay_v,
Ay, O o - 0

Nulové matice lezici na diagonale jsou jisté ¢tvercové.

60 Definice. Necht A je posléze nezaporna matice ve Frobeniové normalnim
tvaru. Matici A nazveme polonezdpornou, jestlize viechny jeji blokové matice
lezici pod diagonélnimi blokovymi maticemi jsou nezaporné a diagonalni bloky
jsou nejen ¢tvercové a ireducibilni, ale spliiuji rovnéz podminku cykli¢nosti:2
kazda blokova diagonalni matice A;; prislusné vrcholu ¢ je nulova matice fadu 1,
nebo existuje prirozené ¢islo h, ze A;; je h-cyklicka a matici (Aii)h lze pomoci
simultannich permutaci fadkt a sloupct prevést na direktni soucet h posléze
kladnych matic.

Pro polonezaporné matice bylo ukizéano, ze spliiuji mnohé spektralni vlast-
nosti nezapornych matic. Zachovava se naptiklad opét vztah majorizace mezi
troviiovou a Weyrovou charakteristikou piislusnou spektralnimu poloméru.39°

61 Véta. Necht A je polonezdpornd matice a o = o(A) je jeji spektralni polo-
mer. Ddle nechtn(oE — A) je Weyrova charakteristika matice A prislusnd o(A)
a MoE — A) droviiovd charakteristika matice A piistusnd o(A) a usporddand
v nerostouct posloupnost. Potom

MoE — A) 2 n(eE — A).

Casto jsou studovany vztahy mezi spektralnimi vlastnostmi téchto ma-
tic a vlastnostmi diagonélnich matic jejich Frobeniova normalniho tvaru. Za
vSechny jmenujme problematiku souvislosti mezi exponentem g matice AY
a koeficientem h diagonalnich h-cyklickych matic. Uvedeme alespoii jednu vétu,
ktera je typickym prikladem ,vyskytu* Weyrovy charakteristiky v uvazovanych
¢lancich publikovanych po roce 2000 — Weyrova charakteristika a jeji souvis-
lost s charakteristikami teorie grafii zde neni hlavnim problémem, prohlubuji
se viak znalosti vztahii s ni tizce souvisejicich.30!

62 Vé&ta. Necht A je polonezdipornd matice, pro jejiz spektrdlni polomér plati
vztah o = o(A) > 0. Necht g je pFirozené éislo, pro které A9 > 0 a které je
nesoudélné se v§emi h, pro néz existuje diagondlni blokovd ctvercovd h-cyklickd
matice Ay matice A. JestliZe pro spektrdlni polomér o(A;;) matice Ay plati

299 Podminka byla pfedstavena v [ZT1], Theorem 5.1, str. 314-315.
300 vig [ZM1], Corollary 3.6, str. 263.
301 Vig [ZM1], Corollary 3.5, str. 263.
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0(Ai;) = o(A), potom vrchol i md v redukovaném grafu R(oE — A) stejnou
droven jako v redukovaném grafu R(o9E — A9).

Tvrzeni se omezuje jen na nékteré vrcholy. Castou naplni ¢lanku je rozdélo-
vani mnoziny vrchold stejné arovné na dvé ne nutné neprazdné mnoziny (upper
level set a lower level set) podle kritéria, zda se spektralni polomér diagonalni
¢tvercové matice piislusné vrcholu rovna ¢&i nerovna spektralnimu poloméru
matice A. RovnéZ toto déleni vrcholu (tfid) lze nalézt jiz v Rothblumové praci
z roku 1975; v jeho terminologii se jedn& o mnoziny nazvané hlavni tiida (ba-
sic class) a vedlejsi trida (nonbasic class), které jsou vSak zavedeny pouze pro
nezaporné matice.?%? Ukazuje se, Ze nékteré vztahy, které neplati pro celou
matici, jsou zachovany alespon pro jednu z mnozin.

Terminy basic class a nonbasis class (definované pro nezaporné matice)3°?

pouziva prace Bit-Shun Tama A cone-theoretic approach to the spectral theo-
ry of positive linear operators: the finite-dimensional case z roku 2001. Na
Rothbluma se autor pfimo odvolal:

The concept of a class was due to Rothblum [...]. We mainly follow his
terminology, but sometimes we also borrow from Schneider |[...].3%4
([Tm2], online verze, str. 16)

Tamova obsahla publikace je praci piehledovou, pfinasi fadu udaja o re-
lativné mladé historii nékolika odvétvi linearni algebry. Z hlediska vlastnosti
aroviové a vyskové charakteristiky prilis mnoho novych vyznamnych vysledki
nepfinesla. Stala se v8ak jakousi predzvésti (napf. pouZivanymi terminy, novymi
definicemi jiz zndmych pojmu atd.) Tamovy o tii roky mladsi prace The Perron
generalized eigenspace and the spectral cone of a cone-preserving map, ktera jiz
dilezité a ucelené zavéry badéani obsahuje. Tento vice nez padesatistrankovy
¢lanek z roku 2004 je opét psan fedi t¥id, dulezité pojmy (napf. troviiovou
a vyskovou charakteristiku) studuje pro spektralni polomér nezédpornych ma-
tic, pFicemz nepouziva ekvivalentnich vyjadieni pro M-matice, jak bylo zvykem
v minulém stoleti.

7 pouzivané terminologie a piistupu je zfejmé, Ze se autor kromé Rothblu-
ma znacné inspiroval také Schneiderovym pojednanim The influence of the
marked reduced graph of a nonnegative matriz on the Jordan form and related
properties: A survey z roku 1986. Bit-Shun Tam naptiklad pouzival pro Ferrer-
suv diagram oznaceni diagram Jordanuv. Takika totoZznou definici Jordanova
grafu nalezneme ve zminéném Schneiderové ¢lanku. Odstavce obsahujici definici
tohoto schématu psané Hansem Schneiderem a partie sepsané témér o dvacet
let pozdéji Bit-Shun Tamem maji i dale velmi podobné znéni. V obou textech
totiZ po zminéném zavedeni Jordanova (Ferrersova) diagramu nasleduje definice
Weyrovy charakteristiky matice A, ktera je zavedena jako posloupnost délek
— co se poc¢tu tecek tyce — Ffadku tohoto diagramu. V Tamové publikaci je na-

302 Viz [Rol], str. 283.

303 Uvédomme si, Ze pro nezapornou matici A z jejiho Frobeniova normalniho tvaru plyne, Ze
pocet hlavnich t¥id je roven algebraické nasobnosti spektralniho poloméru jakoZto vlastniho
&isla matice A a také dimenzi GKer (o(A)E — A).

304 Vedle Rothblumovy prace [Rol] je myslen Schneideriiv ¢lanek [Sc4].
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vic na uvazovaném misté zdiraznéno, ze Weyrovu charakteristiku lze definovat
jako duélni posloupnost k Segreové posloupnosti.3%?

Naplni prace je studium vektorového prostoru GKer (A — o(A)E), ktery je
definovan pouze pro A € P(K) (vysvétleni viz dale) a ktery je nazvan Perron
generalized eigenspace,>* dale (mnohostrannym) kuzeltim v prostoru R”, spek-
tralnim kuzeltim ¢ zobrazenim (maticim), které kuzel zachovavaji. Mezi matici
a ji prislusnym homomorfismem se v praci pfilis nerozliSuje:

We use the terms “matriz” and "linear mapping” interchangeably.
([Tm3], str. 379)

Dva paragrafy (z celkovych deviti) jsou vénovany rozsireni studia ekvivalent-
nich podminek rovnosti aroviové charakteristiky, ktera je vsak zavedena novym
zpusobem, a Weyrovy charakteristiky nezaporné matice A (pfislusné spektral-
nimu poloméru p(A)) pro tzv. kuZel zachovéavajici zobrazeni a také problematice
majorizace dvou zminénych charakteristik pro linearni zobrazeni zachovavajici
mnohosténny vlastni kuzel. Konkrétnéji publikaci predstavuji slova z jejiho abs-
traktu (nové pojmy, které jsou v ném obsazeny a které je nutné znat pro dalsi
vyklad, budou vysvétleny v nésledujicich odstavcich):

A unified treatment is offered to reprove known results on the following four
highlights of the combinatorial spectral theory of monnegative matrices, or to
extend (or partly extend) the results to the setting of a linear map preserving
a polyhedral proper (or proper) cone: the preferred-basis theorem, equivalent
conditions for equality of the (graph-theoretic) level characteristic and the
(spectral) height characteristic, the magjorization relation between the two
characteristics, and the relation between the combinatorial properties of a non-
negative matriz and the positivity of the individual entries in its principal
components. This is achieved by employing the new concept of spectral cone
of a cone-preserving map ... ([Tm3], str. 375)

63 Definice. KuZelem rozumime neprazdnou podmnozinu K vektorového,
kone¢né dimenzionalniho prostoru V' nad télesem realnych ¢&isel R, ktera je
uzaviena na nasobeni vektorii z K kladnymi skalary z R, tj. pro vSechny vek-
tory v € K a kladné skalary a € R je av € K. Kuzel se nazyva ostry, jestlize
K n(—K) = {0}, konvezni, jestlize pro v8echny vektory v, w € K a neza-
porné skalary a, b € R nalez{ tomuto kuzelu i vektor av + bw, piny, jestlize
int K # (), kde int K zna¢i nejvétsi otevienou podmnozinu K, uzavieny, je-li
uzavieny vzhledem k bézné topologii. Kuzel, ktery je soucasné ostry, konvexni,
plny a uzavieny, se nazyva vlastni.

64 Definice. Necht K je vlastni kuzel v R™ a necht symbol P(K) zna¢i mno-
Zinu v8ech realnych ¢tvercovych matic A fadu n, pro které AK C K. Ma-
tice z mnoziny P(K) se nazyvaji kuZel-zachovdvajici zobrazeni na K (cone-
preserving maps on K).

305 Staci porovnat odstavce v [Scd], str. 172, a [Tm3], str. 381.
306 Zaroven je upozornéno, ze v piipadé nezapornych matic jini autofi tento vektorovy
prostor nazyvaji téz Perron eigenspace ¢i algebraic eigenspace.
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Symbolem K budeme v této ¢asti dale znacit vlastni kuzel v R"™ pro néjakeé
prirozené ¢islo n.

65 Definice. Necht symbol >% znaé&i relaci ¢asteéného uspofadani na mno-
ziné R" indukovanou kuzelem K, tj. y > z, pravé kdyz y — 2 € K. Necht
relacni vztah = >% 0 znaéi soucasné © >% o0 a x # o. Vektor z, pro ktery
plati vztah x >% o, se nazyva K-polokladny (K-semipositive) a podmnoZina
(baze) R™ obsahujici pouze K-polokladné vektory se nazyva K-polokladnd.

66 Definice. Neprazdnd podmnozina F' vlastniho kuzele K se nazyva sténa
kuzele K (face of a cone K)3°7 jestlize I je podkuzelem kuzele K a navic
spliuje nasledujici podminku:

(y>KXz>X0 AN yeF) = z€eF

Uvazujme podmnozinu S kuzele K a mnozinu vSech stén kuzele K obsahu-
jici mnozinu S. Prunik v8ech téchto stén je opét sténa kuzele K, kterou budeme
znadit ®(S). Pro x € K budeme zjednodusené psat ®(x) misto ®({z}).

67 Definice. Necht K je vlastni kuzel a x € K. Jestlize je vektor x nenulovy
a ®(x) = {ax; a > 0} (dim ®(z) = 1), potom sténu P(x) nazyvame extrémnim
paprskem (extreme ray). Vlastni kuzel, ktery ma konefné mnoho extrémnich
paprskil, se nazyva mnohosténnyj (polyhedral).>%®

K vyvozeni podminek, za kterych se rovnaji iroviiova charakteristika a Wey-
rova charakteristika piislusna spektralnimu poloméru pro kuzel-zachovéavajici
matici A, nalezl Bit-Shun Tam nejprve odpovidajici pojmy definované novym
zpusobem.

Necht K je vlastni kuzel a ¢t znaci index matice A—p(A)E. Potom troviiovou
charakteristiku A(A4) definoval autor jako t-tici (A1, Ag, ..., A), jejiz prvky Ag
jsou dany vztahy

A1 = dim [Ker (A — o(A)E) N K]
aprok=23,...,t
A, = dim [Ker (4 — o(A)E)* N K| — dim [Ker (A — o(A)E)* ' n K],

kde hranaté zavorky znaéi linedrni obal mnoziny vektori. Je znamo, Ze pro ne-
zaporné matice takto formulované definice splyva s obvyklou definici uroviové
charakteristiky.

307 Pryni definice pojmu face of a cone pochéazi od Hanse Schneidera.

308 Pro zjednodusenou piedstavu mnohosténného kuzele uvedme, ze kuzel je mnohosténny,
pravé kdyz je prinikem kone¢ného poc¢tu poloprostort. Tento poznatek je uveden napiiklad
v &lanku Theory of cones [Brl| (Theorem 1.6, str. 266) Georga Phillipa Barkera, ktery proble-
matice kuzelii zasvétil zna¢nou ¢ast své odborné prace. Seznam dalsi literatury vénované
mnohostrannym kuzelim miiZe ¢tenar nalézt v tomtéz ¢lanku na str. 266.
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Weyrova charakteristika prislusnéa spektralnimu poloméru g(A) je nejprve
definovana jako dualni posloupnost k Segreové charakteristice prislusné spekt-
ralnfmu polométu g(A), ihned poté jsou vSak ¢leny n, Weyrovy charakteristiky
vysvétleny pomoci obvyklych rozdili dimenzi:

nr = dim Ker (A — o(A)E)* — dim Ker (A — o(A)E)*~ 1.

Rovnéz je pro né uveden vztah

nr = dim(A — o(A)E)*'Ker (A — o(A)E)*,

ktery je velmi podobny rovnosti, kterou jsou zavedeny prvky nové posloupnosti:

68 Definice. Necht K je vlastni kuzel v R"™ a A € P(K). Potom vrcholovou
charakteristikou ((A) matice A rozumime t¢-tici ((A) = (¢1, Co, - .-, (), kde

G = dim(A — o(A)E)* 1 (Ker (A — o(A)E) NK), k=1,2, ...t

Evidentné je vzdy Cx < m, k =1, 2, ..., t, lze dokazat, ze i (x < A\, pro
k=1,2,...,t.

Vyska vektoru je definovana zpusobem analogickym tomu, ktery byl pou-
zit v publikacich v predchézejicim stoleti. Byl vSak zaveden pouze pro matici
A € P(K) a pro spektralni polomér, tj. vyska vektoru v € Ker (A — o(A)E)™,
A € P(K), je nejmensi ptirozené &islo, pro které (A — o(A)E)*vT = oT. Rov-
néz vrcholovy vektor a aroven vektoru je definovana obdobné (k uréenf trovné
tridy vSak pocitaAme maximélni pocet hlavnich tiid a ne pocet singularnich
vrcholt na v8ech ,cestach®, které konéi v této tiidg). Oba jmenované pojmy
jsou zavedeny pouze pro nezaporné matice. Také pojmy tdroviova, vyskova
a vyskovo-uroviova baze jsou definovany analogicky. Nejinak je tomu u Jorda-
nova Fetizku matice A € P(K), ktery je definovan pro spektralni polomér o(A)
jako posloupnost k£ nenulovych vektoru

v (A= oA BN, . (A= o(A) BT,

kde (A — o(A)E)*vT = oT. Jordanova baze prostoru Ker (A — o(A)E)" je baze
tohoto prostoru slozena z Jordanovych Fetizki.3"

69 Definice. Necht K je vlastni kuzel, A € P(K). Spektrdlnim kuzelem ma-
tice A (pro kuZel K a prislusny spektrdlni polomér o(A)) nazveme mnoZinu

C(A, K)={veK, (A-o(A)E) v € K pro viechna piirozena &isla j} .

Nyni uvedeme pét podminek ekvivalentnich rovnosti troviové a vyskové
charakteristiky kuZel-zachovéavajici matice A. Jsou analogii t¥iceti péti podmi-
nek formulovanych v roce 1991 Hansem Schneiderem a Danielem Hershkowit-
zem pro M-matice.3!0

309 Je zajimavé, Ze baze tohoto prostoru je svym nazvem opét pfifazena celé matici, origi-
nalni termin Bit-Shun Tama zni Jordan basis for A. Viz [Tm3|, str. 381.

310 vig [Tm3], Theorem 5.9, str. 407. N&které z podminek v8ak byly Bit-Shun Tamovi znamy
jiz roku 2001.
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70 Véta. Necht K je viastni kuZel, A € P(K) a necht t znaci vad nejvétsi
Jordanovy bunky prislusné spektrdlnimu poloméru o(A). Uvazujme ndsledugict
podminky:

(i) n(A) = A(A),
(ii) n(4) = ¢(A),
(iii) kaZdy vektor z Ker(A — o(A)E)" je vrcholovy,
(iv) Ker (A — o(A)E)* obsahuje K-polokladnou bdzi pro kazdé k=1,2,...,t,
(v) existuje K-polokladnd vyskovd baze Ker(A — o(A)E)",
(vi) emistuje K-polokladnd viskovo-iroviiovd baze Ker((A — o(A)E)™),
(vil) emistuje K-polokladnd Jordanova bize Ker(A — o(A)E)™,
(viii) Ker (A—o(A)E)*NC(A, K) je plny kuzel v Ker (A — o(A)E)* pro kazdé
k=1,2, ...t
(ix) nx = dim(4 — o(A)E)k~[Ker (A — o(A)E)k N C(A, K)] pro kazdé
k=1,2, ...t

Podminky (1)—(vi) jsou navzdjem ekvivalentni. Rovnéz podminky (vii)—(ix) jsou
navzdjem ekvivalentni. Navic z podminky (vii) plyne podminka (i). JestliZe je
navic kuzel K mnohosténny, jsou vSechny uvedené podminky (1)—(ix) navzdjem
ekvivalentni.

Zabyvejme se nyni otézkou, zda i pro kuzel-zachovavajici matice existuje
vztah majorizace mezi troviiovou a vyskovou charakteristikou.?'! Bit-Shun
Tam pfitom v definici majorizace pripousti moznost pridani nul ke kratsi ze
dvou posloupnosti.

71 Vé&ta. Necht K je mnohosténny viastni kuZel a A € P(K). Potom

A(A4) 2 n(A).

Zduraznéme, ze pozadavek mnohosténnosti kuzele je nutny. Pokud bychom
chtéli zachovat platnost vztahu pro kuzel, ktery je pouze vlastni, museli bychom
dodat dalsf dvé podminky.3'2

6.5 Weyrova charakteristika a vzorova matice

Nulovd vzorovd matice (zero pattern matriz, téZ jen zero patltern) je matice,
jejiz prvky nalezeji mnozing {0, x}, znaménkovd vzorovd matice (sign pattern
matriz; t€Z pouze sign pattern) je matici, kterd obsahuje pouze prvky z mno-
ziny {0, +, —}. Kazdé matici nad libovolnym polem F miizeme jednozna¢né pii-
fadit nulovou vzorovou matici, nahradime-li jeji nenulové prvky hvézdickami,
a kazdé realné matici jedinou znaménkovou vzorovou matici, kterou obdrzime
zéménou kladnych prvku plusy a zapornych prvka minusy.

311 Vig [Tm3], Theorem 7.2, str. 419.
312 Zajemce o tyto podminky odkazujeme na Remark 7.5 na str. 420 prace [Tm3].
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Uvazujme matice

0 00 000 o
A= a 0 O a B= )
0 —b 0 0 ¢ 0 —d
00 0 O

kde a, b, ¢, d jsou libovolna kladna ¢isla. Jim pfislusné nulové vzorové matice
jsou

000 0000

AN: * 0 0 a BN:
0 % 0 0 * 0 =«
0 0 0 O

a znaménkové vzorové matice

0 00 0 00 0

AZ: + 0 0 a BZ:
0 — 0 0O + 0 —
0O 0 0 O

Weyrova charakteristika prislugna vlastnimu ¢islu 0 matice A jen(A) = (1, 1, 1).
Jsme schopni ji ur¢it i bez znalosti konkrétnich hodnot parametri a,b a do-
konce pouze na zékladé znalosti nulovosti ¢ nenulovosti jejich prvki, tj. z jeji
nulové vzorové matice Ay. P¥ urcovani Weyrovy charakteristiky prislusné
vlastnimu ¢islu 0 matice B zjistime, Ze charakteristika zalezi na hodnotach
parametri a, b, ¢, d. Je-li a/c = b/d, je n(B) = (3, 1), neni-li a/c = b/d, je
n(B) = (2, 2). Weyrovu charakteristiku n(B) tedy z nulové vzorové matice By
neur¢ime a nenalezneme ji ani s pomoci znaménkové vzorové matice By, pro-
toZe musime znat vztah poméra a/c, b/d parametri a, b, ¢, d.

Problematika stanoveni Weyrovy charakteristiky jejimi vzorovymi maticemi
je obsazena v praci

e Ranks of zero patterns and sign patterns [HS7],

kterou roku 1993 publikovali Hershkowitz a Schneider, a v ¢lanku Paths in di-
rected graphs and spectral properties of matrices, ktery roku 1994 publikoval
Hershkowitz a ktery jiz byl zminén v minulém paragrafu.®3 Druh4 z jmeno-
vanych publikaci mé uvedenou problematiku jako hlavni napli. Studuje sou-
vislosti hodnosti matice a tvaru jeji nulové vzorové matice, hodnosti matice
a tvaru jeji znaménkové vzorové matice, hodnosti mocnin A*, k € IN, a tvaru
nulové vzorové matice Ay matice A. Odsud je vyvozena véta podéavajici posta-
¢ujici podminky, za kterych maji é¢tvercové matice s totoznou nulovou vzorovou

matici stejnou vyskovou charakteristiku:3!4

313 (lanek [HS7] obsahuje pouze termin vyskova charakteristika, prace [He5| zmifiuje jed-
nou termin Weyrova charakteristika, jinak pouziva terminu vyskova charakteristika. V obou
pripadech je terminem vyskova charakteristika (bez dalsiho zpFesnéni) myslena Weyrova cha-
rakteristika pfislusna vlastnimu ¢&islu 0.

Prace [HS7] nékolikrat zmifuje (i v seznamu literatury) &lanek K. Culika [Cil].

314 Viz [HS7], Theorem 6.15, str. 19.
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Necht F je pole alesponi o tiech prvcich a necht P je ¢tvercovd nulovd vzorovd
matice Fddu n, jejiz graf G(P) spliiuje ndsledugici podminku: jestliZe z orientova-
ného grafu G(P) dostaneme odstranénim Sipek na hrandch graf neorientovany,
vznikne graf neobsahugici cyklus (vijskyt smycek je povolen).3'® Potom viechny
matice nad F, kterym prislusi nulovd vzorovd matice P, maji tutéZ vyskovou
charakteristiku.

Uvédomme si nyni dodateéné, ze v pripadech, v nichz maji diagonélni ¢tver-
cové matice Frobeniova normélniho tvaru fad 1 a 2, jsme troviiovou charakteris-
tiku matice schopni uré¢it pouze na zakladé nulové (tedy i znameénkové) vzorové
matice. Pro jisté matice jsme tedy mohli problematiku ptedeslého odstavce,
zvlasteé pojmy definované pro graf G(A) matice A a nikoliv pro jeji redukovany
graf R(A), studovat pouze na zaklads piislusné nulové vzorové matice Ay.

6.6 Reakce na Weyrovy vysledky v obdobi 1980 az 1999

Vratme se nyni zpét do osmdesatych let 20. stoleti a pokracujme v predsta-
vovani dalsich reakci jednotlivych autort na vysledky Eduarda Weyra. V této
dobé dochézelo k odklonéni od ¢isté algebraické interpretace Weyrovy charak-
teristiky, pripadné k ,roztristéni“ této problematiky do pomérné tzce zamé-
fenych oblasti. Weyrova charakteristika se tak v jednotlivych pracich objevuje
vedle natolik specialnich pojmu jako jsou napiiklad Hopf algebras, feedback set
of (A, B), Brunovsky numbers atd. Neni proto mozné ¢tenaie detailné sezna-
mit s konkrétnimi vysledky fady praci, resp. s postavenim Weyrovych vysledki
v jednotlivych disciplinach, nebot kazdé z uvedenych témat predpoklada roz-
sahlé studium. U nejcasté&ji studovanych oblasti vSak jejich zakladni podstatu
nacrtneme.

Jiz zminény francouzsky matematik Jean Alexandre Eugéne Dieudonné ve
své knize

e History of Functional Analysis [Dd2]
z roku 1981, konkrétné v kapitole Spectral theory after 1900, paragrafu F. Riesz’s
theory of compact operators, zminil Weyrovu préaci Zur Theorie der bilinearen
Formen. Podotkl, ze metodu, kterou pouzil madarsky matematik Frigyes Rie-
sze (1880-1956) v ¢lanku Ueber lineare Funktionalgleichungen [Rsl] pii studiu
spektra kompaktnich operatori, pouzil i Eduard Weyr, a to k ziskani Jordanova
kanonického tvaru endomorfismu.3'6

V roce 1980 publikoval Wolfgang Brandenbusch v kratké poznamce

e Die Anzahl linear unabhdingiger Matrizen X, die mit einer bestimmten
Matriz A kommutieren, ausgedriickt in den Weyrschen Charakteristi-
ken [Bbl]

velmi jednoduchy vztah mezi poétem linearné nezavislych matic, které ko-
mutuji s danou ¢tvercovou matici A nad libovolnym polem F, a jeji Weyro-
vou charakteristikou. Tento poznatek vyuZila o pét let pozdé&ji Maria Asuncién

315 V textu [HS7] je tento typ grafu nazvan strongly triangular graph, obdobnym terminem
triangular graph je mySlen orientovany graf bez cykla (smyc¢ky jsou povoleny).
316 Dekujeme panu doktoru Janu Seidlerovi za upozornéni na Dieudonného knihu.
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Beitia v ¢lanku
o Matrices which commute with a given matriz upon a subspace [Btl].

Uvedme dulezité tvrzeni z této prace, v némz C(A) zna¢i mnozinu vsech ¢tver-
covych matic X nad libovolnym polem F, které komutuji s matici A:

In terms of the Weyr characteristic of the matriz A:

[(mlh miz, ..., m1t1)7 B (mm, mMr2, -« .y mrtT)]
T tr
dimC(A) = szil
k=11i=1

(IBt1], str. 168)

Pocet linearné nezavislych matic komutujicich s danou matici, ktery urcil Bran-
denbusch, je tedy roven souctu ¢tverct vSech charakteristickych ¢isel prislus-
nych vSem riznym vlastnim ¢islim matice A.

Jak uvidime dale, Maria Asunciéon Beitia vyuzila Weyrovu charakteristiku
ve vice svych textech, na fadé z nich spolupracoval Ion Zaballa. Ten roku 1983,
jesté samostatné, napsal ¢lanek

o Inequalities for the Weyr characteristic of modules [Zal].

V témze roce publikoval némecky matematik Max Koecher (1924-1990)
knihu

e Lineare Algebra und analytische Geometrie [Kcl].

V ni citoval Frobeniovu praci Uber den Rang einer Matriz, ve které, jak bylo
vyse napsano, byl Weyr ¢asto citovan. Koecher zminil tzv. Weyrovy-Frobeniovy
nerovnosti, které vymezuji nulitu souc¢inu dvou matic.

Vime-li, ze ¢lanek

e Theorems on M-splittings of a singular M-matriz which depend on graph
structure [Sc3]

sepsal Hans Schneider pfiblizné v poloviné osmdesatych let minulého stoleti,
muZeme nejen z nazvu tusit, ze jeho tématem je vztah grafi a matic. N&S
odhad je do jisté miry spravny, ale na druhou stranu tento text neni typickym
¢lankem, ktery by mél patfit mezi prace uvedené v podkapitole 6.3, resp. 6.4.
Jsou v ném sice zavedeny grafy matic stejnym zpusobem jako v podkapitole 6.4,
ale misto studia vztahti mezi riaznymi charakteristikami matic a graft jsou
jeho podstatnou néaplni spektralni vlastnosti matic A, M, N, kde A € R™*",
matice M je regularni a A = M — N. Studium se zaklada na vztazich mezi
grafy matic A, M, N a M~'N. Plati-li uvedeny vztah A = M — N, kde M je
regularni, fikame, Ze dvojice matic (M, N), nebo p¥imo jejich rozdil M — N, je

rozitépenim (splitting) matice A. Je-li matice M navic M-matici®'” a matice N

317 Definice M-matice viz strana 221.
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m4a pouze nezaporné prvky, mluvime o M-rozstépeni (M-splitting).3'® Autor
dospél mimo jiné k nasledujicimu, na prvni pohled piekvapivému vysledku:

Necht A je singuldarni M-matice a necht A = M — N je M-rozstépeni ma-
tice A. Potom plati

a) spektrdlni polomer o(M—1N) matice M—1N je 1,

b) ndsobnost vlastniho ¢isla 1 matice M—YN (tj. jejiho spektrdlniho polo-
meéru) je totoZnd s ndsobnosti vlastniho ¢isla 0 matice A,

c) index matice M~*N piislusng vlastnimu cislu 1 (tj. pocet charakteris-
tickijch cisel Weyrovy charakteristiky matice M 1N prislusnijch spektrdl-
nimu polomeéru 1) je totozny s indexem matice A piislusngm vlastnimu
cislu 0 (tj. s poctem charakteristickych cisel Weyrovy charakteristiky ma-
tice A piislusnijch vlastnimu éislu 0).

Pravé po uvedeni tohoto vysledku Hans Schneider poznamenal, Ze diky jiz do-
kizanym poznatkim (vySe uvedeného ¢lanku [RS1], ktery publikoval o Sest
let dfive s Danielem Richmanem) o vztahu Weyrovy charakteristiky a grafu
M-matice mizeme vyslovit vétu, jejiz zavéry jsou silnéjsi nez tvrzeni b) a c).
Lze dokézat, Ze pro M-rozstépeni A = M — N (singularni) M-matice A, je
matice B=F — M~'N (singularni) M-matici a matice A a B maji stejny
singularni graf (ve smyslu prace [RS1]). Déle si uvédomme, %e pokud méa
matice M 1N vlastni ¢slo 1, ma matice B=FE — M !N vlastni &slo 0 (se
stejnou nasobnosti, Weyrovou charakteristikou apod.). V nékterych p¥ipadech
je Weyrova charakteristika piislusna vlastnimu ¢islu 0 uréenéd pfimo singulér-
nim grafem, tj. matice A a B maji nejen totozny singularni graf, ale i shod-
nou Weyrovu charakteristiku prislusnou vlastnimu ¢islu 0, coz v sobé zahrnuje
piipady b)a c).

Pojem Weyrova charakteristika zminil také Robert Charles Thompson3!?

(1931-1995) v praci z roku 1989

e Divisibility relations satisfied by the invariant factors of a matrix prod-
uct [Thl].

Ve stejném roce vysel ¢lanek
e The Jordan 1-structure of a matriz of Redheffer [RB1],

ktery je v kontextu ostatnich textii obsahujicich ¢i rozsifujicich Weyrovy vy-
sledky pomérné neobvykly. Sepsali jej Donald W. Robinson a Wayne W. Barrett
(nar. 1948), ktefi v ném odvodili vzorce pro urceni fadt Jordanovych bunék
(a tedy 1 pro Segreovu charakteristiku) a pro vypocet charakteristickych ¢isel

318 Uyedme pro zajimavost, Ze pro rozstépeni matice A = M — N jsou v ¢lanku definovany
Cervené, resp. modré hrany grafu G(M) U G(N), coz jsou hrany grafu G(M), resp. G(N).
Hrany pat¥ici priniku grafi G(M) a G(N) jsou nazvany cerveno-modré, hrany pat¥ici rozdilu
G(N)\ G(M) grafa G(N) a G(M) jsou ryze modré. Graf G(M) U G(N) je nazvan barevnym
grafem matice A apod.

319 Robert Charles Thompson ziskal doktorat na California Institute of Technology
(tzv. Caltech), kde byl prvnim oficidlnim studentem Olgy Taussky—Todd. Roku 1996, tj. po-
smrtné, ziskal Hans Schneider Prize.
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(a tedy i pro Weyrovu charakteristiku) prislugnych vlastnimu ¢islu 1 tzv. Red-
hefferovych matic.

Necht v, = (¢1, co, ..., ¢p) aep = (1,0, ..., 0) jsou vektory prostoru C",
Cn=7Ye;a D, = (di;) jsou matice fadu n, kde

g — 1, jestlize 4|7 (¢ déli j),
Y0, jestlize it j (i nedéli j).

Uvazujme matici A,, = C,, + D,,. Naptiklad pron =5 je

a+1 1 1 1 1
s 1 010
Ay = s 01 00
s 00 10
s 0 0 0 1

Matice A,, zavedl americky matematik Raymond Moos Redheffer (1921-2005)
roku 1977 v praci Fine explizit losbare Optimierungsaufgabe [Rel].

Pro realné &islo x dale ozna¢me jeho celou ¢ast symbolem [z]. Uvédomme
si, 7e pro [log, 2], kde z je kladné realné ¢islo, je

ollog, o] < 5 < ollog, al+1

a aritmeticky primér hodnot 20082 #] g 2llog2 #1+1 je roven ¢islu 3-201082 71-1 ktere
je tedy ,stfedem® polouzavieného intervalu <2[1°g2 z] 9llog, z]“) obsahujiciho
¢islo z. Uvazujme dale funkci 7, ktera vektoru -+, = (c1, co, ..., ¢,) € C”
prifadi komplexni ¢islo

() = Collogs n] 5 jestlize n < 3 - 2llogz -1
Tn) = Coftogs ] + [108g M)yt m—1,  jestlize n > 3 - 2losanl=1,

Naptiklad [log, 4] = [log, 5] = [log, 6] = [log, 7] = 2, tedy 3 - 2[°#271=1 = 6 pro
n=4,5,6, 7. Proto 7(y4) = 7(75) = ¢4, ale 7(y6) = 7(77) = ¢4 + 2¢¢. Hlavnim
vysledkem ¢lanku je nasledujici tvrzeni:

Necht v, = (c1, o, ...y ¢n) € C" ae; =(1,0,...,0) € C*, n > 3. Ddle
necht matice A, a funkce T jsou ddny tak, jak je popsdno vyse, a necht
§(1)n=(81(n), &2(n), ..., &y (n)(n)), resp. n(L)n=(m(n), n2(n), ..., Mg () (1))
znaci Segreovu, resp. Weyrovu charakteristiku matice A, prislusnou vlastnimu
Gislu 1. Jestlize T(y,) # 0, potom

n n n
lm) = [1% 2+1] Lo =[5 - [F] -t
1= 1,2,..., k, kde k je nejuétsi prirozené cislo, pro néjz je n > 2k + 1,
aj=1,2,...,&(n).
V préci je rovnéZ odvozeno, Ze nasobnost vlastniho ¢isla 1 matice A, je

rovna n — [logyn] — 1 pravé tehdy, kdyz 7(y,) # 0. To nastane napiiklad
tehdy, kdyz ¢; > 0 pro vSechna i = 1,2, ..., n, v trividlnim pfipadé
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Yo = (1,1, ..., 1). Uvedené vysledky ztistanou v platnosti také pro vektor
= (0, 1, ..., 1), protoze funkéni hodnota 7(7,) nemize byt pro n > 2 nikdy
rovna c¢;.%20
Napiiklad pro matici Ajs = yiye; + D12, kde 7(712) # 0, maji Jordanovy
bunky rady

&1(12) = [logy §] +1=3, €4(12) = [logy §] +1 =1,
&(12) = [log, 2] +1=2, €5(12) = [logy 2] + 1 =1,
€3(12) = [log, Z] +1=1,

tj. €(1)12 = (3,2, 1,1, 1). Chceme-li ziskat charakteristicka ¢isla prislusna
vlastnimu ¢islu 1 matice A5, muZeme je urcit pomoci Ferrersova diagramu
nebo vypoctem

m(12) = [£] - [$] - 1=5,
m2(12) = [B] - [] -1 =2,

13(12) = [F] - [F] - 1=1,
tj. n(1)12 = (5, 2, 1). Nasobnost vlastniho ¢isla 1 je 12 — [log,12] — 1 = 8
(samoziejmé 8 = 34+24+1+1+1 =542+ 1). O dalsich vlastnich ¢islech
matice A1o pouze vime, Ze soucet jejich nasobnosti je 4 = 12 — 8.

Na Weyrovy vysledky zareagovala i fecka skola, predevsim Nicos Karcanias,
Grigoris I. Kalogeropoulos a Panayiotis J. Psarrakos.??! Tito matematikové pu-
blikovali béhem takika dvaceti let ¢tyti ¢lanky, které na sebe postupné odkazuji.
Nejprve v roce 1986 napsali Nicos Karcanias a Grigoris Kalogeropoulos praci

e On the Segré, Weyr characteristics of right (left) regular pencils [KK1],
o rok pozdéji publikoval Karcanias text

e On the characteristic, Weyr sequences, the Kronecker invariants and ca-

nonical form of a singular pencil [Ka2].
V roce 1995 vysla préace

e The prime and generalized nullspaces of right reqular pencils [KK3],
na niz se opét podilela autorska dvojice Karcanias—Kalogeropoulos. Na ¢lanku

e On the computation of the Jordan canonical form of regular matriz poly-

nomials [KPK1]
z roku 2004322 spolupracovali vSichni t¥i jmenovani. Zjednodugené lze fici, Ze
se uvedené prace zabyvaji rozsifenim problematiky Segreovy a Weyrovy cha-
rakteristiky, které jsou pfirozené pridruzené k mnohokrat studovanému svazku

320 Pro tento specialni ptipad v, = (0, 1, ..., 1) byla nasobnost n — [log, n] — 1 vlastniho
¢&isla 1 matice A, uréena o rok diive v €lanku On the spectral radius of a (0, 1) matriz related
to Mertens’s function [BFP1|, ktery publikovali Wayne W. Barrett, Rodney Warring Forcade
a Andrew Douglas Pollington.

321 Prvni jmenovany piisobi v Londyné, dalsi dva v Aténach.

322 Prace tedy jiz piesahuje Casovy rozsah 1980 az 1999 vymezeny v nazvu této Casti.
Vzhledem k névaznosti na predchozi tfi ¢lanky jsme si ji v8ak dovolili uvést jiz nyni. Jesté
novéjsi text publikovany témito feckymi matematiky, ktery vSak ma naplih pomérné odlisnou
nez zminéna ¢tverice praci, predstavime pozdéji.
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matic A—sE (resp. sE — A), na obecnéjsi svazky matic, nap¥. na svazek matic
sF — G, kde matice F' a G nemusi byt ¢tvercoveé.

Praveé toto zobecnéni na svazek matic je jednim z vyraznych proudua studia
Weyrovy charakteristiky na pfelomu 20. a 21. stoleti.

V pojednani
e Extensions of Jordan bases for invariant subspaces of a matriz [BRS1]

z roku 1991 vyuzili Rafael Bru, Leiba Rodman®?3 (nar. 1949) a Hans Schnei-
der Weyrovu charakteristiku k alternativnimu vyjadfeni vlastnosti nilpotentni
matice, k némuz dospéli v jiné terminologii:

Necht A je nilpotentni matice, R(A) znaci mnoZinu vSech linedrnich kombi-
nact jejich sloupci a t je Tdd jeji nejuétsi Jordanovy bunky. Potom jsou ndsle-
dugici podminky ekvivalentni:

(i) Ker (A1) c R(A),
(ii) pro éleny Weyrovy charakteristiky (n1,m2, ..., ne) platin, =na = ... = n,
(iil) Fddy vSech Jordanovijch bunék jsou stejné (rovny t).

Jedné se tedy o nilpotentni matici, jejiz Ferrersiiv diagram je tvofen teckami

seskupenymi do obdélniku.

Ferrerstiv diagram (nazyvany vSak jednoduse bodovy diagram) Segreovy,
resp. Weyrovy charakteristiky nalezneme rovnéz v o rok mladsim ¢lanku Keitha
Roberta Matthewse

e A rational canonical form algorithm [Mel].

V roce 1989 vysla v ¢asopisu Linear Algebra and its Applications prace
e Perturbation of linear control systems |GHZ1],

kterou publikovali matematikové pusobici na univerzité Universidad del Pais
Vasco: Juan-Miguel Gracia, Inmaculada de Hoyos a jiz zminény Ion Zaballa.
V ni je Weyrova charakteristika jednim z kli¢ovych pojmt.??* Jmenovani ma-
tematikové pozdéji publikovali vétsi pocet ¢lanku s obdobnou tematikou, jejich
kolektiv rozsirila Maria Asuncion Beitia, pozdégji také Francisco Enrique Velasco
z téze univerzity.

Napftiklad v roce 1994 vysly (opét v ¢asopisu Linear Algebra and its Appli-
cations) ¢lanky

o Invariants of the block tensor product [BZ1],
ktery napsali Maria Asuncion Beitia a Ion Zaballa,

e Local behavior of Sylvester matriz equations related to block similar-
ity [BG1],
ktery publikovali Maria Asuncion Beitia a Juan-Miguel Gracia, a
o Similarity and block similarity [Za2]
Tona Zabally.

323 Leiba Rodman je americky matematik, ktery se narodil v Litvé.
324 7duraznéme, Ze se ve tiicetistrankovém textu termin Weyrova charakteristika vyskytuje
vice nez Ctyrticetkrat.
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Uvedme, Z%e z odkazi a rovnéz z korespondence s autorkou této mono-
grafie??® vyplynulo, Ze Spanélska Skola Gerpala zakladni poznatky o Weyrové
charakteristice pfedevsim ze Spanélského vydéani jiz zminéné Mal’cevovy knihy
Osnovy linejnoj algebry.

Népln poslednich ¢tyf jmenovanych ¢lankt je dalsim vyraznym smérem,
kterym se ubiralo studium problematiky vyuzivajici Weyrovu charakteristiku.
Udélejme si proto alespoii pfibliznou pfedstavu o jejich tematice z nasledujicich
definic a tvrzeni. Uvedené terminy se navic vyskytuji v nazvech ¢lankia publi-
kovanych mnohem pozdéji. Jak uvidime, jednd se o fadu praci, které studuji
problematiku tizce spojenou s teorii Fizeni.

Necht A = (a;5) je komplexni matice typu n x m a B je komplexni matice
typu p x q. Kroneckerovijm soucinem matic A a B, ktery budeme znadit A® B,
rozumime matici

typu np X myq.

Necht F je libovolné pole, A € F"*™ a B € F"*™. Pro uspofadanou dvojici
matic A a B budeme symbolem (A, B) pfirozené rozumét jak prvek kartézského
sou¢inu F™*™ x FX™ tak blokovou matici typu n x (n+m), jejiz jediny fadek
blokii je tvoren dvéma bloky A a B (v tomto pofadi). Zcela analogicky budeme
vnimat obdobny symbol s trojici matic atd.

Necht F je libovolné pole a necht dale

(AhBl) e]_—~n1><n1 % ]:n1><m1, (A27B2) c }-ngxng % ]:'n2><m2.

Potom blokovgm Kroneckerovym soucinem matic (Ay, By) a (Aa, By), ktery
budeme znaéit (A1, B;) ®° (As, Bs), rozumime matici

(A1 ® Az, (A1 ® By, B1 ® Az, B ® By))
c Frinzxning o Fnlnzx(n1m2+m1n2+m1m2).

Takto zavedeny soucin dvou dvojic matic je velmi vyhodny, zachovava totiz
tzv. blokovou podobnost.326

Necht (A, B) a (A, B) € F"*" x F"™™_ Rikime, Ze tyto dvojice matic jsou
blokové podobné, jestlize existuji invertibilni matice P € F"*™ a QQ € F™*™

325 Viz dale.
326 Citujme zajimavé vyjadieni k definici sou¢inu dvou dvojic matic:

Given two such matrices [A1, B1], [Aa, Ba] € F*(ntm) “we can form the Kronecker or
direct product of them, [A1, B1] ® [A2, Ba|. Of course this matriz is rectangular with more
columns than rows, but in general there is not a pair of matrices associated to this matrix
that can be easily identified in terms of the components A1, A2, B1, and Ba. For instance,

[A1, B1] ® [A2, B2] # [A1 ® A2, A1 ® B2, B1 ® A2, B1 ® Ba],

althought these two matrices are permutationally similar. However, the equality between these
two matrices seems to be what one wants for such a product. We will show that this must be
the appropriate definition of the direct product of matriz pairs. (|BZ1], str. 590)
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a dale matice R € F™*™ pro které

P4, B) ( ; g ) — (A, B).

Vedle terminu blokové podobné (block similar) se pro tento vztah Casto
uziva téz nazev zpétnovazebné ekvivalentni (feedback equivalent). Pravé pod
timto terminem byl pojem poprvé zaveden v literatufe, konkrétné v ¢lanku
A classification of linear controllable systems [Bnl] z roku 1970. Jedna se o ¢asto
citovanou praci z teorie fizeni, kterou publikoval slovensky matematik Pavol
Brunovsky (nar. 1934) v ¢asopisu Kybernetika.327

Relace blokové podobnosti dvojic matic je relaci ekvivalence. Formulujme
jiz zminénou vlastnost sou¢inu ®°:

Necht (Ay, B1) a (Ay, By) € Fx™ x Fxm jsou blokove podobné dvo-
Jice matic a necht také (A, Ba) a (Aa, By) € F2X"2 x Fn2XM2 jsoy blokové
podobné dvogice matic. Potom také matice

(A1, By) @" (Ag, B2) a (A4, By) ®" (Ag, Bo)

jsou blokové podobné.
Necht (A, B) € FX" x F"*™ . Potom r-¢isly nebo té7 Brunovského ¢isly3?8

dvojice matic (A4, B) jsou ¢islary, 7o, ..., 7, definovana pomoci hodnosti vztahy

T r(B),
i = T(Si—l(A’ B)) - T(Si—Z(A’ B))’ i = 2) 37 sy T

kde

Si(A, B)
So(A, B)

(B, AB, A2B, ..., AiB), i=1,2,...,n—1,
B.

Lze dokazat, ze
m>ry>reg > ... 2> 1y > 0.

327 Prace [Bnl] pouziva rovnéz zkraceny termin F-equivalent, ¢lanek [GHZ1]| T-equivalent.

Uvedme jinou, pro nékoho moznéa prithlednéjsi definici blokové podobnosti prevzatou z re-
ference ¢lanku [BG1], kterou napsal Leiba Rodman pro Zentralblatt (Zbl 0797.15011):

Two rectangular block complex matrices [A, B] and [A’, B'], where A and A’ are n X n
and B and B’ are n X m, are called block similar if [AX + BY, BZ| = [XA’, XB'] for some
matrices X, Y, Z with invertible X a Z.

Nékomu bude moznéa jesté blizsi nasledujici moznost zavedeni blokové podobnosti dvojic
matic. Jedna se o zpiisob z uvedenych nejstarsi; nasledujici aryvek je ze zminéné Brunovského
prace [Bnl| z roku 1970:

... the question ... asks, whether for given systems (A, B), (A’, B’) there are matrices
C(m xn), Q(m xn), D(m x m), C, D being nonsingular, such that
(3) A'=C"Y(A+BQ)C, B =C7'BD.

If the answer is positive, we shall say that (A, B) and (A’, B') are feedback (or, briefly, F-)
equivalent. ([Bnl], str. 174)

V hlavnim textu jsme pouzili definici dle matematikt, jejichz prace pravé rozebirame.
328 Tato ¢isla byla poprvé zavedena ve zminéném Brunovského ¢lanku [Bnl].
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Prvky duélni posloupnosti (k1, k2, ...) k posloupnosti (r1, r4, ...) Brunovského
¢isel jsou tzv. indexy Fiditelnosti (controllability indices).
Dvojice matic (A, B) je tzv. fiditelnd (téz plné Fiditelnd), pravé kdyz

r(Sn—1(A, B)) =
Matice

S, 1(A, B)= (B, AB, A’B, ..., A""!B) ¢ Frxnm

je nazyvana matice Tiditelnosti dvojice matic (A, B). Dvojice matic (A, B) je
tedy 7iditelnd, pravé kdyZz ma jeji matice Fiditelnosti hodnost n (jeji fadky jsou
linedrné nezavislé vektory).

Vzhledem k platnosti vztahu

T‘(Si_l(A, B)):Ti+T(Si_2(A, B)), Z:2, 3, ey Ny
lze podminku
r(Sn-1(4, B)) =

nahradit rovnosti

n
E Ty = n.
i=1

Necht je dale F polem komplexnich ¢isel, tj. F = C. Rozsifme dobie znadmé
pojmy pro ¢tvercovou matici na dvojici matic, ktera neni fiditelné.

Necht (A, B) neni riditelna. Potom se komplexni ¢islo A nazyva vlastni
¢islo dvojice matic (A, B), jestlize existuje nenulovy vektor x € C"*! takovy,
7e BTx = 0" a ATz = .

Necht A je vlastni ¢islo dvojice matic (A, B) € F™*™ x F"*™. Potom
posloupnost ¢isel n(A) = (11, 72, .. .), ktera spliuji rovnosti

> mi=n—r(AE—-AF B AB, ..., A*'B), k=1,2,..,

i=1
se nazyva Weyrova charakteristika dvojice matic (A, B) piislusnd vlastnimu
cislu .
Pro jeji prvky n; tedy plati:
m=n—r((AE—A), B),
m=r((AE —A), B) r()\E A)? B,AB)7
ms=r ((A\E — A)?, B, AB) —r ((A\E — A)3, B, AB, A’B) ,
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Duélni posloupnost k Weyrové charakteristice dvojice matic (A, B) pii-
slugné vlastnimu ¢islu A se nazyva Segreova charakteristika dvojice matic (A, B)
prislusnd vlastnimu ¢islu M.

Necht A1, Ao, ..., A, jsou vSechna navzajem rizné vlastni ¢isla dvojice ma-
tic (A, B). Posloupnost

(A1), n(A2), - n(Au)],

kde n(\;), i =1, 2, ..., u, znaci Weyrovu charakteristiku dvojice matic (A, B)
prislusnou vlastnimu ¢islu \;, nazyvame Weyrovou charakteristikou dvojice ma-
tic (A, B).
Posloupnost
[E(Al)’ 6()‘2)7 R f()\u)],
kde £(\;), i =1, 2, ..., u, znadi Segreovu charakteristiku dvojice matic (A, B)
prislusnou vlastnimu ¢islu \;, nazyvame Segreovou charakteristikou dvojice ma-
tic (A, B).

Tak jako v dplném systému invariantii podobnosti ¢tvercovych matic vy-
stupuji Weyrovy charakteristiky téchto matic, jsou soucasti aplného systému
blokové podobnosti dvojic matic Weyrovy charakteristiky prislusné témto dvo-
jicim:

Uplny systém. invarianti blokové podobnosti je tvoien r-cisly (nebo indexy
riditelnosti), vlastnimi éisly a Weyrovou (nebo Segreovou) charakteristikou dvo-
Jice matic (A, B).

Vedle pravé predstavené problematiky se Maria Asuncion Beitia a Ion Za-
balla v jednom z jmenovanych ¢lanki, konkrétné v zavéru prace [BG1], kratce
vénovali i Brandenbuschové rovnosti mezi po¢tem linedrné nezavislych matic
komutujicich s danou matici a Weyrovou charakteristikou matice. Ptali se, kdy
je pocet téchto matic minimalni, neboli kdy je minimalni soucet

T tr
2
> mi
k=11i=1
kde r zna¢i pocet vlastnich ¢isel, tx, &k = 1, 2, ..., r, jejich pfislusné indexy
a my; charakteristickd ¢isla matice pfislusna jednotlivym vlastnim ¢éislam.

Odpoved je trivialni:

It is clear that the minimum of (...) is equal to n, since Y ;_, Zf’;l Mg =N
and myg; > 1 for i =1, ..., tg, k=1, ..., r; hence, this minimum is attained
if and only if mi; =1 fori=1, ..., tx, k=1, ..., r — that is to say, when A
is nonderogatory. (|[BG1], str. 277)

7 ukézky je zfejmé, ze i pred koncem 20. stolet{ se pro matici uzival piivlas-
tek derogatory (resp. jeho negace nonderogatory). Obcas se vyskytuje i v sou-
¢asné odborné literatute.??? P¥ipomenme, Ze termin dérogatoire pochézi od

329 Termin nonderogatory zminuje napiiklad monografie Advanced Topics in Linear
Algebra: Weaving Matriz Problems through the Weyr Form [OCV1] z roku 2011. Podotknéme
jeste, ze dnes se tato matice nazyva také 1-regular matriz, nebot je specialnim pripadem ma-
tic nazyvanych k-regular, tj. matic, jejichz vSechna jadra prislusna ke vSem vlastnim ¢éislam
maji dimenzi nejvyse k.
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Jamese Josepha Sylvestera a byl pouzivan i Eduardem Weyrem.

Vratme se jesté kratce ke zminénému vysledku: pocet linearné nezavislych
matic komutujicich s danou matici stupné n je tedy minimalni, pravé kdyz
pro danou matici neexistuje anulujici polynom stupné mensiho nez n (neboli
minimélni polynom matice je roven charakteristickému).

V roce 1994 publikovali Lindsay N. Childs a Karl Zimmermann obsahlejsi
¢lanek

e Congruence-torsion subgroups of dimension one formal groups [CZ1],

v némz jsou definovany tzv. Weyrovy invarianty a studovany tzv. Hopfovy alge-
bry s danymi Weyrovymi invarianty. Rozdily dvou po sobé jdoucich Weyrovych
invariantd sefazenych sestupné (tj. rozdily dvou po sobé jdoucich charakteris-
tickych ¢&isel) jsou identifikovany s tzv. Ulmouvymi invarianty>3° specidlnich typt
grup.

K pouzité terminologii Lindsay N. Childs napsal:33!

In fact, when we wrote the “Congruence-torsion subgroups” paper and I called
the dimensions g, of (p"~1G)/(p"G) the Weyr invariants of the p-group G, the
referee of the paper complained about the terminology and suggested we not call
the g, by that name. I ignored the referee’s suggestion, ...

Souvislost Weyrovy charakteristiky a jistych invariantt, tentokrat nazva-
nych Ulmovy-Kaplanského invarianty,33? uvedli nasledujici rok v praci

e Orbits of invariant subspaces of algebraic linear operators [BCh2]
také Khalid Benabdallah a Bernard Charles.

Ameri¢ti matematikové James W. Demmel a Alan Edelman vySetfovali
v clanku
e The dimension of matrices (matrixz pencils) with given Jordan (Kronecker)
canonical forms [DE]]

z roku 1995 dvé mnoziny. Prvni z nich,

{Q71AQ; detQ # 0},

byla mnozina vSech komplexnich matic, které jsou podobné dané ctvercové
komplexni matici A. Jinymi slovy se jedna o mnozinu komplexnich matic, které
maji stejny Jordantv kanonicky tvar. V jednom z algoritmii prace [DE1] se
vyskytla Cisla, kterd jsou charakteristickymi ¢isly matice A. Zcela analogicky
studovali oba autofi obecnéjsi ptripad pro svazek matic A—AB, tj. polynom v A,
kde A, B jsou dané komplexni matice typu m x n a A je libovolné komplexni
¢islo. Tento svazek nésobili zprava a zleva regularnimi ¢tvercovymi maticemi
vhodného fadu, tj. uvazovali mnozinu

{Q (A~ AB)R; detQ-det R #0}.

330 Vig kniha Infinite Abelian Group [Kpl], str. 27, kterou roku 1969 publikoval kanadsky
matematik Irving Kaplansky (1917-2006).

331 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (iinor 2013).

332 Viz poznamka pod &arou &. 330.
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Tato druhé mnozina je mnozinou vSech svazkii matic, které majf stejny Kronec-
kertuv kanonicky tvar. Je zajimavé, Ze autofi zavedli nulitu i pro obdélnikovou
matici A typu m X n. Rozligovali mezi fadkovou nulitou m — r(A) a sloupco-
vou nulitou n — r(A). Nékteré poznatky z prace [DE1]|, napf. urceni tzv. kodi-
menze dvou vySe uvedenych mnozin matic, resp. svazk matic, se staly pod-
statnymi zaklady pro vysledky publikované v sérii ¢lanki prevazné Svédskych
matematiki z let 1999 az 2012. Dalsi pojmy z prace [DE1] budou proto pied-
staveny niZe (viz str. 286 a strany nasledujici) spolu s navazujicimi, novéjsimi
vysledky.

Weyrova charakteristika je rovnéz nékolikrat zminéna ve vice nez Ctyfice-
tistrankovém pojednéni

o Sylvester matriz equation for matriz pencils [BG2],
které roku 1996 publikovali Maria Asuncion Beitia a Juan-Miguel Gracia, okra-
jové také v préci

e Black boz interpolation. II. The one variable derogatory case [MHI1|
z roku 1996, kterou napsali Vaidyanath Mani a Robert E. Hartwig, ¢i o rok
pozdéji v ditkazu jedné véty ¢lanku

o [Feedback invariants of supplementary pairs of matrices [BZal],

ktery je spole¢nym textem Itziara Baragany a jeho Skolitele Iona Zabally.
V pojednani
e The algebraic structure of pencils and block Toeplitz matrices [Bdl]

z roku 1998 studoval Daniel L. Boley mimo jiné vztahy mezi nékterymi posloup-
nostmi, pfedevsim mezi Weyrovou charakteristikou, posloupnosti tzv. Kronec-
kerovych indext a nerostouci nebo neklesajici posloupnosti tzv. Jordanovych
indext. Neklesajici posloupnost Jordanovych indextu je pfritom Segreova cha-
rakteristika matice.

Téhoz roku s Weyrovou charakteristikou a Weyrovym tvarem pracovaly také
matematicky Grace E. Cho a llse Clara Franziska Ipsen v pojednani

e If a matriz has only a single eigenvalue how sensitive is this eigen-
value? II [CI1].

Weyrovu charakteristiku nalezneme rovnéz v ¢lanku

e The contragredient equivalence: Application to solve some matrix sys-
tems [RG1],

z roku 1999. V ném se jeho autoii Pablo Rubié a Josep Gelonch zabyvali stu-
diem matic A a B, pro které existuji oba sou¢iny AB i BA. Tato problematika
je pomérné hojné studovéana jiz od poloviny stoleti, kdy americky matematik
Harley Flanders (nar. 1925) nagel®*® vztah mezi elementarnimi déliteli matic
AB a BA a také nutnou a postacujici podminku, aby pro dané ¢tvercové matice
X aY existovaly matice A, B takové, ze X = AB a'Y = BA (tzv. Flandersova
véta). Jak uvidime dale, prace s Weyrovou charakteristikou, které se zabyvaji
maticemi AB a BA, jsou publikovany i v moderni linearni algebre.

333 Viz Flanderstv kratky ¢lanek Elementary divisors of AB and BA [Fsl1] z roku 1951.
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V roce 1999 vysel také dalsi ¢lanek pochézejici ze Spanélské sSkoly, a sice
text

e Stable subspaces of matrix pairs [V11]

Francisca E. Velasca.

Rok 1999 se stal v jistém smyslu vyznamnym milnikem v historii Wey-
rovy charakteristiky. V tomto roce totiz publikovala prehledny, dodnes ¢asto
citovany ¢lanek americkd matematicka Helene Shapiro. Nazvala jej jednoduse

e The Weyr characteristic [Sh2]

a publikovala v ¢asopisu The American Mathematical Monthly. Nabidku k otis-
téni tohoto textu dostala od Rogera Horna, ktery byl editorem ¢asopisu a ktery
pozdéji rozpracoval vysledky Eduarda Weyra v druhém vydani monografie Ma-
triz Analysis (viz dale).

Helene Shapiro se o Weyrové charakteristice poprvé dozvédéla od Hanse
Schneidera v roce 1980, kdyZ po ziskani doktoratu pobyvala na univerzité ve
Wisconsinu.?3* Vedli zde spolu kurz teorie matic.

Nez se dostaneme k tomuto ¢lanku, uvedme, Ze Weyrova charakteristika,
tzv. specidlni Weyrova charakteristika a dokonce i Weyriv kanonicky tvar (na
jehoz bloky nad hlavni zobecnénou diagonalou vSak neni kladen pozadavek,
aby byly jednotkovymi maticemi s pifidanymi fadky nul, ale je pozadovana
pouze linearni nezévislost sloupcit) jsou hojné zminény v rozsahlém ¢lanku
Helene Shapiro, ktery vysel jiz diive. Bylo to v roce 1991, kdy byl publikovan
prehledovy, takika sedmdesatistrankovy text

e A survey of canonical forms and invariants for unitary similarity [Shl],

ktery je vénovan, jak nazev napovidé, unitarni podobnosti matic. Matice A
a B jsou unitarné podobné, jestlize existuje unitarni matice U, pro kterou plati
rovnost U*AU = B. Pro kazdou unitdrni matici U je U* = U~!, jedna se
tedy, dle oc¢ekavani, o specialni druh podobnosti. Prace je bohatéa na historické
poznamky o vysledcich tykajicich se kanonickych tvarti matic predevsim po
roce 1950, v jejim zavéru je seznam literatury ¢éitajici 136 polozek. Mezi nimi
jsou Weyrovy prace Répartition des matrices en espéces et formation de toutes
les espéces a Theorie der bilinearen Formen.

K porovnéani ohlasti na oba ¢lanky Helene Shapiro napsala:33°

The 1991 article appeared in Linear Algebra and Its Applications, a journal
for specialists in linear algebra. It is not primarily an article about the Weyr
characteristic, but about unitary similarity. The 1999 article appeared in the
American Mathematical Monthly, aimed at a general mathematical audience. It
is also an article specifically about the Weyr characteristic.

334 Jeji osobni vzpominky na prvni seznament se s vysledky Eduarda Weyra viz dale.

Zajimavé je, ze byla doktorandkou Olgy Taussky-Todd na California Institute of Tech-
nology. Doktorské studium absolvovala v roce 1979 praci Unitary block diagonalization and
the characteristic polynomial of a pencil generated by Hermitian matrices.

335 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (leden 2013).
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Citujme jesté jina slova Helene Shapiro, tentokrat z uvodu ¢lanku The Weyr
characteristic.

The Jordan canonical form is a well-known and standard topic in linear
algebra. It is thoroughly covered in many texts on linear algebra and abstract
algebra. The purpose of this article is to publicize a different approach to the
canonical form problem introduced by Eduard Weyr in 1885 ... Several older
books ... mention Weyr characteristics but it does not appear in recent linear
algebra texts. The basic idea of Weyr’s approach is useful in several areas, such
as describing algorithms for computing the Jordan form in a stable manner

. and in developing canonical forms for matrices under unitary similarity
..., but Weyr’s papers are rarely referenced and the sequence of numbers we
call the Weyr characteristic is not named. Thus, while Weyr’s work seems to
be little known, his basic idea has been rediscovered and used several times.
([Sh2], str. 919)

V tvodu své prace rovnéz stru¢né popsala jeji napln:

In this paper we define the Weyr characteristic and discuss its connection
with so-called “staircase” forms used in numerical linear algebra to determine
the Jordan form in a stable manner. There is a simple relationship between
the Weyr characteristic and the better known Segre characteristic, which is
associated with the Jordan canonical form. This relationship leads to a quick
derivation of Weyr’s canonical form from the Jordan canonical form; we also
present a proof that is independent of the Jordan canonical form, as Weyr did
in his original paper. ([Sh2|, str. 919)

Pov§imnéme si, ze autorka nazvala kanonicky tvar po Eduardu Weyrovi.
Ziejmé se tak v publikovaném textu stalo ve 20. stoleti poprvé a tento nazev
v néasledujicich letech zacali pouzivat i ostatni algebraici.

Prace The Weyr characteristic predstavuje zadklady Weyrovy teorie a uka-
zuje postup konstrukce Weyrova kanonického tvaru (bez znalosti Jordanova ka-
nonického tvaru), jehoZ princip je zaloZen predeviim na nésledujicim poznatku
(pfesnéji na jeho opakovaném pouZziti):

Necht
O11 Az
A =
( O21 A2
je menulovd ¢tvercovd nilpotentni matice Tadu n, jejiz Weyrova charakteristika
je n(A) = (m, n2, ..., ) a 7dd jejiho bloku O11 je my. Potom plati

77(1422) = (7727 N3y vy 77t)

Editori vkladali do ¢lanku Helene Shapiro nadéje na rozsireni Weyrovych
vysledkt v ramci 8irsi matematické komunity. Na internetovych strankach ca-
sopisu The American Mathematical Monthly je u tohoto ¢lanku uvedeno:

We hope this article will make Weyr’s work better known to a wider audi-
ence.
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Toto ocekavani bylo naplnéno. V monografii Advanced Topics in Linear
Algebra: Weaving Matriz Problems through the Weyr Form (viz déle) z ro-
ku 2011 je napsano:

The first popular account of the Weyr characteristic and Weyr form was
i 1999, when Shapiro wrote an article “The Weyr Characteristic” for the
American Mathematical Monthly. There she described the Weyr canonical form
under that very name. So historically, perhaps Shapiro gets the credit for finally
nailing the correct term for this particular canonical form. (JOCV1], str. 81)

V poznamce pod ¢arou je navic doplnéno:

This publication has a very large readership across a broad spectrum of
people interested in mathematics generally, and so it presents an ideal forum
for promoting concepts with widespread applications. ([OCV1], str. 81)

Zéroven je zde vSak vyjadfena pochybnost, zda nemohl byt ¢lanek lépe
propagovan svym nazvem. Nasledujici ukazka je potvrzenim skutecnosti, ze
jesté pred koncem tisicileti byla Weyrova charakteristika pomérné neznamym
pojmem:

It is a pity that the title of her article did not also draw attention to a matriz
canonical form that is related to the Jordan form. That may well have helped
others to come to know the Weyr form. (JOCV1], str. 81)

V seznamu literatury jsou uvedeny pouze dvé Weyrovy prace: Répartition
des matrices en espéces et formation de toutes les espéces a Zur Theorie der
bilinearen Formen.335

6.7 Nejnoveéjsi ohlasy

Zduraznéme, ze dosud uvedené zahrani¢ni ohlasy na vysledky Eduarda Weyra
jsou, az na naprosté vyjimky, reakcemi pouze na Weyrovu charakteristiku, ni-
koli na Weyrtiv kanonicky tvar. Ten v literatuie odkazovan takika nebyl. Teprve
na prelomu tisicileti zacal byt davan do blizké souvislosti s nulitami mocnin ma-
tice A — A\E a Weyrovou charakteristikou.

Jedna se rovnéz o obdobi, kdy se Weyrovy originalni prace zacinaji cas-
téji objevovat v seznamech literatury jednotlivych publikaci a rovnéz Weyrova
charakteristika je definovana piimo pomoci rozdili nulit, nikoli jako du&lni
posloupnost k Segreové charakteristice.

Jiz v roce 1983 publikoval matematik Genrich Ruvimovi¢ Belitskij??7 t¥inéc-
tistrankovy, rusky psany text, ktery obsahuje algoritmus pro soucasnou trans-
formaci m-tice komplexnich matic na kanonicky tvar pomoci téze transformacni
matice. V tomto algoritmu hraje podstatnou roli Weyriv kanonicky tvar. Be-
litskij vSsak nepouzival tento nazev, ale termin modified Jordan form. Algorit-
mus natolik zaujal ukrajinského matematika Vladimira Vasil’evice Sergejcuka
(nar. 1949), ze autorovi doporucil, aby publikoval ¢lanek znovu v detailnéjsi

336 Helene Shapiro uvedla pravé tyto dvé prace ziejmé z toho divodu, Ze je méla fyzicky
k dispozici — viz dale jeji vzpominky na str. 335.
337 Genrich R. Belitskij emigroval roku 1991 z Ukrajiny, dnes ptisobi v Izraeli.
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podobé. Tato propracovangjsi verze (32 stran) vysla anglicky pod mirné po-
zménénym nazvem33

e Normal forms in matriz spaces |Bj2]

v roce 2000 a stala se zna¢né citovanou praci. V druhém, pfepracovaném vydani
monografie Matriz Analysis [HJ1] (viz dale) z roku 2013 je napsano:

The Weyr form (in its standard partition) was rediscovered by G. Belitskii,
whose motivation was to find a canonical form for similarity with the property
that every matriz commuting with it is block upper triangular. ([HJ1], str. 215)

Belitskij si byl jiz roku 1983 védom toho, ze mezi Weyrovym a Jordano-
vym kanonickym tvarem lze pfechézet pomoci simultannich permutaci radki
a sloupct. Byl ziejmé prvnim, kdo publikoval vétu vymezujici matice, které ko-
mutuji s danym Weyrovym tvarem, ktery ma jediné vlastni ¢islo. Prekvapivé je
tato vlastnost podminéna pouze jednoduchym vztahem mezi bloky komutujici
matice:

Necht W je Weyriv blok Fadu n prislusny nékterému vlastnimu ¢islu, jehoz
Weyrova charakteristika je (n1, ne, ..., n:), kde t > 2. Necht

All A12 o Alt
A= . . .
A A o0 Ay

je blokovd matice Tdadu n, jejiz bloky A;j jsou typu n; x n; (Tddky, resp. sloupce
matice A jsou rozdéleny do t skupin po Tadé o ny, 1, ..., n Fddcich, resp. sloup-
cich). Potom WA = AW, prdvé kdyz A je horni blokové trojuhelnikovd matice,
pro jejiz bloky plati

Aij=(A”5j“ :) 1<i<j<t—1,

kde na misté x jsou matice o libovolngch procich (pro n; = n;41 nejsou v blo-
ku A;j tyto matice obsaZeny; analogicky pro m; = nix1 nejsou v bloku Ajj
obsaZeny posledni Tdadky zacinajici nulams).

Uvedeny algoritmus rozvinul v roce 2000 jiz zminény Vladimir Sergejc¢uk
v padesatistrankovém pojednani

e Canonical matrices for linear matriz problems [Schl].
Pouzil jej rovnéz k feSeni mnoha problému teorie matic, véetné soucasného
prevedeni dvojice ¢tvercovych matic A a B téhoz fadu na kanonické tvary
G~'AG a G7'BG. Citujme jedno z hodnoceni Sergejéukovy prace:

1t is an impressive piece of work. ([OCV1], str. 81)

338 Verze z roku 1983 je odkazovana pod nazvem Normal forms in a space of matrices [Bjl].
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Také Sergejcuk pracoval s Weyrovym kanonickym tvarem jiz diive, aniz by
pro jeho pojmenovani pouzival ,historicky spravny* termin. Napfiklad v ro-
ce 1993 v ¢lanku33?

e Klassifikacija par linejnych operatorov v cetyrechmernom vektornom pro-

stranstve [SG1],
jehoZ spoluautorem je Dmitrij V. Galinskij, psal o Jordanové tvaru s pfeuspo-
radanymi fadky a sloupci, v praci

e Littlewood’s algorithm and quaternion matrices [MS1],
na které spolupracoval Dennis I. Merino, doktorand Rogera Alana Horna, jej
pojmenoval modifikovanou Jordanovou matici.

Teprve v praci z roku 2000, v niz opakované zdiiraznil souvislost tohoto ka-
nonického tvaru s Weyrovou charakteristikou, uvedl Weyrovo pfijmeni v nazvu
kanonického tvaru. Thned v avodu ¢lanku napsal:

... for every Jordan matriz J we construct a matriz J* = P~YJP (P is
a permutation matriz) ... Following Shapiro ..., we call J# a Weyr matriz since
its form is determined by the set of its Weyr characteristic ...
([Schl], online verze, str. 4)

V clanku je pfiblizné ctyrstrankova pasaz nazvand Weyr matrices, v niz
autor znovu zdiivodnil svoji terminologii. Weyrovu charakteristiku zavedl ve
stejném duchu jako Eduard Weyr v 19. stoleti:

The matriz W is named a “Weyr matriz” since (m;1, mia, ..., my) is the
Weyr characteristic of W (and of every matriz that is similar to W) for A;.
... the Weyr characteristic of a square matriz A for an eigenvalue X\ is the
descreasing list (my, ma, ...), where m; := rank(A — X )"~ —rank(A — XI)*.
([Schl], online verze, str. 7)

Terminu Weyrova matice se pridrzel i v préci

e Estimate of the number of one-parameter families of modules over a tame

algebra [BS1],
na niz spolupracoval Thomas Briistle. Spole¢né se zabyvali, jak nazev pojednani
napovida, strukturami se zvlagtnim nazvem tame algebras.>*°

S Weyrovou charakteristikou pracovali Albert Compta a Josep Ferrer, ma-
tematikové puisobici ve Spanélsku, v ¢lanku

o Matricial realizations of the solutions of the Carlson problem [CF1]

z roku 2002. Psali vsak pouze o dudlni posloupnosti k Segreové charakteristice.
Studovali problematiku vychézejici z tzv. Carlsonova problému, ktery se zabyva
existenci takové matice Z, Ze matice

A (A Z
L0 A
339 Text je vétsinou citovan pod svym anglickym nazvem Classification of pairs of linear
operators in a four-dimensional vector space.
340 Poznamenejme, Ze problematika tzv. ,krotkych® (ale i ,divokych®) algebraickych struk-
tur se vyskytuje i v dalsich Sergej¢ukovych pracich. Jmenujme naptiklad ¢lanek Gabriel P.,

Nazarova L. A., Roiter A. V., Sergeichuk V. V., Vossieck D., Tame and wild subspace prob-
lems [GNRSV1] z roku 1993.
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mé predepsany Jordaniv kanonicky tvar a bloky A; a A, jsou dané matice.
Zamérili se na pripad, kdy Ay, As jsou nilpotentni, a tedy dané data jsou Segre-
ovy charakteristiky matic Ay, Ay a A. Predstavili metodu konstrukce matice Z
zalozenou na jejich ditkazu tzv. Kleinovy véty. Tento teorém, pojmenovany po
T. Kleinovi a publikovany roku 1968 v jeho ¢lanku The multiplication of Schur
functions and extensions of p-modules [Kel], pfevadi Carlsoniiv problém na
existenci tzv. LR-posloupnosti:3*!

Necht a = (a1, az, ..., ayq)) je nerostouci posloupnost pfirozenych ¢isel.
Symbol ¢(«) znaci délku této posloupnosti a || znadi jeji vdhu, tj.

|Oé|:041+0é2—|-...+044(a).

Necht jsou dany tri nerostouci posloupnosti c, 3, v pFirozenych cisel, pro
které |a| = n, |8] = n —d, |y| = d. Potom jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentni:

(i) Pro nilpotentni matice Ay € C¥*?, resp. Ay € CP=DX(n=d) " jejichz Wey-
rovy charakteristiky (prislusné jedinému vlastnimu ¢islu 0) jsouy, resp. 3,
existuje matice Z € C™"=9) takovd, Ze matice

(A Z
(o 1)

md Weyrovu charakteristiku o.

(ii) Ewistuje takovd konecnd Fada posloupnosti v, v, ..., v%, kde s = £(53),
2% =, v = a a pro viechna i, j > 1 plati:

a) || =]Vt =B,
b) v =97 =l
c) Zegi ('Ygﬂ - ’Yg) < Zegi—1 (75 - ’Yfl)»
pricem?Z se klade ’yg_l =0proj=>1.
Posloupnosti 79, v', ..., v* se nazyvaji LR-posloupnosti.

Na prelomu 20. a 21. stoleti byla Weyrova charakteristika zndma i matema-
tikiim ptisobicim ve Svédsku. Mame na mysli pomérné uzavienou spole¢nost
odbornikt na Umeé University, vyjimecné rozSifenou o jiz zminéného Alana
Edelmana. Tito matematikové sepsali vétsi pocet zna¢né specializovanych praci
zamé&Fenych na tzv. stratifikaci (viz dale) jistych mnoZzin matic a svazkd matic.
Weyrova charakteristika v nich figuruje pfedevsim jako invariant podobnosti
matic a je vétSinou definovana jako dualni posloupnost k Segreové charakteris-
tice. Z téchto praci jmenujme nasledujici:

341 Pismena LR odkazuji na dvojici matematikii Dudley Ernest Littlewood (1903-1979)

a Archibald Read Richardson (1881-1954), konkrétnd na jejich spole¢ny &lanek Group
characters and algebra [LR1| z roku 1934, resp. na Littlewoodovu knihu The Theory of Group
Characters [Lt1] z roku 1940.
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e On the stratification of the Kronecker Canonical Form [Ell],
coz je referat Erika Elmrotha z roku 1995,

e A geometric approach to perturbation theory of matrices and matriz
pencils. Part II: A stratification-enhanced staircase algorithm [EEK1],

kterou roku 1999 publikovali Alan Edelman, Erik Elmroth a Bo Kagstrom,

e Computation and presentation of graphs displaying closure hierarchies of
Jordan and Kronecker structures [EJK1],

na jejimz vzniku v roce 2001 se podileli Erik Elmroth, Pedher Johansson a Bo
Kagstrom,

e Bounds for the distance between nearby Jordan and Kronecker structures
in a closure hierarchy [EJK2],

pod niz se roku 2003 podepsala stejna trojice autort jako u predchozi prace,

e Stratification of controllability and observability pairs. Theory and use in
applications [EJsK1]

z roku 2009, na niz opét spolupracovali Erik Elmroth a Bo Kéagstrom, tentokrat
vSak se Stefanem Johanssonem,

e Tools for control system design — stratification of matriz pairs and periodic
Riccati differential equation solvers [Jhl]

z roku 2009, coz je disertacni prace Stefana Johanssona sepsana pod vedenim
Bo Kagstroma,

e Reviewing the closure hierarchy of orbits and bundles of system pencils
and their canonical forms [Jh2],

takika devadesatistrankovy text Stefana Johanssona z téhoz roku jako jeho
disertacni prace, a prispévek

e StratiGraph tool: matrix stratifications in control applications [KJJ1],

ktery publikovali roku 2012 Bo Kégstrom, Stefan Johansson a Pedher Jo-
hansson.?42

Byl to patrné americky matematik Alan Edelman, ktery mezi $védskymi
kolegy vzbudil zajem o tuto problematiku.?*? V textech jsou totiz, tak jako
v Edelmanové a Demmelové vySe zminéném ¢lanku The dimension of matrices
(matriz pencils) with given Jordan (Kronecker) canonical forms [DE1] z roku
1995, stézejnimi objekty mnoziny matic, které maji stejny Jordantv kanonicky
tvar, a mnoziny svazkt matic, které maji totozny Kroneckertuv kanonicky tvar.
Pfipomenime, Ze svazkem matic rozumime A-matici, resp. maticovy polynom
neur¢ité A tvaru A — AB, kde A, B € C™*" jsou dané matice a A je libovolné
komplexni ¢islo, a Ze zminénymi stéZejnimi objekty jsou mysleny dvé mnoziny,

342 Jedna se o &ast publikace, ktera vznikla na zakladé workshopu konaného v kanadském
mésté Banf jiz v roce 2010.

343 Uvedenou domnénku potvrzuje i skute¢nost, Ze v nejstariim z uvedenych textt [El1] jeho
autor Erik Elmroth dékuje pravé Alanu Edelmanovi za povzbuzeni ke studiu téchto otéazek.
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které lze popsat nasledujicim zpusobem: pro danou ¢tvercovou matici A se
jednéa o podmnozinu (orbitu)

O(4) = {Q 1 4Q; det Q # 0}

n?-dimenzionalniho prostoru ¢tvercovych matic ¥fadu n a pro dany svazek ma-
tic A — AB o podmnozinu (orbitu)

O(A—AB) ={Q '(A—AB)R; detQ-det R # 0}

2mn-dimenzionalniho prostoru svazki matic typu m x n. Matice @, resp. R
jsou pritom ¢tvercové fadu m, resp. n. Orbita O(A) je tedy mnozinou vsech
navzajem podobnych matic s danou matici A a orbita O(A — AB) je mnozi-
nou v8ech tzv. strikiné ekvivalentnich matic s danym svazkem matic A — AB.
V uvedenych pracich se relativné ¢asto vyskytuji dva nové pojmy (pro ¢tvercové
matice zavedené pomoci Weyrovy charakteristiky), a to tzv. bundle, resp. ,,be
in the same bundle”. Nez predstavime tyto pojmy, zobecnéme pojem (koned-
ného) vlastniho ¢isla matice na (kone¢né a nekonecné) vlastni ¢islo svazku matic
a také odlisme singulérni svazek matic od regularniho.

Vlastni ¢islo svazku matic 1ze zavést definici, ktera v sobé bézné pouziva-
nou definici vlastniho kone¢ného ¢isla matice zahrnuje. Symbolem nr(A — AB)
ozna¢me tzv. normdlni hodnost svazku, tj. maximum z fada vSech minori,
které nejsou nulovym polynomem v \.>** Komplexni &islo \g nazveme konec-
nym vlastnim cislem svazku A — \B, jestlize

r(A—XB) <nr(A—AB).

Upozornéme, ze na levé strané nerovnosti je hodnost konstantni matice, zatimco
na pravé strané je normalni hodnost svazku matic (A-matice). Rikéme, Ze svazek
méa nekonecné vlastni ¢islo oo, jestlize 0 je vlastnim ¢islem svazku B — AA.

Svazek matic se nazyva singularni, jestlize bud m # n, nebo zaroveii m = n
a det(A — AB) = 0 pro viechna A. V opa¢ném piipadé, tj. kdyz m = n a zaro-
ven existuje alespoil jedno A, pro které det(A — AB) # 0, se svazek nazyva
regularni.

Pojem bundle je zaveden jak pro matice, tak pro svazky matic, znaci se
B(A), resp. B(A — AB). Jedna se o mnozinu matic, resp. svazkii matic, které
maji — nepfesné feceno — ,;stejné strukturovany* Jordaniiv, resp. Kroneckeriv
kanonicky tvar, ale jejich vlastni ¢isla se mohou lisit. Pro ¢tvercové matice se
jedné o matice, které maji stejnou Weyrovu charakteristiku, ale dil¢i Weyrovy
charakteristiky jednotlivych matic mohou nalezet rozdilnym vlastnim ¢éisltim.
Exaktné feCeno, oznacime-li n(A1), n(Az2), ..., n(A,) Weyrovy charakteristiky
prisludné viem navzajem riznym vlastnim &islim Ay, A, ..., A, Ctvercové ma-
tice A a analogicky n(u1), n(p2), ..., n(i.) Weyrovy charakteristiky prislugné
vSem navzajem ruznym vlastnim éislam pq, pa, ..., ty, C¢tvercové matice B,

344 Nepiesné, aviak srozumiteln&ji miizeme Fici, Ze se jedna o ¥ad ,,nejvétdiho“ minoru, ktery
neni nulovym polynomem v .
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potom matice A a B ,,jsou ve stejném ranci“, jestlize vhodné zvolenou permu-
taci charakteristik n(A1), n(A2), ..., n(Ay) ziskdme posloupnost charakteristik
n(p1), n(pe), - -, N(ia), tj. existuje permutace P, pro kterou n(A;) = n(up()
pro kazdé ¢ =1, 2, ..., u. Jedna se tedy o matice, jejichz Jordanovy kanonické
tvary jsou rozdéleny na stejné velké bloky odpovidajici po fadé jednotlivym
vlastnim Eisliim A1, Az, ..., Ay, T€8P. fip(1), fP(2); - - > HP(u) @ tyto bloky maji
stejné ¢lenéni na Jordanovy buiiky.

Uvédomme si déle, Ze jednotlivé ,rance” B(-) matic ¢i svazki matic jsou
sjednocenim navzajem disjunktnich orbit O(-) matic ¢i svazki matic.

Pozastavme se jesté kratce u Kroneckerova kanonického tvaru svazku ma-
tic.34> Je znamo, Ze pro dané matice A, B € C™*" existuji regularni matice
Qe C™™ a R e C"™ takoveé, ze

Q' (A—AB)R=A— \B =diag(A; — AB1, Ay — ABs, ..., Ay — ABy),

kde diag(A; —AB1, A2 —ABa, ..., Ap — ABy) znadi blokovou diagonalni matici
s bloky A; — AB; typu m; X n; na diagonale a kazdy blok A; — AB; ma jeden
z nésledujicich ¢ty tvari:
Jj (Oé), Nj Lj ) L?

Symboly J;(a) a N; znagi jakési zobecnéné Jordanovy buniky prislusné po fadé
koneénym a nekonecnym vlastnim ¢isliim svazku.

Buiiky vypadaji takto (o znaéi kone¢né vlastni ¢islo svazku; na nevyplné-
nych mistech jsou nuly):

a—\ 1 1 =X

Jj(a): A a Nj:

Bloky J;(a) a N; tvofi tzv. reguldrni strukturu svazku. Zbyvajici dvé moznosti
jsou bloky tvaru

-2 1 =
1
K matici L; typu j x (j + 1), ktera se nazyva pravy singuldrni blok pravého
(nebo sloupcového) minimdlniho indexu j, existuje aZ na nasobek jediny vektor
rj= (1, A, A%, ..., M), pro ktery L;r] = o”. Matice L] typu (j+1) x j se na-
zyva levy singuldrni blok levého (nebo Fddkového) minimdlniho indezu j a aZ na

Teorija matric [Gnl].
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nasobek existuje jediny vektor [; = (1, A\, A%, ..., M), pro ktery plati le]-T =o.
Bloky Ly, resp. L jsou bloky typu 0 x 1, resp. 1 x 0, které pridavaji do Kro-
neckerova kanonického tvaru svazku matic sloupce, resp. fadky nul (viz priklad
nize).

Bloky L; a LjT tvori tzv. singuldrni strukturu svazku a v Kroneckerové ka-
nonickém tvaru svazku se vyskytuji pouze tehdy, je-li svazek singularni. Singu-
larni a regularni struktury definuji tzv. Kroneckerovu strukturu svazku. Svazky
matic jsou strikné ekvivalentni préavé tehdy, kdyz maji az na potradi blokid na
diagonale®*S tentyz Kroneckertv kanonicky tvar.

Pro ujasnéni teorie radéji uvedme Kroneckertiv kanonicky tvar s konkrétni
strukturou. Je-li napf. A — AB = diag(L1, Lo, J3(c), LL), je

X 1]

b )
|
>
o3
I

Rozsitme pfirozenym zptsobem dalsi pojmy tizce spojené se ¢tvercovymi
maticemi na svazky matic. Uvazujme svazek A — AB a jemu piislusny Kro-
neckertiv kanonicky tvar s diagonalou sestavenou z bunék ¢tyr vyse uvedenych
typu.

Necht jednotliva cisla & Segreovy charakteristiky £(cu) = (&1, &2, -+, &q,)
piislusné konecnému Eislu o; svazku A — AB znadi fady bunek Je, (o) piislus-
nych k jeho koneénym vlastnim &slim «;, i = 1, 2, ..., u, a necht jednotliva
Cisla & Segreovy charakteristiky £(00) = (00&1, 002, - - -5 cofq) PFisSlUSNE ne-
konecnému ¢islu oo svazku A — AB znaci fady bunék N_¢, piisludnych k jeho
nekone¢nému vlastnimu ¢éislu co. Obdobné jako u matic, necht charakteristické
¢islo n,, Weyrovy charakteristiky n(c;) = (1, n2, ..., n,) prislusné nekonec-
nému ¢islu o; svazku A—AB je rovno po¢tu bunék Je, (a;) fadu & > m a necht
jednotliva ¢isla oon, Weyrovy charakteristiky 7(00) = (001, cofl2y -« -5 collt)
prislusné nekonecnému ¢islu oo svazku A — AB znac¢i pocty bunék N_¢, Ta-
du &k > m.

Necht dale rq, resp. Iy jsou poc¢ty pravych, resp. levych singularnich bloku
svazku A — AB. Potom pravymi (té% sloupcovgmi) minimdlnimsi indexy svazku
nazyvame prvky posloupnosti € = (€1, €2, ..., € ), kde

612622"'267'1>6r1+1:"':€r0:0

znadi ,velikosti“ € bloku L., typu € x (€x + 1). Posloupnost duélni k posloup-
nosti € oznac¢me r = (ry, ra, ..., e, 0, ...). Ta uréuje tzv. r-céisla svazku. Dale

346 Bloky Lj je zvykem fadit pred bloky LjT.
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ozrnaéme R(A—AB) = (ro, r1, ..., T¢, ), kde prvky r,, posloupnosti R(A—AB)
zna¢i pocet bloki L., , pro které je e, > m. Pokud v Kroneckerové struktufe
svazku A — AB neni zadny blok Lo, potom rg = r; a € = (€1, €2, ..., €,),
a jestlize v ni neexistuje zadny pravy singularni blok, potom je ¢ = () a pos-
loupnost R(A —AB) = (0,0, ..., 0) = (0).

Zcela analogicky levgmi (té7 Fadkovgmi) minimdlnimi indexy svazku nazy-
vame prvky posloupnosti ¢ = (¢1, @2, ..., ¢1,), kde

Pr=>¢22> 2 > Q1 ==0¢, =0

znadi ,,velikosti“ ¢y bloka Ly, typu (¢r + 1) X ¢y. Posloupnost dualni k po-
sloupnosti ¢ ozna¢me [ = (i, la, ..., ls,, 0, ...). Tato posloupnost definuje
tzv. l-¢isla svazku. Necht dale L(A — AB) = (lo, L1, ..., ls,), tj. prvky Ip
posloupnosti £(A — AB) znadi pocet blokt LdTw kde ¢, > m. Jestlize v Kronec-
kerové struktuie svazku A — AB neni zadny blok LY, potom Iy = [1, a pokud
v ni neexistuje zadny levy singularni blok, potom ¢ = a L(A — AB) = (0).

Tecnym prostorem k orbité O(A), resp. O(A — AB) v bodé A, resp. A— B,
ktery znac¢ime tan (A), resp. tan (A—AB), rozumime prostor matic, resp. svazka
matic majicich tvar

XA - AX, (*)
resp.
X(A—AB) — (A— ABYY. (%)

Dimenze dim (O(A)), resp. dim (O(A — AB)) orbity O(A), resp. O(A — AB)
je definovana jako dimenze te¢ného prostoru tan (A), resp. tan (4 — AB) v bo-
dé A, resp. A — \B.

Definujme dale tzv. kodimenzi codim (O(A)), resp. codim (O(A — AB)) or-
bity O(A), resp. O(A — AB) jako dimenzi prostoru nor (A), resp. nor (A — AB),
ktery je doplitkem k te¢nému prostoru dané orbity v bodé A, resp. A — AB,
tj. dimenzi prostoru kolmeého k orbité O(A), resp. k orbité O(A — AB) jdouci
bodem A, resp. A — AB. Kodimenze orbity O(A) je rovna poctu linearné
nezéavislych matic X, pro které je nulovd matice (x), zatimco kodimenze or-
bity O(A — AB) je pocet linearné nezavislych part matic X, Y, pro které je
nulovy maticovy polynom ().

nor (A — AB)

tan (A — AB)

O(A— \B)
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Soucet dimenze a kodimenze orbity je roven dimenzi piislusného prostoru
matic, resp. svazki matic, kodimenze ,rance” je rovna rozdilu kodimenze od-
povidajici orbity a po¢tu navzajem ruznych vlastnich ¢isel struktury. tj. plati
vztahy:

e dim (O(A — AB)) = dim (tan (A — AB)),

e codim (O(A — AB)) = dim (nor (A — AB)),

e dim (O(A — AB)) + codim (O(A — AB)) = 2mn,

e codim (B(-)) = codim (O(+)) — u, kde u je poCet ruznych vlastnich ¢isel

struktury.

Kodimenze orbity O(A), resp. O(A — AB) byla navic explicitné vyjadiena
v zavislosti na prvcich Segreovy charakteristiky matice A, resp. na Kronecke-
rové struktuie svazku matic A — AB jiz roku 1995 ve vySe zminéné Demmelové

a Edelmanové praci [DE1]|. Uvedme tento vztah pro matici A (zdjemce o po-
nékud slozit&jsi vztah pro svazek matic odkazujeme do ¢lanku [DE1]):

Necht A je étvercovd matice a (§1(Ni), E2(N), -+, Eu( X)), i=1,2, ..., u,
jsou Segreovy charakteristiky matice A prislusné ke vsem jejim riuznym vlastnim
cislum i, g, ..., \y. Potom

u

cod (O(A)) = > (&1(\i) + 3% (N) + 5&(\i) + .. + (24 — 1)€g, (X))

i=1

A k ¢emu jsou tyto pojmy uzite¢né? Pomahaji napiiklad pfi pocitani ka-
nonického tvaru matice & svazu matic pomoci vhodného algoritmu,?*” které

347 P¥i uréovani Jordanova tvaru matice se ¢asto pouziva tzv. schodistovy algoritmus, ktery
za pomoci unitarnich podobnych transformaci prevede matici A majici jediné vlastni ¢islo A

s Weyrovou charakteristikou n(\) = (n1, n2, ..., n¢) na tvar
m 72 n3 e Tt
m \E Alyg * ce *
72 AE A2’3 . *
73 A\E *
A1t
Nt AE

291



je ¢asto problematické. Malé zmény (perturbace) prvki matice, resp. svazku
matic, mohou vést ke zcela odlisnému Jordanovu, resp. Kroneckerovu kanonic-
kému tvaru. P provadéni algoritmu je dobré, kdyz si je po¢tar (¢i program)
védom, které struktury jsou ,,blizko* dané orbité nebo ,,ranci“. O tomto vztahu
mezi maticemi téhoz fadu n ¢i mezi svazky matic stejného typu m x n nazorné
vypovida tzv. stratifikace (rozvrstveni) orbit, resp. ,ranci v prostoru matic ¢
svazkd matic.

Stratifikace struktur odpovida usporadani prislusnych Weyrovych (Segre-
ovych) charakteristik matic, resp. Kroneckerovych struktur svazkd matic po-
moci jisté binarni relace, kterou lze definovat vice zptisoby. Predstavime napii-
klad pfistup z vySe uvedené prace A geometric approach to perturbation theory
of matrices and matrix pencils. Part II: A stratification-enhanced staircase
algorithm. V ni se objevuji i pojmy z teorie grafii a vztah, ktery je obdobny
pojmu majorizace posloupnosti. Zde se piSe o tzv. pokryti rozdéleni. Rozdéle-
nim pfirozeného ¢isla n rozumime posloupnost (k1, ko, ...) takovych pfiroze-
nych Cisel, ze k1 + ko + ... = n a ky > ko > ... Rozdéleni k = (kq, ko, ...)
pfirozeného ¢isla n pokryva rozdéleni p = (mq, ma, ...) téhoz &isla n, prave
kdyz k1 + ko + ...+ k; > m1 +mo + ...+ m,; pro kazdé i, kK # i, a neexistuje
pokryti téhoz ¢isla n, které by pokryvalo rozdéleni p a zaroven bylo pokryvano
rozdélenim k.

Tento pojem je ilustrovan pomoci pohybu minci.
denf originalnimi slovy autort:

348 Piedstavme jeho zave-

A partition k1 covers ko if ko may be obtained from ki by moving a coin
rightward one column, or downward one row, so long as the partition remains
monotonic ... Or equivalently, k1 covers ko if k1 may be obtained from ko
by moving a coin leftward one column, or upward one row, and keeping the
monotonicity of the partition. We call these moves a minimum rightward and
a minimum leftward coin move, respectively. ([EEK1], str. 672)

Pohyb minci a pokryvani rozdéleni jsou znézornény obrazkem. Totéz plati
i pro dualni (konjugovana) rozdéleni. V ¢lanku jsou konkrétné uvedeny néasle-
dujici nazorné pomicky (JEEK1], str. 673):

O
OO0V — O00O0
0000 O00O0O

FIG. 2.2. “Coin move” illustrates that (3, 2, 2, 1) covers (2, 2, 2, 2).

kde jednotlivé ¢tvercové bloky na zobecnéné diagonale maji fady 7;, bloky A; ;41 majf line-
arné nezavislé sloupce (tj. jejich hodnost je 7;4+1), * znacf libovolné matice p¥islugného typu
a na nevyplnénych mistech jsou nuly. U matic s vice vlastnimi ¢isly dospéjeme u jednotli-
vych vlastnich ¢isel k obdobnym tvarim a ty tvofi bloky na zobecnéné diagonale blokové
diagonalni matice ve schodistovém tvaru.

348 Uveédomme si, Ze majorizace raznych posloupnosti Weyrovou charakteristikou lze zna-
zornit pomoci pohybt minci, pfipoustime vSak moznost posunuti vice minci z téhoz sloupce
a také trivialni pripad, kdy Zadnou minci nepfesouvame.
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OO
O@O — OO
FOOO OO0

FIG. 2.3. Transposing illustrates that (3, 2, 2, 1) and (4, 3, 1) are conjugate
partitions.

Na prvnim z obou obrazku je znadzornén minimélni pohyb mince doprava, na
obrazku nésledujicim pripojujeme ilustraci minimalni pohybu mince doleva:

O OO
OO —> 0O
OO0 O0O0O0O

Vénujme se nyni pro jednoduchost pouze ¢tvercovym maticim (pro svazky
matic lze zformulovat teorii obdobnou). Necht A je dana &tvercovd matice
s Weyrovymi charakteristikami 7();) pfislusnymi jednotlivym vlastnim ¢&is-
lim \; matice A. V néasledujici tabulce jsou piehledné uvedena pravidla, podle
nichz jednozna¢né urc¢ime, které operace s mincemi znazornujici Weyrovy cha-
rakteristiky matice A (uréujici mnoziny O(A) ¢ B(A)) mizeme provést, aby-
chom dostali rozmisténi minci znazornujici Weyrovy charakteristiky matice A*
(uréujici mnoziny O(A*) ¢i B(A*)) a aby orbita O(A) nebo ,ranec” B(A) po-
kryvaly orbitu O(A*) nebo ,ranec* B(A*), nebo jimi byly naopak pokryvény.
Je vsak nutné dat pozor na skutecnost, ze pokryvani struktur se oproti pokry-
vani jim piisludnych charakteristik uvazuje v opafném smyslu (zjednodusené
a nepfesné feceno, jedna struktura pokryva druhou pravé tehdy, kdyz je Wey-
rova charakteristika prislusna jednomu vlastnimu ¢islu matice A pokryvana
Weyrovou charakteristikou piislusnou vlastnimu ¢&islu matice A* a Weyrovy
charakteristiky prislusné k ostatnim vlastnim ¢isliim matic A a A* jsou stejné).

Sjednocenim dvou rozmisténi minci rozumime nové rozmisténi minci, které
vznikne sjednocenim vSech sloupcti dvou ptivodnich mnozin minci a srovnanim
téchto sloupcit podle velikosti. Inverznim procesem k tomuto procesu je délent
rozmisténi minci, coz je separace sloupctu puvodniho rozmisténi minci na dvé
mnoziny sloupctt minci tak, aby jejich sjednocenim bylo ptivodni rozmisténi
minci.
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| O(A) pokryva O(A¥) | O(A) je pokryvana O(A¥) ‘

(1) Minimalni pohyb mince (1) Minimalni pohyb mince
doleva v rozmisténi doprava v rozmisténi
minci, které odpovida minci, které odpovida
nékteré n(\;). nékteré n(\;).

| B(A) pokryva B(A*) | B(A) je pokryvana B(A") ‘

(1) Minimalni pohyb mince (1) Minimalni pohyb mince
doleva v rozmisténi doprava v rozmisténi
minci, které odpovida minci, které odpovida
nékteré n(\;). nékteré n(\;).

(2) Sjednoceni dvou rozmisténi (2) Déleni rozmisténi minci
minci (odpovida splynuti prislusnych k n(\;)
nékteré dvojice vlastnich pro nékteré \;.

Cisel).

Obdobné tabulka existuje i pro orbity svazkii matic, ¢tenar ji nalezne na
strané 392 ¢lanku [EJK1|. Vyskytuji se v ni ¢tyfi pravidla pro pokryvani jedné
orbity druhou a pét pravidel pro pokryvani jednoho ,rance” druhym. V nich
se hojné vyuziva pohybu minci odpovidajiciho vyse zavedenym posloupnostem
R(A—AB) a L(A— AB).

K urceni a znazornéni usporadani struktur pomoci grafu slouzi pocitacovy
program nazvany StratiGraph, o némz leccos napovida nésledujici citét:

While stratigraphy is the key to understanding the geological evolution of the
world [... [, StratiGraph is the key to understanding the ‘geometrical evolution’

of orbits and bundles in the ‘world’ of matrices and matriz pencils.
([EJK1], str. 382)

Vrcholy grafu koresponduji s jednotlivymi orbitami nebo ,ranci“ matic
nebo svazki matic (a tedy i k jednotlivym kanonickymi tvariim) a hrany grafu
znézornuji pokryvani jedné struktury jinou. Vrcholy odpovidajici orbitam, ¢i
L,rancum®, které maji stejnou kodimenzi, se zobrazuji do téze horizontalni linie.
V kazdém vrcholu grafu znazornéném krouzkem jsou nad sebou napsana dvé
¢isla. Horni &islo znaci kodimenzi struktury (je znacena rovnéz ve sloupci umis-
téném na levé strané okna StratiGraphu), dolni ¢islo pouze odliduje jednotlivé
vrcholy odpovidajici strukturdm o stejné kodimenzi.

Ukazme konkrétni piipad stratifikace, napiiklad rozvrstveni ,ranci* matic
¢tvrtého radu.

Pro toto rozvrstveni je nutné si uvédomit, jaké Jordanovy kanonické tvary
mohou matice ¢tvrtého fadu mit. MozZznosti je ¢trnact. V grafu jsou kvuli pre-
hlednosti jednotlivé rance matic oznaceny zjednoduSené, zapis oy [3,, znamena
direktni soucet Jordanovy bunky fadu k pfislusné vlastnimu ¢islu a0 a Jorda-
novy bunky fadu m prislusné vlastnimu ¢islu S, tj. napft.

azaf = Ja(a) @ Ji(a) © Ji(B).
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sjednoceni rozmistén{ minci

miniméalni pohyby minci ——
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Dale vypocéitame kodimenze jednotlivych struktur. Pouzijeme vyse uvedeny
explicitni vzorec pro vypocet kodimeze orbity a poté od vysledku ode¢teme po-
¢ty raznych vlastnich ¢isel prislusnych matic, ¢imz ziskame kodimenzi , rance*:

] ,ranec‘ H codim (O(+)) \codim (B(+)) ‘
aByo Irit1+1=4 4—4-=0
az By 2+1+1=4 4-3=1
azf 341=4 4-9=2
2o 24+2=4 4-2=2
Qg 4 4—-1=3
aa3y 1+3-1+14+1=6 6—-3=3
asaf3 24+3-1+1=6 6—-—2=4
aafs 143-1+2=6 6—-2=4
3o 3+43-1=6 6—1=5
aaff 1+43-1+143-1=8 8—2=6
o0y 243-2=8 8—1=7
aaaf 1+3-14+5-14+1=10 10—-2=38
Qa0 24+3:-1+5-1=10 10—-1=9
aao 143-14+5-14+7-1=16 16—-1=15

Zjistili jsme, které struktury maji stejnou kodimenzi a které tedy budou
v grafu znazornény na stejné horizontalni drovni. NejvySe umistény ,ranec
mé dimenzi 16 = 16 — 0, jedna se tedy o cely 42-dimenzionalni prostor matic.
Naopak nejnize zakresleny ,ranec mé dimenzi 1 = 16 — 15. Zbyva jiz jen ur-
¢it, které ,rance” pokryvaji jiné. Jelikoz se jedna o ,rance“ matic, pouzijeme
celkem dvé pravidla uvedenad v tabulce. V prvnim piipadé, tj. pfi minimal-
nim pohybu minci, dostavame pokryvani, které je v StratiGraphu znézornéno
svislymi ¢arami. Pfikladem skupiny ,ranct“, které postupné vzniknou mini-
méalnim pohybem minci znazornujicich odpovidajici Weyrovy charakteristiky,
je mnozina ohrani¢enéa v StratiGraphu ¢erchovanou ¢arou.

Qg a3 (610D Qo (6787070

O

o O

o0 000 0O
0000 000 00 0O O

Na obrazku jsou pro ,rance* této mnoziny znézornény piislusné Weyrovy
charakteristiky a prechod od jedné charakteristiky k druhé.

Dle druhého pravidla mtzeme piipustit splynuti dvojice vlastnich ¢éisel, coz
odpovida sjednoceni dvou rozdéleni minci. V tabulce s vypocty kodimenzi jsou
skupiny struktur, v nichz muZzeme mezi ,ranci“ riznych kodimenzi takto pie-
chéazet, oddéleny horizontalnimi ¢arami. V StratiGraphu je jedna z téchto sku-
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pin ohranicena ¢arkovanou ¢arou. Na nize uvedeném obrazku jsou opét znézor-
nény Weyrovy charakteristiky prislusné jednotlivym ,rancam“ této skupiny,
Weyrovy charakteristiky piislusné riznym vlastnim ¢islim téze struktury jsou
oddéleny svislou ¢arou. Sjednoceni dvou rozdéleni minci lze ilustrovat vynecha-
nim pravé jedné této ¢ary — nebudeme-li pravé jednu ¢aru u jedné struktury
znézoriiovat, dostaneme schéma pro druhou, pokryvanou strukturu (struktury
asaf3 a aafa proto nelze pomoci relace pokryti usporadat). P¥i vynechani viech
¢ar jsou rozloZeni minci jednotlivych ,ranct® v rameci skupiny, v niz prechazime
pomoci druhého pravidla, stejna.

aafy azaf aafs s

O‘ O ‘ O‘ O
OlI0I0 000 000 O0O0O0

~_ o~ 7

Po uvedeni stézejnich otézek, které byly studovany v problematice stra-
tifikace struktur v souvislosti s Weyrovou charakteristikou, pokra¢ujme dale
v predstavovani reakci na Weyrovy vysledky v poslednich letech.

Weyrovu charakteristiku v textu a Weyrovu préaci Zur Theorie der bilinearen
Formen v seznamu literatury uvadi ¢lanek

e On the change of the Jordan form under the transition from the adjacency
matriz of a vertex-transitive digraph to its principal submatriz of co-order
one [Svl]

z roku 2005, ktery napsal Sergej Valer’evi¢ Savéenko.

K témuz roku je datovan text
o Tameness and homogeneity [ZX1],

ktery sepsali ¢insti matematici Yingbo Zhang a Yunge Xu. Na takika 150 stra-
nach je Weyrovo jméno uvedeno vice nez dvacetkrat, v kapitole Bimodule
problems je samostatna podkapitola nazvanad Weyr matrices. Weyrovou ma-
tici W), piislusnou vlastnimu ¢&islu A je myslen Weyrtv blok piislusny tomuto
vlastnimu ¢islu. Pojem je zaveden velmi neobvykle; sice pomoci fadu Jordano-
vych bunék, ale bez Segreovy charakteristiky, natoz pomoci ,klasické* duality
mezi Segreovou a Weyrovou charakteristikou pfislusnou témuz vlastnimu ¢&islu.
Weyrova charakteristika zminéna vibec neni. K definici je naopak vyuZit zcela
novy pojem wvektor Weyrovy matice: uvazujme 7ad t nejvétsi Jordanovy buiky
Jordanova kanonického tvaru dané matice majici jediné vlastni ¢islo. Necht v;,
1 =1,2, ..., t, zna¢i pocet Jordanovych bunék fadu i. Potom vektorem Wey-
rovy matice prislusné vlastnimu ¢islu A rozumime schéma
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v o= (V¢ V1 Vg - V3 Uy Uy
Ut Vt—1 Vt—2 -+ V3 V2

Cisla, ktera v nagf terminologii nazyvame charakteristicka, jsou tedy soucty
prirozenych ¢isel v jednotlivych fadcich vektoru v, nebot n; = v +v,_1+- - -+v;.
V prechodu od po¢tu Jordanovych bunék stejného radu k charakteristickym
¢islim muzeme spatifovat jakousi modifikaci duality posloupnosti. Pro lepsi
pochopeni piistupu citujme jesté ukazku konkrétniho piikladu s Jordanovymi
buiikami ¢tvrtého a druhého fadu (Gisla m; znac¢i charakteristicka ¢isla nami
bézné znacené n;, e je vektor v, I, znaéi jednotkovou matici fadu n, 0 ve
schématu vpravo dole zna¢i nulovou matici pfislugného fadu):

For example, given a Jordan form Jy(\)? @ J2(\)3, we have
My =240+34+0=5 mg=2+0+3=5mg=2+0=2, my =2,

e= (2 0 3 0 RYCRE 7
2
g 8 3 W, = A5 |

2) o | I

VA

(1ZX1], str. 17)

Ani v novém stoleti neutichla publika¢ni ¢innost jiz nékolikrat zminéného
gpanélského kolektivu. V roce 2006 vysla prace

o Stability of controlled invariant subspaces [GV1],

kterd vsak Weyrovu charakteristiku uvadi pouze v piehledu dosud znamych
dil¢ich vysledkii. Napsali ji spole¢né Juan-Miguel Gracia a Francisco E. Velasco.
Trojice autort Maria Asuncion Beitia, Inmaculada de Hoyos a Ion Zaballa
publikovala t¥i ¢lanky s velmi podobnymi nazvy

e The change of the Jordan structure under one row perturbations [BHZ1],

e The change of similarity invariants under row perturbations: Generic
cases |BHZ2],
e The change of similarity invariants under row perturbations [BHZ3].

Prvni prace je z roku 2005, dalsi dvé z roku 2008. Autofi se v nich zabyvali
zménami Jordanovych tvart, Weyrovych charakteristik a dalSich invariant
podobnosti pfi ,malé zméne” (perturbaci) prvkid jednoho ¢i vice fadkt dané
matice. Pracovali tak naptiklad s pojmy okoli spektra matice, norma rozdilu
dvou matic apod.
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Problematika perturbaci tehdy patfila k ¢asté naplni ¢lankd, které zminuji
Weyrovu charakteristiku.?* Na praci The change of the Jordan structure under
one row perturbations navazali roku 2007 pojednanim

e The change of feedback invariants under one row perturbation [DSt1]

Marija Dodig a Marko StoSi¢, matematikové pisobici v Portugalsku. Néazev
prace fikd mnohé, jedna se o zobecnéni vysledkii pro obdélnikové matice.

Velmi podstatnou roli v §ifeni Weyrova kanonického tvaru mezi algebraickou
komunitou hrali (a stale hraji) Kevin C. O’Meara a Charles Irvin Vinsonha-
ler (nar. 1942).3%° Na Weyriiv kanonicky tvar vyrazné upozornili roku 2006
v ¢lanku

e On approzimately simultaneously diagonalizable matrices [OV1],

v némz jej vSak nazvali H-tvarem, Weyrovu charakteristiku pro urc¢ité vlastni
¢islo pojmenovali H-blokovou strukturou s timto vlastnim ¢islem, Weyrtv blok
nazvali zdkladni H-matici, misto Segreovy charakteristiky pouzivali termin Jor-
danova struktura. Pismeno ,H* zna¢i ,husky“ na pocest spojeni s University
of Connecticut.3%!

V préci zavedli H-tvar v souvislosti se studiem tzv. priblizné soucasné dia-
gonalizovatelnosti skupiny matic.

Normou ||A|| étvercové komplexni matice A = (a;;) je minéno

¢islo
2
Al =/ lai; .

Ctvercové matice By, B, ..., By fadu n (obecné nad polem) se nazyvaji sou-
casné diagonalizovatelné, jestlize existuje invertibilni matice C' takova, ze ma-
tice

352 realne

c'B,c, Cc'B,C, ..., C7'B,C

349 7Za jedny z vychozich praci této problematiky jsou éasto uvadény ¢lanky Semi-stability
of sums of partial multiplicities under additive perturbations [BT1], ktery roku 1980 publiko-
vali Huibert den Boer a Gerald Philip Antoine Thijsse, a The change of the Jordan structure
of a matriz under small perturbations [MP1], ktery o tii roky pozdé&ji napsali A. S. Mar-
kus a E. B. Parilis. V nich byly studovany spektralni otazky matic, kterym byly ,mirng*
pozménény (obecné) vSechny prvky.

350 Tito matematikové zastavaji pozice na vice univerzitach v riiznych statech svéta, pie-
deviim v USA a na Novém Zélandé.

351 Pes husky byl studenty zvolen roku 1934 maskotem této university. Jeho jméno je Jo-
nathan na pocest Jonathana Trumbulla (1710-1785), amerického revolucionare z Valky za
nezavislost (1775-1783). Od roku 1995 je v univerzitnim kampusu huskyho socha, pohlazeni
po ¢umacku pry prinasi stésti.

Vice o tradicich této skoly viz http://www.uconn.edu/history/traditions/index.php

Pojmenovat Weyrtav kanonicky tvar H-form navrhl Charles Vinsonhaler. Kevin O’Meara
s napadem rad souhlasil a povazoval tuto volbu terminu za jisty dik za vSe, co mu bylo pfi
pobytech na University of Connecticut poskytnuto.

352 Lze v8ak pouzit i jinou normu, ktera spliiuje nasledujici podminky: || XY || < ¢ || X|| [|Y]],
kde c je konstanta, a || X + Y| < [ X|| + [[Y||, napi. ||A|| = max {]a;;|}.
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jsou diagonalni. Komplexni ¢étvercové matice Ay, As, ..., Ap Tadu n se na-

zyvaji priblizné soucasné diagonalizovatelné,>3 jestlize ke kazdému realnému
¢islu € > 0 existuji matice By, B, ..., By, které jsou soucasné diagonalizova-
telné a

|Bi — Ail| <€ proi=1,2,..., k.

Jiz padesat let pred publikovanim této prace byla zndma jedna vyznamné vlast-
nost piiblizné sou¢asné diagonalizovatelnych matic.3%4

Kazdd dvojice komplexnich komutugjicich matic Tddu n je priblizné soucasné
diagonalizovatelnd.

V ¢lanku O’Meary a Vinsonhalera je dokdzano toto tvrzeni:

Jestlize Ay, Ao, ..., Ag jsou pFiblizné soucasné diagonalizovatelné, potom
AjAj = AjA; pro viechna i, j.

Vlastnost mnoziny matic byti priblizné soucasné diagonalizovatelngmi tedy
implikuje komutativitu této skupiny matic. A tato komutativita tizce souvisi
s prevodem matic na horni trojihelnikové matice. V teorii matic je dobte
znéamo, ze kazdou kone¢nou mnozinu komutujicich matic lze pomoci soucasné
podobné transformace pievést na horni trojuhelnikovy tvar.3?® Zde se ukazuje
vyhoda Weyrova kanonického tvaru oproti tvaru Jordanovu, Weyrtv tvar ma
totiz nésledujici vlastnost:

Necht Aq, As, ..., A jsou navzdajem komutujici matice Tddu n nad al-
gebraicky uzaviengm polem. Potom existuje invertibilni matice C takovd, Ze
C~YA,C je Weyriw kanonicky tvar matice A, a soucasné matice

C1A,C, C71AsC, ..., CTAC

jsou horni trojuhelnikové.
Diky této vlastnosti byl Weyrav kanonicky tvar v praci zaveden.

Unfortunately, the most well-known standard form, the Jordan form, is
not compatible with retaining upper triangularity in commuting matrices. To
help circumvent this problem, we define a new standard form, the H-form, for
an n X n matriz over an algebraically closed field, that allows us to assume all
commuting matrices are also upper triangular. ([OV1], str. 48)

Prace se takika na jedenécti stranach vénuje piimo Weyrovu kanonickému

tvaru a jeho vlastnostem; tim se fadi mezi nejvyraznéjsi ¢asopiseckou literaturu
vénovanou Weyrovym vysledktm.

353 V literatufe se tato vlastnost b&zné znad&i zkratkou ASD z anglického approzimately
stmultaneously diagonalizable.

354 Vig prace Pairs of matrices with property L. IT [MT1], Theorem 5, str. 397, kterou
roku 1955 publikovali Theodore Samuel Motzkin (1908-1970) a Olga Taussky-Todd.

Je rovnéz znamo, ze tii komutujici matice, z nichz jedna je tzv. 2-regularni, jsou téz pfi-
blizné soucasné diagonalizovatelné. Ctvercova matice je pritom k-regularni, jestlize v jejim
Jordanové kanonickém tvaru nélezi k témuz vlastnimu ¢islu maximalné k£ Jordanovych bunék.
V pripadé uvedeného tvrzeni maji tedy prostory generované vlastnimi vektory pro jednotliva
vlastni ¢isla dimenzi maximélné 2.

355 Viz napf. znamou monografii R. A. Horna a C. R. Johnsona Matriz Analysis [HJ1],
Theorem 2.3.3., str. 81 v prvnim, resp. str. 103 ve druhém vydani.
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Weyrovu charakteristiku oznacenou terminem Weyrova posloupnost nékoli-
krat zminili ve své obsahlé knize

e Matriz Theory: from generalized inverses to Jordan form [PO1]

z roku 2007 také ameri¢ti matematikové Robert Piziak (nar. 1943) a Patrick
Lowry Odell (nar. 1930).

Dalsi z praci, kde vystupuje Weyrav kanonicky tvar pod jinym jménem, je
text z roku 2008 nazvany

e The commutator algebra of a nilpotent matriz and an application to the
theory of commutative Artinian algebras [HW?2],

ktery napsali japonsti matematikové Tadahito Harima a Junzo Watanabe. Pro
jeho oznaceni pouzivali termin Jordan second canonical form (pro Jordaniv
kanonicky tvar uvedli i alternativni nazev Jordan first canonical form).

Lze uvést i jejich starsi pojednani

e The finite free extension of Artinian K-algebras with the strong Lefschetz
property [HW1]

z roku 2003. V tomto ¢lanku vSak pracovali s modifikaci Weyrova kanonického
tvaru, ktery rovnéz nazyvali Jordan second canonical form. Weyrovy buiiky
umfistili do Weyrovych blokti od nejmensich po nejvétsi, tedy zptisobem, ktery
pouzil jiz Eduard Weyr v 19. stoleti, nenulové bloky s jednotkovymi mati-
cemi vSak psali nad diagonalu. Z dnes nejcastéji pouzivaného Weyrova kano-
nického tvaru jej dostaneme ,transponovanim® podle vedlejsi diagonély, pii-
kladem Weyrova bloku v jejich pojeti je matice

3] 1

A 1

W' = A 1

I zde byl tento tvar pouzit vzhledem ke svym vyhodnéjsim vlastnostem v po-
rovnani s Jordanovym kanonickym tvarem.

Also we introduce the “Jordan second canonical form” of a nilpotent matriz.
This is essentially the same as the usual Jordan decomposition, but as one will
see it is easier to deal with in the theory of Artinian algebras. ([HW1],str. 121)

Zajimavym zpusobem pfistoupili roku 2009 k Weyrové charakteristice Lev
Glebsky a Luis Manuel Rivera, matematikové ptsobici v Mexiku, v praci

o On low rank perturbations of complex matrices and some discrete metric
spaces [GR1].
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Definovali ji jako funkei.

Let nm (A, \) denote the number of \-Jordan blocks in A of size greater or
equal than m (m € Z7):

(A, ) = dimKer (A\E — A)™ — dimKer (\E — A)™ L.

The function 1(y(A, ) : ZT x C — N is called the Weyr characteristic of the
matriz A. (JGR1], str. 304)

Jsou zde rovnéz zavedeny tzv. prostory <, Weyrovich charakteristik: pro-
stor 3y, je prostor funkci Z* x C — N, které dvojici (4, ) pfFifazuji takové
prirozené ¢islo n;(A), ze

(i) 7m:i(A) # 0 pro konecné mnoho (i, A\) a Y \ccdicz+ Mi(A) =n,
(i) 7i(A) = mia(A).

V préci je také definovana metrika na <, vztahem

d(n, p) = gl%g{Im(A) I
Takto zavedend metrika je pouzitelné i pro dva prvky z riznych prostorti Wey-
rovych charakteristik (pro rtizna n). V préci jsou formulovany nékteré jeji vlast-
nosti.

V seznamu literatury je uvedena Weyrova prace Zur Theorie der bilinea-
ren Formen. Je zajimavé, Ze na tuto préaci (a také na préaci Helene Shapiro
The Weyr characteristic) je odkazovano pri zavedeni Segreovy charakteristiky
matice prislu§né danému vlastnimu é&islu.

Velmi okrajové je Weyrtv kanonicky tvar a Weyrova charakteristika zmi-
néna v praci
e Matrices that are self-congruent only wvia matrices of determinant
one |GHS1],

kterou v roce 2009 publikovali ukrajinskd matematicka Tatjana G. Gerasimova,
Roger A. Horn a Vladimir V. Sergej¢uk. V tomtéz roce vysel v ¢instiné ¢lanek,
jehoz anglické shrnuti nese nazev

e The centralizer of matrices |Zh1].3°¢

Autorem je Chao Zhang, ktery termin centralizdtor pouzil, jak je b&Zzné zvykem,
pro oznaceni mnoziny vSech matic komutujicich s danou matici. Zabyval se
explicitnim uréenim dimenze tohoto podprostoru vektorového prostoru vsech
matic fadu n, tedy problematice, které se vénoval jiz Wolfgang Brandenbusch
v roce 1980.

Ameri¢ti matematikové Ross Adams Lippert (nar. 1971), jehoz Skolitelem
byl Alan Edelman, a prosluly Gilbert Strang (nar. 1934) publikovali v roce 2009
efektni ¢lanek

e The Jordan forms of AB and BA |LS1]|,

356 Originalni, obsirny titul prace v &instiné obsahuje pfimo p¥ijmeni Weyr.
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v némz se zabyvali vysledkem jiz zminéného Harleye Flanderse, ktery byl do-
kézan v jeho kratkém ¢lanku Elementary divisors of AB and BA [Fsl].

Uvazujme ¢tvercové komplexni matice A a B téhoz Fadu, kde A je inverti-
bilni. Potom AB = ABAA~! a vzhledem k asociativité nasobeni matic plati
AB = A(BA)A~'. Matice AB a BA jsou tedy podobné, proto maji stejna
vlastni ¢isla, stejny Jordantiv kanonicky tvar, stejné fady Jordanovych bunék
atd. Zcela analogicky lze postupovat, jestlize bude invertibilni matice B. Jak
se vSak zméni fady Jordanovych bunék, jestlize budou obé matice (nad alge-
braicky uzavienym polem) ¢tvercové singularni nebo obdélnikové? Odpovéd je
prekvapivé jednoduché: pro nenulova vlastni ¢éisla ztistanou Jordanovy buiiky
nezménény, pro vlastni ¢islo 0 se fady Jordanovych bunék zvétsi nebo zmensi
maximéalné o 1. Pro dikaz je podstatna nerovnost

ni(BA) > ni41(AB),

kde 7;(X) znagi i-té ¢islo Weyrovy charakteristiky matice X pfislusné vlast-
nimu &slu A = 0, a analogicky (po obraceni pofadi matic a posunu indext)
nerovnost

ni_1(AB) > n;(BA).

Tohoto vztahu vyuzil jiz Flanders, ale ve zcela jiné feci, Weyrova charakteris-
tika se v jeho poznamce viubec nevyskytla. Naopak Lippert a Strang vyuzi-
li Weyrovu charakteristiku (pfedevsim jeji duality k Segreové charakteristice)
k elegantnimu dikazu zmény rfadu Jordanovych bunék piislusnych vlastnimu
¢islu 0.

Pohlizejme nyni — pro zjednodusSeni vyjadFeni — na Weyrovu a Segreovu
charakteristiku jako na nekone¢né posloupnosti, v nichz po koneéném poctu
prirozenych ¢isel nasleduji nuly. Formulujme piehledné dosud vyicené.

Necht F je algebraicky uzaviené pole. Necht A € F"*™ a B € F™mxm
jsou matice nad timto polem. Eddy Jordanovych bunék prislusnyjch nenulovému
vlastnimu ¢islu A matic AB a BA jsou stejné, neboli

1, (AB — AE) = 1n;(BA — \E) pro A#0, i=1,2, ...

Pro charakteristickd c¢isla prislusnd vlastnimu ¢islu A = 0 matic AB a BA
plati

Ni—1(AB) > n;(BA) > n;11(AB)  pro i =2,3,... v proni nerovnosti,
pro i=1,2,... v druhé nerovnosti,

cozZ je ekvivalentni vyjadient

kde &(X) znaci i-ty clen Segreovy charakteristiky matice X piislusné vlastnimu
cislu A = 0.
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Tustrujme (,,a dokazme*)3®7 zminénou ekvivalenci na konkrétnim piikladu

pomoci Ferrersovych diagramu charakteristik pfislusnych vlastnimu ¢islu 0 ma-
tic AB a BA. Toto zakresleni provedli i autofi ¢lanku, pouzili v8ak Ferrersovy
diagramy v mirné pozménéné podobé (prvky Segreovy charakteristiky znadcili
do tadki, nejvétsi prvek na horni fadek, nejmensi nenulovy prvek na spodni
fadek).

Necht Segreova charakteristika matice AB pfislugnéd vlastnimu &islu 0 je
(8,8,6,3,3,2,1,1,1,0,0, ...). Prislusny Ferrersiv diagram vypada takto:

[ 1]

Odtud snadno zjistime, ze Weyrova charakteristika matice AB piislusna vlast-
nimu ¢&slu 0 je (9, 6, 5, 3, 3,3,2,2,0,0,...).

Meze pro charakteristické ¢isla matice BA pfislusna vlastnimu ¢islu 0 jsou
tedy dany nerovnostmi

n(BA) > 6 3> r(BA) > 2
9>ny(BA)>5 2>ng(BA) >0
6 > n3(BA) >3 2>m9(BA) >0
5>mn4(BA) >3 0>mo(BA)>0
3>mn5(BA) >3 0>mi(BA)>0
3>ng(BA)>2 .

Ozna¢me tato rozmezi do Ferrersova diagramu Segreovy charakteristiky ma-
tice AB, tj. pfidejme (+) nebo odeberme (—) piislusny pocet prvka v radcich
diagramu. Ziskdme tak ,,priblizny* tvar Ferrersova diagramu Segreovy charak-
teristiky matice BA.

357 Zajemce o exaktni ditkaz odkazujeme piimo na praci [LS1], str. 286, kde je uveden
dokonce pro néasledujici obecné&jsi pripad:

Necht (p1, p2, ...) a (q1, g2, -..) jsou dvé nerostouci posloupnosti prirozengch &isel nebo

nul, necht (py, ph, ...) a (4}, ¢, --.) jsou posloupnosti k nim dudlni a necht d € IN. Potom

G > Giva & @ > qiyg pravé kdyz |p; —pi| <d, i=1,2,...

Pro d = 1 dostavame vyse uvedenou ekvivalenci.
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Podivejme se vSak predevSsim na zmény, které nastaly ve sloupcich dia-
gramu. Vidime, Ze se kazdy sloupec zvétsil nebo zmengil maximalné o jeden pr-
vek. Rady Jordanovych bunék matice BA pifslusnych vlastnimu &slu 0 se tedy
vzhledem k fadum Jordanovych bunék matice AB pfislusnych témuz vliastnimu
¢islu zvétsily, nebo zmensily maximalné o 1.

Upozornéme, ze se muze zvétsit, nebo zmensSit pocet sloupci diagramu.
Nové sloupce vSak nemohou mit vice nez jeden prvek. Mohou tedy pfibyt
nové Jordanovy buiky pfislusné vlastnimu ¢éislu 0. Nejedna se proto nutné
jen o ,prelévani“ fada bunék mezi jiz existujicimi, coz lze dokumentovat i na
konkrétnim, velmi jednoduchém piikladu. Je-li

0 0 O 1 00
A= 1 0 0 |, B = 0O o0 1],
0 0 O 0 0 0
potom
0 0 O 0 0 O
AB = 10 0}, BA = 0 0 O
0 0 O 0 0 O

Jordantv kanonicky tvar matice AB ma dvé Jordanovy buiiky (fadu 2 a 1)
prislusné vlastnimu ¢islu 0 , Jordantuv kanonicky tvar matice BA ma tyto buiiky
tii (vSechny fadu 1).

Ross A. Lippert publikoval roku 2010 praci

e Fizing multiple eigenvalues by a minimal perturbation [Lil],
jejiz hlavni napln je, zhruba feceno, nasledujici: necht je dana matice M Fadu n
a navzajem rizné ¢isla A\i, Ao, ..., Ay, u < n. Hledame ,,co nejmensi zménu*

AM matice M takovou, aby matice (M — AM) méla pfedepsana vlastni
¢isla )\1, )\2, ey )\u
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Rovnéz v tomto textu je samostatna pasaz vénovand Weyrové charakteris-
tice:

This article proceeds with a short section of notation, followed by a review of
the Weyr characteristic, which provides a compact formulation of the previous
results which suggest their generalization ... ([Lil], str. 1786)

Ve zminéné partii potom ¢teme:

The Weyr characteristic is a combinatorial structure for describing the ca-
nonical form of a matriz. Readers are no doubt familiar with the Jordan canoni-
cal form, where the combinatorial structure is a multiset of block orders ... for
each A € C. ([Lil], str. 1788)

The power of the Weyr characteristic is its ability to describe structured
eigenvalues in a way that makes it easy to talk about the relative genericity of
different structures ... ([Lil], str. 1789)

Nékolikrat je uveden termin Weyriv kanonicky tvar — ziejmé po vzoru
Helene Shapiro, jejiz prace z roku 1999 je zde citovana. Mezi polozkami li-
teratury je i prace Charlese Loewnera Uber monotone Matrizfunktionen [Lo2|
z roku 1934.

V roce 2010 vysla dalsi z praci vénovanych perturbacim, které se tentokrat
zabyva maticemi s pozménénymi prvky v poslednich nékolika sloupcich. Jedna
se o ¢lanek

e The change of feedback invariants under column perturbations: particular
cases [BCHP1].

Mezi jména autora Maria Asuncién Beitia, Inmaculada de Hoyos a Albert
Compta, ktera jiz zname, pribylo jméno nové: Marta Pena.

V préci

e Block triangular miniversal deformations of matrices and matrix pen-
cils [KS1]

z roku 2010, kterou napsala ukrajinskid dvojice matematikti Lena Klimenko
a Vladimir Sergejc¢uk, opét nalézdme termin Weyriv kanonicky tvar. Na vice
mistech miizeme Cist pasaze, které zdturaznuji dilezitou vlastnost tohoto tvaru:
v8echny matice s nim komutujici jsou blokové trojihelnikové. Pro ¢eskou ma-
tematiku je potésujici, Ze i v této publikaci nalézame citaci konkrétni Weyrovy
prace, tentokrat clanku Répartition des matrices en espéces et formation de
toutes les espeéces.

Dalsi ¢lanek z fady praci feckych matematikii obsahujicich Weyrovo jméno
byl publikovan roku 2010. Tentokrat se vSak autorsky kolektiv znacéné obmé-
nil — z dosud uvedenych matematika zistal pouze Grigoris I. Kalogeropoulos,
k nému se pripojili Athanasios D. Karageorgos, Marilena Mitrouli a Athanasios
A. Pantelous.?*® Napsali pojednéni

e Rank properties of a sequence of block bidiagonal Toeplitz matrices [KKMP1].

358 Posledné jmenovany piisobi v Liverpoolu, zbyvajici v Aténach.
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Vyskyt jména ¢eského matematika v tomto ¢lanku je ponékud prekvapivy. Ob-
jevuje se totiz pouze na prvni strané v konstatovani, ze dolni bidiagonalni blo-
kové Toeplitzovy matice se také nazyvaji matrices of the Weyr characteristics.
Obecné Toeplitzova matice je ¢tvercova matice tvaru

ago aq az az - Gp-1
a—; apg a1 ay -+ Gp_2
a—s a1 ap ai -+ Gp-3
)
a1
G—pnt+1 A_py2 - a—1 ag
kde a—n+t1, a—nt2, ..., a_1, ag, ay, ag, ..., a,—1 je posloupnost 2n — 1 da-

nych komplexnich ¢isel (prvek a,;; Toeplitzovy matice A = (a;;) je tedy roven
¢islu a;_;). Blokova Toeplitzova matice je blokova matice, jejiz bloky vyhovuji
uvedené strukture, tj. bloky na hlavni diagonéle, resp. na liniich s ni rovno-
béznych jsou totozné; dolni bidiagonalni blokova Toeplitzova matice je blokova
Toeplitzova matice, jejiz bloky lezici mimo hlavni diagonalu a mimo rovno-
béznou linii ihned pod ni jsou nulové.?*® V préci je studovana nulita dolnich
blokovych Toeplitzovych matic v posloupnosti

5o B A e, Ti=

A B A
A )aTQZ .
B A

To=A, T\ = (
B A
kde matice A a B jsou matice typu m X n, m > n, a proto matice T; je matice
typu (i + 1)m X (i + 1)n. Tyto matice tedy v sobé& zahrnuji piipad typického
tvaru matice, tj. originalniho kanonického tvaru matice uvedeného Eduardem
Weyrem v 19. stoleti, ale pouze pro matici, kterd ma jediné vlastni ¢islo A a jejiz
Weyrova charakteristika je homogenni, tj. n(\)=(n;, iy .., i), i=m=n.

Rok 2011 byl dulezitym meznikem v historii Weyrova kanonického tvaru, ne-
bot mu byla vénovana monografie Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving
Matriz Problems through the Weyr Form [OCV1]. O knize (a také o jiné mo-
nografii z roku 2013) je pojednéno v samostatné ¢asti (viz str. 321).

V roce 2011 vyslo také kratké pojednani
e Pairs of matrices, one of which commutes with their commutator [Bgl],

v némz Gerald Bourgeois studoval zobecnéni tzv. kvazi-komutativity matic.
Pro kvazi-komutativni matice, tj. matice A, B, které obé& komutuji s matici

359 Nékdy je v definici blokové Toeplitzovy matice pozadovano, aby bloky na diagonale byly
ctvercové.

V tomto konkrétnim ¢lanku neni v nézvu pojmu dolni bidiagondlni blokovd Toeplitzova
matice pouzivan piivlastek dolni. Bézné se vsak odlisuji horni a dolni (blokové bidiagonalni)
Toeplitzovy matice, pficemz matice A je horni (blokova bidiagonalni) Toeplitzova matice,
pravé kdyz matice AT je dolni (blokova bidiagonalni) Toeplitzova matice.
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AB — BA, existuje invertibilni matice S takova, ze ST AS i S~'BS jsou horni
(dolni) trojthelnikové matice. V p¥ipadé, Ze s matici AB — BA komutuje pouze
matice A a fad matic A, B je vétsi nebo roven 3, jiz uvedené prevedeni na troj-
thelnikové matice obecné mozné neni. Bourgeois pouzil Weyrtv kanonicky tvar
(konkrétné nilpotentni matice fadu 4 s Weyrovou charakteristikou (2, 2) pfi-
slusnou jedinému vlastnimu ¢islu 0) v ditkazu tvrzeni existen¢éniho charakteru
jako priklad matice majici pozadované vlastnosti.

Yaokun Wu a Shizhen Zhao v praci

e Incidence matriz and cover matriz of nested interval orders [WZ1|
z roku 2012 tspésné propojili vice matematickych disciplin. Po pfipomenuti
pojmu konecné ¢asteéné usporddané mnoziny P zavedli znaceni < pro piipad,
kdy prvek y pokryva z, tj. © < y, © # y a neexistuje prvek z € P, z # «x,
z # y, pro ktery by platilo z < z < y. Déle definovali inciden¢ni algebru
mnoziny P nad polem F jako algebru funkei (matic) f : P x P — F takovych,
ze f(xz, y) =0, jestlize neni x < y, spolu se s¢itanim funkei (s¢itdnim matic)
a skladanim funkei (nasobenim matic)

(fo) @, v)= > flx, 2)g(z v).

<2<y

Ilustrujme vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi préavé zavedenym
skladanim funkci a nasobenim matic na konkrétnim piikladu. Uvazujme ko-
necnou mnozinu P = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} s ¢asteénym uspofadanim < defino-
vanym takto: z < y pravé tehdy, kdyz se v nize uvedeném grafu dostaneme
z vrcholu  do vrcholu y po sméru Sipek nebo kdyz x = y.

Uvazujme inciden¢ni algebru mnoziny P nad polem C a jeji dva prvky f, g
Oznaéme f(i, j) = fij a g(i, j) = gi;. Vypocitejme (nejprve v symbolice funkei)
napiiklad funkéni hodnotu (fg)(1, 7). Dle vySe uvedeného vzorce je

(Fo)(1, 7) = f(1, Dg(1, 7) + F(1, 3)g(3, 7) + f(1, 4)g(4, )+
+f(1,5)g(5, 7) + f(1, T)g(7, 7),
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neboli

(f9)(1, 7) = fi1g17 + fi3937 + fi1a9a7 + fis9s7 + firg77.

Nyni uré¢eme funkéni hodnotu pomoci symboliky matic. Z definice incidenc¢ni
algebry a zavedeni konkrétniho ¢asteéného usporadani ziskdme matice

fir 0 fis fis fis fie [fi7
0 fao 0  fos fos fos for
0 0 fzz 0 fis 0 f3r
F = 0 0 0 faa fas fae Jfar |,
0 0 0 0 fss 0 |fsr
0 0 0 0 0 fe O
0 0 0 0 0 0 frr
gin 0 913 914 915 916 917
0 g2 0 g2a 925 gos gor
0 0 g3 0 g3 0 g3
G = 0 0 0 gaa 945 gas gar |,
0 0 0 0 g5 0 gs7
0 0 0 0 0 g6 O
0 0 0 0 0 0 g

kde blize nespecifikované prvky jsou libovolna komplexni ¢isla. Uréeni funkéni
hodnoty (fg)(1, 7) odpovida nasobeni prvniho fadku matice F' a sedmého
sloupce matice G, tj.

7
Z a1;br7 = a11b17 + 0 4 a13bsr + a14bar + aisbs7 + 0 + a17b77,
=1

coz koresponduje s vypoctem v symbolice funkci.

Na inciden¢ni algebfe autori studovali vztahy mezi funkcemi (maticemi),
a to predev8im mezi funkci (matict) incidence np a funkci (matici) pokry-
vdni cp, které zavedli vztahy

(2, y) = 1, jestlize z <y,
P Y) =100, v ostatnich pripadech,

resp.

co(z, y) = 1, jestlize x < y,
P\ Y) = 0, v ostatnich piipadech.

V otézkach spojenych s problematikou podobnosti matic3® uvedli, ze dle Wey-
rovy véty®%! maji nilpotentni matice np a cp stejnou Segreovu charakteristiku,

360 7Zde se ptiklonili k terminologii teorie matic.
361 Weyrovy prace vSak nezminuji, referuji ¢lanek Helene Shapiro The Weyr characteris-
tic [Sh2].
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pravé kdyz r(nk) = r(ch) pro viechna k, a Ze by bylo zajimavé ovéfit, pro
kterd [ je r(n%) = r(c%) pro kazdé k < [. Dale definovali graf matice®%2
Ek-cestu®®® apod. a na zakladé tvrzeni zvaného Index Theorem®%* dospéli napii-
klad k zavéru, ze fady nejvétsich Jordanovych bunék matic np a cp jsou stejné,
tj. i pocty prvki Weyrovych charakteristik piislusnych vlastnimu éislu 0 jsou
u obou matic totozné.

Prostor pro publikaci vysledki spojenych s Eduardem Weyrem poskytl sva-
zek Cislo 436 ¢asopisu Linear Algebra and its Applications z roku 2012. V ném
vysly ti ¢lanky zminujici Eduarda Weyra, jejichz autofi ptisobi ve zcela odlis-
nych destinacich. Povédomi o Weyrovych vysledcich z 19. stoleti se tak v sou-
¢asné dobé Sifi po celém svéte.

Prvni ze zminénych praci,

e On commuting matrices in max algebra and in classical nonnegative al-

gebra [KSS1],

napsali Richardo D. Katz, Hans Schneider a Sergej Sergejev.”®> Weyrovo po-
jednéni Zur Theorie der bilinearen Formen citovali v prehledu historie studia
komutativity komplexnich matic, a to opét diky blizkému vztahu Weyrova ka-
nonického tvaru a mnoziny navzajem komutujicich matic.

365

S novym terminem Weyr array se setkdime v druhém ¢lanku nazvaném

o A parametrization of matrixz conjugacy orbit sets as unions of affine
planes [Dgl],
ktery napsal litevsky matematik Peteris Daugulis. Nejedna se vSak o nic jiného
nez o Weyrovu charakteristiku matice.
Posledni z prispévki méa nazev
e Remarks on the classification of a pair of commuting semilinear opera-
tors [OHKS1].

Vznikl ve spolupraci matematiki z Brazilie, USA a Ukrajiny, jejimi autory jsou
Debora Duarte de Oliveira, Roger Alan Horn, Tatjana Klim¢uk a Vladimir
V. Sergejcuk.

Roku 2013 vyslo ve stejném ¢asopisu pojednani

e Spectral analysis of inexact constraint preconditioning for symmetric
saddle point matrices [SSil],

které napsali Debora Sesana a Valeria Simoncini (nar. 1966). A¢ se jedna o praci
vydanou v obdobi, kdy se monografie [OCV1]3%¢ o Weyrové tvaru jiz dostala
mezi $irsi matematickou komunitu, obsahuje tuto pasaz:

362 Definice viz str. 222 této monografie.

363 Definice viz str. 243 této monografie.

364 Vig str. 239 této monografie.

365 Zde se napiiklad jedna o spolupraci matematiki, ktefi v té dobé& piisobili po Fadé na
univerzitach v Argentiné, USA a Spojeném kralovstvi.

366 Monografie z roku 2011 (stejné jako znamy &lanek [Sh2] Helene Shapiro) je uvedena
v seznamu litratury.
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Finally, we shall make great use of a variant of the Jordan canonical form,
which is called the Weyr canonical form (...). As opposed to the well known
Jordan form, the Weyr decomposition is not widely known. ([SSil], str. 2685)

Po uvedenych slovech autorky navic zduaraznily, Zze preference Jordanova
tvaru pred Weyrovym tvarem neni vzdy zadouci:

In spite of this, the Weyr form may be simpler to derive for matrices already
in block form, as in this context, ant it may provide better structural insight
than the usual Jordan form. ([SSil], str. 2685)

Poznamenejme, ze Weyriv kanonicky tvar se objevil jiz v diserta¢ni préci

e Spectral distributions of structured matriz-sequences: tools and applica-
tions [Sel],

kterou Debora Sesana obhéjila roku 2011.

Nasledujici svazek ¢asopisu Linear Algebra and its Applications obsahuje
dalsi dva clanky, jejichz autofi si byli védomi vyhod znovuobjevenych Weyro-
vych vysledkii ¢i postupt. Prvni z texta se nazyva

e Triangularizing matriz polynomials [TTZ1].

Jeho autory jsou Leo Taslaman, Francoise Tisseur a Ion Zaballa. V praci nejprve
porovnali Segreovu a Weyrovu charakteristiku. Pi vykladu feSeného problému,
konkrétné triangularizace polynomu P()), jejichZ koeficienty jsou obecné ob-
délnikové matice nad algebraicky uzavienym polem F, tj. polynomu

PO = M4y + ...+ M+ Ay, Aje F j=0,1, ..., k,

autofi pouzivali terminologii souvisejici se Segreovou charakteristikou a v zé-
véru préace dosazeny vysledek zformulovali v fe¢i charakteristiky Weyrovy. Pre-
pis do jiné terminologie uvedli nasledujicimi slovy:

That this condition is equivalent to (...) for quadratic matriz polynomials is
better visualized if the Weyr characteristic rather than the Segre characteristics
is used (...). (|TTZ1], str. 1696)

Druhy text,
o Determinant of a matriz that commutes with a Jordan matriz [FMMI],

napsali Josep Ferrer, David Mingueza a Marfa Eulalia Montoro. Vyjadfili v ném
explicitni vzorec pro determinant libovolné matice 7' nad polem F, ktera komu-
tuje s danou Jordanovou matici J, tj. matice T pat¥ici tzv. centralizdtoru C(J)
matice J. Thned v tvodu pojednani vSsak upozornili, Ze dosazeny vysledek lze
roz§ifit 1 na matici komutujici s libovolnou matici A nad algebraicky uzavie-
nym polem. Pro takovou matici A existuje regularni matice S spliujici vztah
J = S71AS, kde J je Jordaniiv kanonicky tvar matice A. Jelikoz pro matici
T" € C(A) plati

T'A = AT,
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je rovnéz

STIT'SSTAS = STTASSTITS.
Odtud dostavame
STIT'SJ = JsS—11'8,
aproto T = S~T"S € C(J). Jelikoz pro matici S, presngji Feceno pro libovol-
nou invertibilni matici plati det S~! = (det S)~1, je zfejmeé det T" = det T

Uvedme hlavni mysglenkové postupy autorii a vysledky prace. Uvazujme
Jordanovu matici s jednickami pod hlavni diagonalou®$” s jedinym vlastnim
¢islem a jemu piislusnou Segreovu charakteristiku £(J). K této Segreové po-
sloupnosti prifadme nové posloupnosti

N(f(J)) = (nlv n2, -y n‘r)a
(g(‘])) = (817 82, vvy 37’)7
D(f(J)) = (dlv d27 cey d‘f')a

»n

kde ny > no > ... > n, zna¢i navzajem ruzna ¢isla vyskytujici se v Segreové
charakteristice £(J), s;, i =1, 2, ..., T, je poCet opakovani ¢isla n; v posloup-
nosti £(J), di =n; —ni1, 1<i<7t—1ad; =n,.

Je-li tedy naptiklad £(J) = (6, 6, 3, 3, 2), je
T=3, N(g(‘])) = (67 3, 2)7 S(E('])) = (27 2, 1) a D(g('])) = (3’ L, 2)

Z nize zakreslenych Ferrersovych diagramt Segreovy charakteristiky
&(J) = (6,6, 3,3,2) a dualni posloupnosti £(J)* k Segreové charakteristice,
tj. Weyrovy charakteristiky n(J) = (5, 5, 4, 2, 2, 2), je zFejmé, Ze

N(n(J)) = NE()7) = (S, Sr1, -0, 51),
Sn(J))) =SEW)) = (dr, dres, -, da),
D(n(J)) = D(E(J)7) = (s7, 871, -+, 51),

kde S; = 37%_; s;. V nasem piikladu je tedy S =2, S =4, S5 = 5.

367 Pridrzme se zde znaceni autort. P¥i odvozovani vysledku pro p¥ipad kanonického tvaru
s jednic¢kami v linii ihned nad hlavni diagonédlou bychom pracovali analogicky, ale s mati-
cemi transponovanymi (misto dolni trojihelnikové Toeplitzovy matice bychom pouZili horni
Toeplitzovu trojthelnikovou matici apod.) a vyuZili bychom vztahu pro determinant matice
a determinant matice k ni transponované.
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Jelikoz chceme vypocitat determinant kazdé matice T € C(.J), je nutné si
uvédomit, jak matice komutujici s J vypadaji. V této problematice hraji pod-
statnou roli Toeplitzovy matice: u ¢tvercovych matic se jedna o dolni trojihel-
nikové Toeplitzovy matice, pro obdélnikové matice typu ¢ xj, ¢ > j, o tzv. dolni
Toeplitzovy matice, tj. matice, které maji prvnich 7 — j fadkd nulovych a na
nésledujicich j radcich je dolni trojihelnikova Toeplitzova matice, a pro obdél-
nikové matice typu i xj, i < j, o tzv. levé Toeplitzovy matice, tj. matice, jejichz
prvnich ¢ sloupct tvori dolni trojuhelnikova Toeplitzova matice a zbyvajicich
7 —1 sloupcti je nulovych. Po zavedeni téchto pojmi miuzeme popsat jiz dlouho
znamy tvar viech matic T € C(J):

Kazda matice T komutugjici s danou Jordanovou matici J s jednim vlastnim
cislem a Segreovou charakteristikou £(J), pro niz N(£(J)) = (n1, n2, ..., ny)
a S(ET)) = (s1, s2, ..., S¢), md tvar

Ty Ty - Tir
Ty Toy -+ Ty

T = . . . )
TTl T7'2 e T‘r‘r

kde bloky Tji; jsou typu m;s; x njs;j, 1 < i, j < 7, a jsou ddle déleny na bloky
dle ndsledujicich pravidel:

e jestlize i = j, potom Ty; je rozdélen na s; X s; dolnich trojuhelnikovijch
Toeplitzovijch matic,

o jestlizei < j, potom T;; je rozdélen na s; X s; dolnich Toeplitzovyjch matic,

o jestlize i > j, potom T;; je rozdélen na s; X s; levijch Toeplitzovijch matic.
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Pro bloky Ty na zobecnéné diagonéle matice T' zavedme znadeni

zy 0
Tll .. Tlsk T
Nk Nk vy 0
€T
721 .0 25k 2
Thr = "k "k kde TV = :
kk — . 5 € nE : .. )
1 : ij ij
Tskl e T8KESE -'L'nk,1 E3) 0
Tk Tk ij ij ) ij
xnk xnk—l ‘Tl

1 <4, 7 < si. Pouzijeme-li pfi vypoc¢tu determinantu bloku Ty, opakované
Laplaceiiv rozvoj, dostaneme prvni z vysledkii obsazenych v ¢lanku:

n
1;%1 x%Q x%sk
x2! x2? acfsk
det Ty, = | det (*)
Sk 1,1 sk71,2 .. skfl,sk
1 1
Skl Sk2 SkSk
L1 Ty L1

Determinant matice Ty tedy zavisi pouze na prveich %/ bloki T, tj. na
prvcich v levém hornim rohu (a tedy i na hlavni diagonéle) zminénych bloki.
Z toho plyne, ze determinant bloku T} zavisi jen na s% prvcich.

Odvodme nyni vztah pro determinant matice K € C(W), kde W je Weyriv
blok. Je znamo, jak vypaji matice K komutujici s danym Weyrovym blokem
s prislusnou Weyrovou charakteristikou (11, n2, ..., 7¢) (viz str. 283). P1i vyse
zavedeném znaceni je ¢ = n;, a proto matice komutujici s danym Weyrovym
blokem lze rozdélit na horni trojihelnikovou blokovou matici tvaru

K1 Ko -+ Ky,
0 Koy -+ Koy,

K= . . .
O e 0 Knlnl

Tuto matici v8ak lze s vyuzitim zavedenych posloupnosti prerozdélit do tvaru

K1y f:(u f:flf

0 Koo - Ko
K= ) , . )

0 - 0 K.

kde kazdy blok f(jj Ize rozdélit tak, Ze na jeho diagondle je d,_j;q-krat ta-
taz ¢tvercova matice K ]’ fadu Sr—j41. (V naSem konkrétnim piikladu tedy na
diagonale matice K1 je (ds =)2-krat matice K/ fadu (Ss3 =)5, na diagonale
matice Ko je (dg =)1-krat matice K} ¥adu (S3 =)4 a na diagonale matice Kas
je (dy =)3-krat matice K} fadu (S =)2.) Vzhledem k vlastnostem zavedenych
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posloupnosti, vztahu S, 141 = ZZ:lHl s; a postupu, kterym vznika matice Ké

z matice K ]' 11, lze matici K j’ radu S._;11 déle rozdélit na bloky a pohlizet na
ni jako na horni trojihelnikovou blokovou matici, jejiz bloky K na zobecnéné
diagonéle jsou ¢tvercovymi maticemi radu s;, tj.
Kg/l 1

0 K

— . 57X Sj
K= , 8 € FTHL

1
0 e 0 KL
Toto postupné prerozdéleni blokii na zobecnéné diagonéle matice K lze pro

nas konkrétni priklad schematicky zachytit nasledujicim obrazkem:

Kll

1"
K/ Kn

"
K,

L K"
K] =
K;'I Koo

\

Kl/

52

= K33 = Ka
K//
S1

S2 ~

1
K51 K44

K// - K/l K55

3 S1

\ e

S1

Pomoci velmi zndmého vztahu pro determinant horni (doln{) blokové troj-
thelnikové matice tedy postupné dostavame

det K = det K1ydet Koy - - - det K, = (det K})% (det K})% 1 - (det K )% =

= (det K" det K" ---det K” ) (det K" det K" ---detK” )dr-1...
S1 EP) S+ S1 S2 St —

1

o (det K7 )it =

= (det K7,)™ (det KZ,)" - (dot K, )"
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Plati proto dalsi z vysledka ¢lanku:

Pro kazdou matici K komutujici s danym Weyrovgm blokem s prislusnou
Weyrovou charakteristikou plati

det K = (det K )™ (det K2 )"2 - - (det K/ )"".

Determinant det K zdvisi na s3 + s3 + - -+ + s2 procich.

Tento vztah hraje klicovou roli k odvozeni explicitni formule pro vypocet
detT, T € C(J).

Pro kaZdou matict T komutujici s danou Jordanovou matici J s jedinym
vlastnim ¢islem a s prislusnou Segreovou charakteristikou plati

det T = det Tndet T22 cee det TT.,-, (**)

pricemZ kaZdy z determinanti det Ty, 1 < k < 7, lze vypocitat pomoci vyse
uvedeného vztahu ().

Pro zorientovani se v mnozstvi indexii reprodukujme jeste konkrétni, v ¢lan-
ku uvedeny3%® piiklad vypoétu determinantu matice 7" komutujici s matici,
kterd ma jediné vlastni ¢islo a jejiz Segreova charakteristika prislusna k to-
muto vlastnimu &slu je £(J) = (3, 3, 2, 2,2, 1). Tedy N(&(J)) = (3, 2, 1),
S(E(J)) = (2, 3, 1) a determinant z&visi na s7 + s3 + s =22 + 32 + 12 = 14
prvcich. Matice T ma tvar

T T
T 0 0 | oo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T15 X1 0 X7 To 0 249 0 I51 0 I53 0 0
Tig T15 X1 | 18 T17 T2 ||[T50 T49 | 52 | 51 | L54  X53 | Tss
T3 0 0 | x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T19 I3 0 T21 Ty 0 I56 0 I58 0 Z60 0 0
T20 T19 T3 | T2 T21 T4 ||X57 Ts6 | 59 Y58 | el  TeQ | T62
T32 U U [ x34 [0) [§) x5 0 X6 0 X7 0 0
233 w32 0 | x35 w3a 0| 223 @5 | Toa T | Tas X7 |[Te3
I36 0 0 I38 0 0 T 0 i) 0 T10 0 0
r37 x36 0 | w39 w3g 0| 726 s | a7 X9 | Tag T1o ||Tea
T40 0 0 T 42 0 0 11 0 T12 0 X113 0 0
Tg1 Tgo 0 | my3 my2 O || w29 @11 | T30 T12 | T31 T13 [|Tes
Ta4 0 0 T 45 0 0 Tag 0 Ta7 0 Za8 0 l T14
T33
a pro jeji determinant plati
2
3 Ts Te X7
detT = (det ( z; ii )) - | det xrg T9 T10 - det (1‘14).

r11 Ti2 T13

368 Vig [FMM1], Example 5.2, str. 3953.
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Poznamenejme, 7e matice T' komutuje s obecnou Jordanovou matici s riiz-
nymi vlastnimi &isly A\;, @ = 1, 2, ..., u, pravé tehdy, kdyz je blokovou dia-
gonalni matici, jejiz kazdy blok Tj;, i = 1, 2, ..., u, na diagonale komutuje
s Jordanovym blokem piislusnym k jedinému vlastnimu ¢&islu A;. Proto

det T = det Th1det Thy - - - det Ty,

kde kazdy z determinantt det Ty, i = 1, 2, ..., u, lze vypoéitat pomoci vyse
uvedeného vzorce ().

Weyrovu charakteristiku zminila Frangoise Chatelin (nar. 1941) v druhém,
piepracovaném?®%® vydani knihy
e FEigenvalues of Matrices [Chal,

které bylo publikovano v roce 2013. Charakteristicka ¢isla matice autorka na-
zvala jednoduse Weyrova ¢isla.

Priblizné na jedné strance vysvétlil Weyriv kanonicky tvar Carl Wilhelm
Reinhold de Boor ve své e-knize

e Linear Algebra [Bpl]

datované rokem 2013. K definici Weyrova tvaru pouzil pfimo jednotliva cha-
rakteristickd ¢isla prislusna k obecnému vlastnimu ¢éislu matice, Weyrovu cha-
rakteristiku v8ak nedefinoval. Tato posloupnost se naopak spolu se Segreovou
charakteristikou stala vhodnym prostfedkem k diikazu jisté véty, kterou téhoz
roku zformulovali v praci

e Jordan forms of real and complex matrices under rank one perturbations
[MMRRI1]

Christian Mehl, Volker Ludwig Mehrmann (nar. 1955), André C. M. Ran
a Leiba Rodman (nar. 1949).

Weyriv kanonicky tvar a Weyrova charakteristika tvofi hlavni napli pii-
blizné dvoustrankového paragrafu Weyr Canonical Form, ktery je soucCasti Sesté
kapitoly

e Canonical Forms [Hbl]

druhého vydani (2013) obsahlé publikace Handbook of Linear Algebra. Jed-
notlivé kapitoly knihy dodali rtzni autoii, ¢ast o kanonickych tvarech na-
psala Leslie Hogben, ktera byla i editorkou celého dila. V literature k Sesté
kapitole uvedla monografii Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Ma-
triz Problems through the Weyr Form [OCV1]| i druhé vydani knihy Matriz
Analysis [HJ1], pfipojila také podékovani Rogeru Hornovi za pomoc predevsim
s paragrafem Weyr Canonical Form. Je tedy ziejmé, odkud autorka poznatky
o Weyrovych vysledcich cerpala.

V roce 2014 vzeSel ze spoluprace jiz zminéné ukrajinské dvojice Lena Kli-
menko a Vladimir V. Sergejéuk dalsi text obsahujici Weyrtv kanonicky tvar.
Jednéa se o praci

369 Pryni vydani je z roku 1993. Jedna se o pieklad piivodni prace z francouzstiny, ktera
byla publikovana ve dvou svazcich (1988 a 1989).

317



o An informal introduction to perturbations of matrices determined up to
similarity or congruence [KS2]

tzce spojenou s problematikou ,,ranci® matic, jejich usporadanim a vizualizaci
této relace pomoci grafu. Na rozdil od vySe uvedeného textu Block triangular
miniversal deformations of matrices and matriz pencils [KS1| v8ak tentokrat
autofi v seznamu literatury zddnou Weyrovu praci neuvedli.

Poznamenejme jesté, ze na konci roku 2013 byl do ¢asopisu Linear Algebra
and Its Applications piedlozen Johnem Holbrookem a Kevinem C. O’Mearou
¢lanek

e Some thoughts on Gerstenhaber’s theorem [HO1],

ktery pouze s drobnymi pfipominkami proSel recenznim fizenim a v 1été ro-
ku 2014 byl akceptovan. Publikovan v elektronické podobé byl na podzim téhoz
roku, v tisténé verzi vyjde v lednu 2015. Cilem ¢lanku je propagace vysledku
spojenych s Gerstenhaberovou vétou.?”™ Weyriiv kanonicky tvar je pro vyklad
klicovym pojmem. I zde se projevuje jeho vyhoda v porovnani s tvarem Jorda-
novym: pomérné slozité vypocty zformulované v ,fec¢i“ Weyrova tvaru netrvaji
v programu Matlab prili§ dlouho, v pfipadé Jordanova tvaru by vSak byl algo-

ritmus tézko zvladnutelny.7!

6.8 Historické ¢lanky

Vysledky Eduarda Weyra nalezly odezvu nejen v odbornych matematickych
¢asopisech, jeho pracemi se zabyvali i historikové matematiky.

V pribéhu sedmdesatych let publikoval nékolik ¢lankt tykajicich se historie
algebry Thomas Hawkins. Prace

e Hypercomplex numbers, Lie groups, and the creation of group represen-
tation theory [Hwl|

z roku 1972 jiz byla zminéna v druhé kapitole, nebot v ni jsou odkazy na
Weyrovu praci o teorii determinantt a na jeden z Weyrovych ¢lanki vénovany
linedrnim asociativnim algebram. Hawkinstv ¢lanek vSak obsahuje i ohlasy na
Weyrovy kratké, francouzsky psané texty Sur la théorie des matrices a Répar-
tition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces z roku 1885,
které maji charakter predbé&zného oznameni vysledkii Weyrovy teorie. Oba jsou
citovany i v Hawkinsovych pracich z roku 1977 nazvanych

e Another look at Cayley and the theory of matrices [Hw4],
resp.

o Weierstrass and the theory of matrices [Hwb],

370 Vig strana 331 této monografie.
371 Kevin C. O’Meara je spoluautorem monografie Advanced Topics in Linear Algebra:
Weaving Matriz Problems through the Weyr Form [OCV1]| o Weyrové tvaru (rozbor knihy
viz déle). Jeji 5. kapitola se nazyva Gerstenhaber’s Theorem.
Dékujeme timto Kevinu C. O’Mearovi za veskeré informace, které o pripravovaném ¢lanku
poskytl v emailové korespondenci.
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v nichz jsou dale referovany i Weyrovy rozsahlé prace piinasejici podrobny vy-
klad jeho teorie charakteristickych ¢isel — Zur Theorie der bilinearen Formen
(v [Hw4]) a O theorii forem bilinearnych i Zur Theorie der bilinearen Formen
(v [Hwb]). Z prvniho Hawkinsova ¢lanku z roku 1977 je prevzata nasledujici
citace, jejiz zévér poodkryva skutecnost, jaké vysledky mohly ¢eskému mate-
matikovi poslouzit jako inspirace pii budovani jeho teorie. Jak v8ak jiz vime,
Eduard Weyr se o vysledky svych soucasnikiu pfilis neopiral a vydal se svou
vlastni originalni cestou:

Some of the defects in the papers of Cayley and Sylvester, including their
treatment of Cayley’s theorem on commuting matrices, were remedied by E. Weyr
[1885a, 1885b, 1890], A. Buchheim [...] and H. Taber [...], all of whom employed
theorems on canonical matrix forms. Buchheim and Taber used the Jordan
canonical form, which Buchheim learned from his study of Jordan’s Traité des
substitutions [...] and Taber learned through Buchheim’s papers. Weyr devised
his own theory of canonical matriz forms based upon Sylvester’s concept
of the nullity of a matriz. When Weyr wrote [1890] he was acquainted with
Weierstrass’ theory of elementary divisors and Frobenius’ paper [1878], but it
is unclear whether he was acquainted with them when he wrote his notes of 1885.
([Hw4], str. 107)

Na Weyrovo pojednéni Zur Theorie der bilinearen Formen reagoval i nizo-
zemsky matematik Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996) v knize

o A history of algebra. From al-Khwarizmi to Emmy Noether [Wnl],
kterou publikoval roku 1985.

V roce 2006 absolvoval v PariZzi sva doktorska studia Frédéric Brechenma-
cher (nar. 1971) diserta¢ni praci

e Histoire du théoréeme de Jordan de la décomposition matricielle (1870-1930).
Formes de représentation et méthodes de décomposition [Bml].

Vzhledem k nézvu, a tedy i naplni prace neni piekvapivé, ze byl obeznamen
s Weyrovymi vysledky, k ¢emuz zfejmé pomohla i skutecnost, ze nékteré Wey-
rovy prace byly psany francouzsky.

Brechenmacherovy historické ¢lanky jsou ¢asto charakterizovany znaénym
rozsahem, velkym mnozstvim citaci pavodnich dél, vloZzenymi grafy, schématy
a tabulkami, které jsou vét§inou umistény na konci prace.

V roce obhajoby Brechenmacher publikoval sedmdesatistrankovou préci

o Lesmatrices: formes de représentation et pratiques opératoires (1850-1950)
[Bm2].

Thned v jejim tvodu jsou pro srovnani uvedeny originédlni definice z praci Syl-
vestera, Cayleyho a Weyra. Text prace je délen do tii vétsich celku, ty dale do
dvou ¢i ti1 sekei. Z celkem osmi sekci jsou vysledkim Eduarda Weyra vénovany
dvé. Prvni z nich (pfiblizné tiistrankova) je nazvana La formation des “espe-
ces de matrices” d’Eduard Weyr. Vénovana je obéma Weyrovym francouzsky
psanym statim z roku 1885 a je psana formou citaci uryvku z téchto praci a je-
jich komentaia. V uvodu je zduraznéno Weyrovo ojedinélé pfijeti teorie matic
a jeho vztah k vysledkiim Jamese Josepha Sylvestera:

319



Sur le continent, le premier mathématicien a employer la notion de matrice
en référence a Cayley est un géometre de Prague dénommé Eduard Weyr ...
Les premiers travaux de Weyr sur les matrices sont inspirés des publications
faites par Sylvester ... entre 1882 et 1885 ...

. c’est surtout la notion de matrice dérogatoire de Sylvester qui va inspirer
les travaux du géometre de Prague par un rapprochement avec le probleme de
la caractérisation des substitutions semblables. ([Bm2], online verze, str. 29)

Druh4 z uvazovanych ¢asti (pfiblizné ¢tyrstrankova) ma nazev La rencontre
de la théorie des formes bilinéaires et de la théorie des matrices. Je vénovana
Weyrové praci Zur Theorie der bilinearen Formen z roku 1890, ceska verze
zminéna neni. Citace z némecké prace jsou Brechenmacherem interpretovany

v jeho francouzském piekladu. Citujme opét ¢ast tvodu této partie:372

Le mémoire intitulé “Sur les formes bilinéaires”, publié par Weyr dans le
premier numéro des Monasberichte fir Mathematik und Physik, a pour objet
de réorganiser la théorie des formes bilinéaires par la notion “plus abstraite” de
matrice ... ([Bm2], online verze, str. 33)

V seznamu literatury je uvedeno Sest Weyrovych publikaci.?™ Teprve po
uvedeni bibliografickych informaci je do préace vlozeno 15 samostatnych listi,
z nichZ kazdy shrnuje formou tabulek, grafi apod. ur¢itou problematiku. TTi
z nich maji tzkou spojitost s Eduardem Weyrem. V pofadi osmy list, nazvany
Quelques éléments biographiques sur Eduard Weyr, je vénovan stru¢nému pired-
staveni jeho zivota, v pofadi jedenédcty a dvanécty list, nazvané Comparaison
du calcul des matrices de Weyr et de la théorie des matrices de Cayley a Com-
paraisons entre Weyr et Cayley, se zabyvaji porovnanim Weyrova a Cayleyova
pristupu k definici matice a k maticovym operacim. To vSe je zachyceno ve
dvou sloupcich, levy je vénovany Cayleymu a pravy Weyrovi.

Na zakladé Brechenmacherovy diserta¢ni préace bylo roku 2008 publikovano
pojednani

e Histoire duthéoréeme de Jordan de la décomposition matricielle (1870-1930)
[Bm3].
Zde neni Weyrovi vénovano piili§ prostoru, citovana je pouze Weyrova préace
Zur Theorie der bilinearen Formen. Obdobné je tomu u Brechenmacherova
anglicky psaného textu z roku 2011 nazvaného

o Algebraic generality vs arithmetic generality in the controversy between
C. Jordan and L. Kronecker (1874) [Bmb].

Posledni z praci Frédérica Brechenmachera, kterou zminime, je
e Une histoire de l'universalité des matrices mathématiques [Bm4|

z roku 2010. V ni je popsan vyvoj komunity zabyvajici se teorii matic od jejich
izolovanych vysledki az k jednotné symbolice. Souc¢ésti tohoto pojednani jsou
opét dodatky. Upozornéme, ze jsou zde uvedeny zajimavé sloupcové diagramy

372 Ukazka je prepsana doslovné, véetné nedoklepu a nespravné uvedeného zdroje. Uvazo-

vana publikace vysla v ¢asopisu Monatshefte fiir Mathematik und Physik.
373 Konkrétné se jedna o prace [We3|, [We5|, [We6], [We9], [Wel0] a [Wel3].
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(kazdy sloupec pro obdobi péti let v celkovém ¢asovém rozmezi od roku 1871
do roku 2000), které znazoriuji pocet publikaci, v nichZ se vyskytuje termin
matice, pocet publikaci s terminem matice v nazvu apod. V seznamu litera-
tury je obsazena Weyrova prace Zur Theorie der bilinearen Formen a rovnéz
monografie Jindficha Beévare (a kol.) Eduard Weyr (1852-1903) — viz dalsi
kapitola.

6.9 Monografie z let 2011 a 2013

V roce 2011 vysla monografie, kterd je vénovana Weyrovu kanonickému tvaru
a ktera ma Weyrovo jméno piimo v nazvu. Jmenuje se

o Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matrixz Problems through
the Weyr Form [OCV1].

Pavodné zamysleny nazev knihy majici ¢tyfi sta stran, The Weyr Form: A Use-
ful Alternative to the Jordan Canonical Form, upozornoval na ¢eského mate-
matika jesté vice. Zménén byl na navrh dvou recenzentt, ktefi doporucili mo-
difikovat titul tak, aby lépe vyjadioval $irsi napln knihy. Nahlédneme-li do jeji
verze pied oponentskym fizenim®7* a soucasné do publikovaného provedent,
zjistime, Ze nazvy kapitol a podkapitol zistaly nezménény, kniha byla (vedle
zmény nézvu) pouze nové rozdélena na dvé ¢asti.

Nez se dostaneme k rozboru knihy, nemtizeme opomenout jeji autory. Mo-
nografii napsali Kevin C. O’Meara, John Clark a Charles Irvin Vinsonhaler.
Pripomenime, ze O’'Meara a Vinsonhaler jsou autori ¢lanku, v némz Weyrav
kanonicky tvar nazyvali H-form. V nézvu knihy, k radosti ¢eské matematiky,
viak pouzili pro tento kanonicky tvar termin odkazujici na Eduarda Weyra.3™

Kniha je psana uvolnénym stylem, z néhoz je znat potéseni autori z té-
matu. Vyklad je vSak veden zcela exaktné, je pouzita presna matematicka ter-
minologie. Monografii zlidstuji poznamky nejriznéjsitho druhu uvedené v pred-
mluvé knihy, v avodech k jednotlivym kapitolam & v poznamkach pod ¢arou.3™®

374 Dgkujeme panu profesoru Miroslavu Fiedlerovi za laskavé zapujéeni predbézné verze
knihy z roku 2010, ktera jesté nese puvodni nazev.

375 1 v letech, v nichz monografie vznikala, byli autofi spojeni s University of Connecticut,
se Skolou majici za maskota huskyho. O jejich pusobisti je tézké rozhodnout. O tom svédéi
i skute¢nost, Ze v pracovni verzi z roku 2010 je u O’Mearyho uvedeno misto Brisbane, Austra-
lza, u Clarka Unwversity of Otago, New Zealand a u Vinsonhalera University of Connecticut,
Storrs, USA, zatimco na obalu knihy je udaj nasledujici: Kevin C. O’Meara ... based mostly
at the University of Canterbury, New Zealand, but with many visits to the University of Con-
necticut, USA. Z podékovani uvniti monografie je ziejmé, Ze se matematikové velmi ¢asto
setkavali a pobyvali na vice univerzitach po svété. (Pro zajimavost podotknéme, Ze na jedné
z t&chto univerzit, konkrétné na University of Otago, studoval A. C. Aitken.)

Toto nelehké setkavani bylo potvrzeno i v osobni korespondenci s Kevinem O’Mearou,
ktery sepsal mily osobni vzpominkovy text My recollections of rediscovering the Weyr form
(viz str. 341) na obdobi, v némz monografie [OCV1] vznikala.

Je zajimavé, Ze se trojice autori béhem psani knihy nikdy nesetkala v kompletni sesta-
v&. Jejich zFejmé jedina spole¢na fotografie byla pofizena roku 1987 v Hobartu (Tasmanie,
Australie) na konferenci vénované teorii okruhi. A& se tehdy vice znali pouze Kevin O’Meara
a Charles Vinsonhaler, je prekvapujici, Ze se pfi foceni v8ichni t¥i spoluautori ndhodné po-
stavili vedle sebe (viz fotografie na str. 383).

376 Na zacatku knihy je piiblizné dvoustrankova pasaZ nazvana Our style, v niz autofi
»obhajuji“ volbu svého slohu.
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Uvedme naptiklad véty z podékovani autorii:

First and foremost, I'm most grateful to Kevin and Chuck for inviting me
on board the good ship Weyr form. (JOCV1], str. xxii, J. Clark)

The biggest thanks goes to my family ... They happily adopted a new member
into the family, “the book”. (JOCV1], str. xxii, K. O’Meara)

Autorfi se nevyhybali ani pouziti réeni, aforismi, idiomi. Pfedmluva knihy
zacina nasledujicimi slovy, kterd vyjadiuji jakysi dluh vici vysledkiim Eduarda
Weyra:

“Old habits die hard.” This mazxim may help explain why the Weyr form
has been almost completely overshadowed by its cousin, the Jordan canonical
form. Most have never even heard of the Weyr form, a matriz canonical form
discovered by the Czech mathematician Eduard Weyr in 1885. In the 2007
edition of the Handbook of Linear Algebra, a 1,400-page, authoritative reference
on linear algebra matters, there is not a single mention of the Weyr form (or its
associated Weyr characteristic). But this canonical form is as useful as the
Jordan form, ... Our book is in part an attempt to remedy this unfortunate
situation of a grossly underutilized mathematical tool, by making the Weyr form
more accessible to those who use linear algebra at its higher level. Of course, that
class includes most mathematicians, and many others as well in the sciences,
biosciences, and engineering. And we hope our book also helps popularize the
Weyr form by demonstrating its topical relevance, to both “pure” and “applied”

mathematics. We believe the applications to be interesting and surprising.
([OCV1], str. xi)

Ukazka zaroven nastinila obsah monografie. Pfesnéjsi predstavu umoziuji
nésledujici odstavce uvedené na zadni strané desek, které velmi vystizné napln
knihy popisuji.

... Discovered by Eduard Weyr in 1885, the Weyr form outperforms the
Jordan form in a number of mathematical situations, yet it remains somewhat
of a mystery, even to many who are skilled in linear algebra.

Written in an engaging style, this book presents various advanced topics
in linear algebra linked through the Weyr form. Kevin O’Meara, John Clark,
and Charles Vinsonhaler develop the Weyr form from scratch and include an
algorithm for computing it. A fascinating duality exists between the Weyr form
and the Jordan form. Developing an understanding of both forms will allow
students and researchers to exploit the mathematical capabilities of each in
varying situations.

Weaving together ideas and applications from various mathematical disci-
plines, Advanced Topics in Linear Algebra is much more than a derivation of
the Weyr form. It presents novel applications of linear algebra, such as matriz
commutativity problems, approximate simultaneous diagonalization, and algebra-
ic geometry, with the latter two having topical connections to phylogenetic
invariants in biomathematics and multivariate interpolation. Among the related
mathematical disciplines from which the book draws ideas are commutative
and noncommutative ring theory, module theory, field theory, topology, and
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algebraic geometry. Numerous examples and current open problems are includ-
ed, increasing the book’s utility as a graduate text or as a reference for mathe-
maticians and researches in linear algebra.

Préce je rozdélené na dvé ¢asti srovnatelné rozsahem. Prvni se nazyva The
Weyr Form and Its Properties, druh& Applications of the Weyr Form. Prvni
Cast obsahuje ¢tyri kapitoly, jejichz nazvy jsou

1 Background Linear Algebra,
2 The Weyr Form,

3 Centralizers,

4 The Module Setting.

Druhé ¢ast obsahuje t¥i kapitoly nesouci nazvy

5 Gerstenhaber’s Theorem,
6 Approximate Simultaneous Diagonalization,
7 Algebraic Varieties.

V zavéru kazdé ze sedmi kapitol je partie vénovana zZivotu nékterého z matema-
tikit nebo dvojice matematiki, ktefi hréli podstatnou roli v dané problematice.
Jedna se o nésledujici biografické poznamky:

Biographical Notes on Jordan and Sylvester,
Biographical Note on Weyr,

Biographical Note on Frobenius,
Biographical Note on Von Neumann,
Biographical Notes on Cayley and Hamilton,
Biographical Notes on Motzkin and Taussky,
Biographical Notes on Hilbert and Noether.

Dalsi historické poznamky jsou obé¢as vlozeny i uvnit¥ kapitol. K historii
matematiky autoii napsali:

It is easy to forget that mathematics has been, and continues to be, developed by
real people, each generation building on the work of the previous — not tearing it
down to start again, as happens in many others disciplines. (JOCV1], str. xiv)

Vratme se k jednotlivym kapitolam prvni ¢asti, ktera obsahuje predevsim
predstaveni Weyrova tvaru a jeho vlastnosti, zejména ke kapitole druhé, véno-
vané takika vyhradné Weyrovu kanonickému tvaru.

Prvni kapitola sumarizuje nékteré dilezité pojmy linedrni algebry, které
budou v textu pouzivany, a piedstavuje symboliku a terminologii pouzivanou
v knize. Za¢ina u trividlnich pojmu (algebraicky uzaviené pole, hodnost, nu-
lita a jadro linearni transformace), pokrafuje pies pojmy spjaté se spektral-
nimi vlastnostmi matice (vlastni ¢islo, vlastni vektor, charakteristicka rovnice,
Cayleyova-Hamiltonova véta apod.). Dale je vénovana pozornost blokovym ma-
ticim, blokové trojuhelnikovym maticim, podobnosti matic, diagonalizovatel-
nosti matice ¢i nilpotentnim maticim. Dalsi strany jsou o znamém Jordanové
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kanonickém tvaru; upozornéme, ze Jordanova buiika je nazyvana basic Jordan
matriz, Segreova charakteristika Jordan structure.

Druhé kapitola je plné vénovana Weyrovu kanonickému tvaru.

Here enters the principal actor ... the form has been rediscovered peri-
odically, under various names ... authors attempted to convey their enthusi-
asm for the form to others, but the Weyr form has never really caught on.
([OCV1], str. 44)

V tvodu kapitoly se autofi zamysleji nad tim, pro¢ byl Weyriv tvar dosud
prehlizen a pro¢ je mnohem méné znamy nez Jordantuv kanonicky tvar. Uvadéji
i banalni duvod: Jordanuv tvar je ,hez¢i“. Domnivaji se rovnéz, ze matema-
tikové, kteri prisli do styku s Weyrovym kanonickym tvarem pouze povrchné,
mohli usoudit, ze se jedna az na simultanni permutace fadki a sloupcti o Jorda-
niv kanonicky tvar, takZe se neni nutné novy tvar ucit. Autofi v8ak upozornuji,
7e se pii bliz§im studiu ukaze, Zze pro FeSeni nékterych problémt ma Weyriv
tvar vhodnéjsi vlastnosti nez tvar Jordanuv.

Autori ukézali, ze Jordantv kanonicky tvar a Weyrav kanonicky tvar (ktery
prozatim exaktné nedefinovali) jsou maticemi téhoz endomorfismu, ale vzhle-
dem k rtzné uspofadanym bazim. Poté zavedli Weyrtv blok prislusny vlast-
nimu ¢éislu A, ktery nazvali basic Weyr matriz with eigenvalue \. Nerostouci
posloupnost rfadi blokt na diagonale této matice, tj. Weyrovu charakteristiku
matice prislusnou vlastnimu ¢islu A, pojmenovali Weyr structure of a matriz
associated with .

Teprve po definici Weyrova kanonického tvaru, ktery nazvali zkracené Weyr
form nebo téz Weyr matriz, a také po partii vénované jednoznacnosti Wey-
rova kanonického tvaru, piekvapivé zavedli i pojem Weyr characteristic of A
associated with the eigenvalue X\ jako nekone¢nou posloupnost (71, 12, .. .), kde

ni =nul (A — AE)" —nul (A — AE)" !, i=1,2,...

Poté napsali, Ze v jejich terminologii je posloupnost pocateénich nenulovych
prvki Weyrovy charakteristiky dané matice piislusna vlastnimu ¢islu A totozna
s Weyrovou strukturou této matice piislusnou stejnému vlastnimu ¢éislu. Ke
zvolené terminologii (v poznamce pod ¢arou) poznamenali:

The corresponding Jordan form term is historically referred to as the Segre
characteristic, with no mention of Jordan. For the sake of consistency, we
choose “Jordan structure” over “Segre characteristic,” and “Weyr structure”
over “Weyr characteristic.” (JOCV1], str. 61)

V textu jsou obcas pouzivany obé varianty, prevazuje vSak posloupnost
konecna, tedy Weyrova struktura. Piikladem zdvojeni formulace je tvrzeni, ze
dvé matice nad algebraicky uzavienym polem jsou podobné pravé tehdy, kdyz
maji stejna vlastni ¢isla a stejnou Weyrovu charakteristiku — nebo v zavorce
Weyrovu strukturu — ptislusnou témto vlastnim ¢éislim.

Dalsi stranky knihy jsou vénovany piivabné vlastnosti Jordanova a Weyrova
kanonického tvaru nilpotentni matice, kterd se tyka nasobeni obecnou matici.
V textu se s nilpotentni matici pracuje velmi ¢asto, vyuziva se rozklad aritme-
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tického vektorového prostoru dimenze n na invariantni podprostory a ,,posunii®
od nenulovych vlastnich ¢isel na nulové vlastni ¢islo.

Uvédomme si, Ze nilpotentni matice ma jediné vlastni ¢islo 0.377 Vynasobme
matici B zprava Jordanovym kanonickym tvarem J nilpotentni matice A, ktery
mé jedinou buiiku pfislusnou vlastnimu ¢islu 0 (matici B volime v nasledujicim
piikladu libovolné, ¥ad matic necht je napiiklad éty¥i):3™

BJ =

S S o

d
h
l
p

I <09
S T o
o O OO
o O O =
o O = O
O = OO
o O OO
I <0 2o
3 S - o
O T o

Jestlize vyslednou matici opét vynasobime matici J zprava, dostaneme matici

0 a b ¢ 01 0 O 0 0 a b

BJ? — 0 e f g 001 0] (00 e f
10 i j kK 0 0 0 1 10 0 ¢ g ’

0 m n o 00 0 O 00 m n

atd. az kone¢né

0 0 0 a 01 0 0 0 0 0 O

Bt — 0 0 0 e 0 0 1 0 - 0 0 0 O

10 0 0 4 0 0 0 1 o 0 0 0 O

00 0 m 0 0 0 O 0 0 0 O

Nasobeni Jordanovou buiikou piislusnou vlastnimu ¢&islu 0 zprava tedy posouva
sloupce matice B doprava, v jednotlivych sou¢inech piibude jeden, a to prvni
nulovy sloupec a soucasné je posledni sloupec ,,smazén‘.

Zcela analogicky funguje nasobeni uvedenou matici zleva, tentokrat se po-
souvaji fadky odspodu nahoru, pfibude posledni nulovy fadek a vymizi prvni
radek:

JB =
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377 Viz Véta 7 na str. 103 této monografie.
378 Poznamenejme, Ze &tvercova matice fadu n tvaru

0 1 o --- 0

0 0 1 0

: 1

0 .- .0
se v soucCasné odborné literature nazyva backward shift matriz. Tento nazev odrazi ,posun
vektort“ kanonické baze {e1, e2, ..., en} pfi endomorfismu C” — C", jehoZ matici vzhledem
ke kanonické bazi je uvedena matice: e, — ep—_1 — -+ — ea — e1.
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Opétovnym nasobenim vysledného sou¢inu matici J zleva dojde ke stejnym

zménam, matice J*B = J°B = ... budou nulové.
Uvazime-li piipad B = J, budou mit matice J, J? a J? tvary
01 0 O 00 10 0 0 01
0 01 0 00 0 1 0 0 0O
00 0 1 |” 00 0 0|’ 0 0 0 0 |”
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
a matice J* = J® = ... budou nulové. Dochazi tedy k ,,vysouvani nenulové

diagon&lni linie* k pravému hornimu rohu schématu.

Je prirozené se déle ptat, zda obdoba téchto jednoduchych a efektnich vlast-
nosti plati i pro Weyrtv kanonicky tvar prislusny nilpotentni matici.

Necht W je Weyruv kanonicky tvar prislusny nilpotentni matici A, jejiz
Weyrova charakteristika je (91, 12, ..., 1), a B je blokova matice téhoZ fadu,
jejiz bloky na diagonéle jsou ¢tvercové matice fadu 1, ng, ..., n: (tj. B je roz-
délena na bloky stejné jako Weyriv kanonicky tvar W matice A). Vynasobme
matici B matici W zprava (prvky matice B jsou v nésledujicim piikladu opét
libovolné, fady matic B a W jsou sedm, Weyrova charakteristika matice A je
(4,2, 1)):

a b oc dja bl 0000|100
e f g hjc d|b 000 0[0 1]0
kobom o mije fleé 000 0[0o0/0
Bw=|©°P a r|g hid 00000 0[0]=

a b & dls tl|k 0 00 0[0 01
e f g hlu vl 00 0O0[0O0]0
a b ¢ dlk [|w 000 0]0 00

000 O0|a bla

00 0O0|e fle

00 0O0|k I]|e

00 0 Olo plg

000 O0|a bls

0000|é flu

000 O0|a blk

Dalsim nasobeni matici W zprava vypocitame, ze

000 0[]0 0]a

000 0[0 O0]e

000 O0[0 O0Ek

Bw2—| 0 0 0 0[]0 0]o

000 0[0O0]a

000 0|0 O0]é

00000 O0]a

a ze BW? je nulova matice.
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P1i nasobeni matici W zprava dochézi opét k vysouvéani sloupci, tentokrat
o celé bloky (tj. postupné o 1y, 72, ... sloupcii). Vynuluje se postupné prvnich
m, M1 + 12, ... sloupcd, stejny pocet sloupcti matice B ,zmizi“ — nejedné se
v8ak nutné o posledni sloupce celé matice, ale o posledni sloupce jednotlivych
blokt (pfi 7; > 741 je z bloktt By, k = 1, 2, ..., t, kde t je index matice B
prislugny vlastnimu ¢islu 0, smazano poslednich n; — 7,41 sloupcit).

Analogicky funguje nésobeni Weyrovym tvarem zleva, dochazi k posunu
celych fad blokt vzhiru (jelikoz presouvame bloky o niZs§im ¢i stejném pod-
tu radka do bloki s vyssim ¢i stejnym pocétem radkia, dochazi k doplnovéani
nulovych fadka do jednotlivych fad bloku):

000 0|1 0]0 a b c dja bja
000 0[01]0 e f g hjc djb
000 0[0 0|0 kolbom o mije fle
WB=|0 00 0[0 00 op g rlg hld |-
0 00O0[0O0[1 a b ¢ dls t|k
000 0[O0 00 e f g hlu vl|l
000 0j0 0}0 a boe dlk 0w
a b é dls tlk
e f g hlu v| 1l
000 0[0 0[]0
—10000/0 0[O0 [,
a b e d|k I|w
000 0[0 0[]0
0 00 0[O0 0[]0
a b ¢ dlk 1|lw
000 O0/0 0[]0
000 O0/0 0[]0
W?B=]10 00 0[0 00 [,
000O0/0O0]O
000 O0/0 0[]0
000O0[0O0]O
matice W3B je nulova. Pro B = W je
000 0/0 01
000 0[O0 00
000 O0/0O0/0
0000|0001,
0 00O0[0O0]|O
000 0[O0 00
0 00O0[0O0]JO
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matice W? je nulova. Pii zvySovani mocnin Weyrova kanonického tvaru W se
posunuje ,,diagonala nenulovych bloka“ k pravému hornimu rohu schématu.

7da se, ze Weyriv kanonicky tvar je jakousi ,,blokovou variantou“ Jorda-
nova kanonického tvaru. Dalgim prikladem vlastnosti, ktera plati pro Jordanav
kanonicky tvar a soucasné ,v blokové verzi“ pro Weyruv kanonicky tvar, je
tvar matic, které komutuji s témito kanonickymi tvary. Pfipomenme, Ze mno-
Zina vSech matic B, které komutuji s danou matici A, se nazyva centralizdator
matice A; v monografii je ji vénovana samostatna treti kapitola. Jiz ve druhé
kapitole jsou ¢tenafi pfedstaveny jeji zakladni vlastnosti, prfedevsim pro piipad,
kdy je danou matici Jordanova buiika nebo Weyriv blok.

Mnozina vSech matic, které komutuji s danou Jordanovou buiikou fadu n,
je mnozina hornich trojuhelnikovych matic prislusného radu, jejichz prvky lezici
v téZze linii rovnobézné s hlavni diagonalou jsou shodné, tj. mnozina matic
tvaru

a b c d
0 b c
0 0 a b
0 -+ - 0 a b
0 -+ i i 0 a

Jedna se tedy o mnozinu v8ech hornich trojihelnikovych Toeplitzovych matic
prislusného radu.

Jiz d¥ive (u vysledkd, které publikoval G. R. Belitskij) jsme predstavili tvar
matic, které komutuji s Weyrovym blokem piislusnym k jistému vlastnimu
¢islu. Pripomenme, Ze se jedna o horni trojuhelnikové blokové matice, jejichz
nenulové bloky A;; jsou tvaru

Al .
Aij:( ’+83+1 I), pro 1<i<j<t-—1,

kde na misté * jsou matice o libovolnych prvcich. Pokud by charakteristicka
¢isla pifslusnd k témuZz vlastnimu ¢islu byla shodna, bylo by A;; = A1, 41,
1 <1< j<t—1, tedy bloky v téze linii rovnobézné s hlavni diagonalou bloku
jsou shodné.

Nasledujici strany knihy jsou vénovany souvislostem mezi komutativitou
kone¢né mnoziny matic a jejich sou¢asnym prevedenim na trojuhelnikovy tvar.
Nejprve je uvedeno obecnéjsi tvrzeni, Ze pro mnozinu Ay, As, ..., A navza-
jem komutujicich matic nad algebraicky uzavienym polem existuje matice C'
takova, ze matice C~14;C, i =1, 2, ..., k, jsou horni trojihelnikové. Poté je
formulovéana véta, kterou jsme jiz zminili, Ze existuje takova matice C, Ze matice
C~'A,C ma Weyrtv kanonicky tvar a matice C ' 4;C, i = 2,3, ..., k, jsou
horn{ trojtuhelnikové. Skutecnost, ze tuto vlastnost nema Jordantv kanonicky
tvar, je doloZena konkrétnim pifkladem (na dvojici komutujicich matic).
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Dalsi partie pojednavé o dualité mezi Jordanovym a Weyrovym kanonickym
tvarem.

The duality enables one to mentally flip back and forth between the two
forms and decide which form may be the better in a particular circumstance
(e.g., notationally or computationally). (JOCV1] str. 74)

Po jejim skonceni se v monografii nachézi priblizné dvoustrankova paséaz
vénovand historii Weyrova kanonického tvaru (zminény jsou jména Weyr, Be-
litskij, Shapiro, Sergejcuk, v souvislosti s pouzitim jiného terminu opét Belitskij
a Sergejcuk a dale O’Meara, Vinsonhaler, Watanabe a Harima).

V poslednim paragrafu druhé kapitoly je predstaven algoritmus pro vypo-
¢et Weyrova kanonického tvaru pro nilpotentni matici (bez znalosti Jordanova
kanonického tvaru) a ten je demonstrovan na dvou konkrétnich piikladech.

Posledni ¢asti druhé, z hlediska ¢eské matematiky zfejmé nejzajimavéjsi ka-
pitoly je jiz zminéna bibliografickda poznamka. V kapitole nazvané The Weyr
Form byla volba matematika, kterému bude vénovana pozornost, ziejma. Jedné
se o stru¢ny zivotopis Eduarda Weyra (str. 94-95). Je uvedeno misto a den jeho
narozeni, zminén jeho bratr Emil, pobyty v Gottingen a v PafiZi, originalita
jeho pristupu k maticovému apardtu na evropském kontinentu, jeho dalsi od-
borné zaméfeni (projektivni a diferenciadlni geometrie) a v zavéru misto a datum
jeho tmrti. Z konkrétnich Weyrovych praci, v nichz se objevil Weyriv kano-
nicky tvar, jsou uvedeny prace Répartition des matrices en espéces et formation
de toutes les espéces a Zur Theorie der bilinearen Formen.

The latter paper is a wonderful piece of mathematics for its time, modern
and clear even by today’s standards. It is arguably the first paper in linear
algebra, as distinct from matriz theory. It is interesting that Weyr cites the
work of Frobenius, Sylvester, Cauchy, and Hermite in canonical forms but never
mentions Jordan in this context! ... So, was Weyr aware of the Jordan form?
... Jordan’s result appeared in the ... language of permutation group theory and
did not evolve into the canonical matriz form of choice until the 1930s. In
the meantime, Weyr’s form sank into obscurity. It would appear that Weyr
himself never really appreciated the utility of his own form in commutativity
problems, ... (JOCV1], str. 95)

Rovnéz v bibliografii knihy jsou, ponékud piekvapivé, uvedeny pouze tyto
dvé prace. K ospravedlnéni autorti véak uvedme, Ze kniha je vénovana piede-
v8im Weyrovu kanonickému tvaru, nikoliv obecné rozpracovani Weyrovy teo-
rie charakteristickych ¢isel. V druhém Weyrové francouzsky psaném c¢lanku
z roku 1885 Weyruv typicky tvar uveden nebyl. Pro¢ nebyl zminén ¢esky spis
O theorii forem bilinearngjch se mizeme jen domnivat. Ziejmé nas napadne, ze
dtavodem je jazykova bariéra.

Treti kapitola, nazvana Centralizers, se do hloubky vénuje mnoziné vsech
matic komutujicich s Jordanovym a predevsim s Weyrovym kanonickym tva-
rem. Za¢in studiem vlastnosti mnoziny C(A) vSech matic komutujicich s libo-
volnou danou ¢tvercovou matici A fadu n nad algebraicky uzavienym polem.
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Tato mnozina tvofi podalgebru prostoru vSech ¢tvercovych matic fadu n. Di-
menze tohoto podprostoru lze vyjadrit, jak jiz bylo fec¢eno, jako soucet ¢tverci
vSech charakteristickych ¢isel, ktera prislusi ke viem vlastnim &islim matice A.
Monografie pracuje opét pouze s nilpotentni matici. Dimenze prostoru vsech
matic komutujicich s danou nilpotentni matici A je tedy

dim C(A) =n? +n +... + 17,

kde (n1, 12, ..., n:) je Weyrova charakteristika matice A (prislusna jedinému
vlastnimu ¢islu 0). Monografie uvadi také vypocet této dimenze s pomoci prvk
Segreovy charakteristiky (&1, &2, ..., &;), neboli tzv. Frobeniovu formuli:

dim C(A) = & +3& +5& + ...+ (2k — Déx + ... + (2¢ — 1)&,.
Rovnost
WA+ A =6+ 3658+ 4+ 2k — 1)+ ...+ (2 - 1),

plati obecné pro jakékoli dualni posloupnosti (&1, &2, ..., &) a (1, m2, ..., ).

Je-li tedy napiiklad Weyrova charakteristika dané matice piislusna nu-
lovému vlastnimu &slu (5, 2, 2, 1), je odpovidajici Segreova charakteristika
(4,3,1,1,1) a3

dimC=52+224+224+12=44+3-34+5-1+7-14+9-1=34.

Pi studiu prostoru C(W) a C(J), kde W, resp. J znaci Weyruv, resp. Jor-
dantv kanonicky tvar matice, jsou opét vyzdvihovany nékteré kvalitnéjsi vlast-
nosti prvné jmenovaného tvaru.

The Weyr form is superior to the Jordan form when it comes to centralizers.

([OCV1], str. 96)

Jiz v druhé kapitole p¥itom bylo k této otézce napsano:3°

If the authors had to pick out just one feature of the Weyr form that makes
it so useful for our later applications, better than the Jordan form, they would
go for the description of the centralizer of a nilpotent Weyr matrix.

([OCV1], str. 66)

Ctvrta kapitola The Module Setting je z velké Casti vénovana teorii mo-
dult, ktera je zde vybudovana od svych zakladt. V jeji posledni t¥etiné je dan
Weyrtav kanonicky tvar do souvislosti s tzv. von Neumannovymi regularnimi
okruhy. Okruh R se nazyva von Neumanniv reguldrni, jestlize ke kazdému jeho
prvku a € R existuje prvek b € R takovy, ze a = aba.

379 Vzhledem k vzajemné dualité posloupnosti plati i rovnost
42432 +12 412412 =28=5+3-2+5-2+7 1.

Nevyjadruje jiz vSak dimenzi C(A).
380 V recenzi knihy v Zentralblattu (Zbl 1235.15013, John D. Dixon) je rovnéz struéné
napsano:

Part I of this book is an elementary introduction to the Weyr form, its elementary pro-
perties, and advocacy for the benefits of this form vis-a-vis the Jordan form.
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Druhéa ¢ast knihy je vénovana aplikacim Weyrova kanonického tvaru. Na
jejim pocatku je napséno:
The time has come to put the Weyr form to work. (JOCV1], str. 201)

V paté kapitole knihy, nazvané Gerstenhaber’s Theorem, je vyuzit Weyrav
kanonicky tvar k dikazu tzv. Gerstenhaberovy véty. Uvazujme pole F a prostor
v8ech ¢tvercovych matic fadu n nad timto polem. Z Cayleyovy-Hamiltonovy
véty plyne, Ze podalgebra F[A] generované jedinou matici A mize mit dimenzi
nejvySe n. Podprostor F[A, B] generovany dvéma maticemi A, B muZe mit
pii vhodné volb& matic A a B dimenzi n?. Murray Gerstenhaber roku 1961
v ¢lanku On dominance and varieties of commuting matrices |Gh2] napsal, ze
pokud pozadujeme, aby matice A a B byly komutujici, potom tato dimenze opé&t
nepfevysi n. Gerstenhaber (nésledovan dalsimi matematiky) dokézal uvedené
tvrzeni prostiedky algebraické geometrie. Zacatkem devadesatych let 20. sto-
leti byl tento poznatek potvrzen v feci linearni algebry v ¢lanku Vector bases
for two commuting matrices [BH1|, ktery napsali José Barria a Paul Richard
Halmos (1916-2006), a v pojednani Two-generated commutative matriz sub-
algebras [LL1], které publikovali Thomas J. Laffey a Susan Lazarus. Autofi
monografie zjednodusili dikaz dvojice Barria-Halmos, ktery vyuzival Jordantuv
kanonicky tvar, tim, ze vedle tohoto tvaru vyuzili i Weyrtav kanonicky tvar.

V Sesté kapitole se autofi vénuji pfiblizné soucasné diagonalizovatelnym
maticim. Rozpracovali zde vysledky, které O’Meara a Vinsonhaler ptedlozili
v roce 2006 v ¢lanku On approximately simultaneously diagonalizable matrices
(viz vyse). V uvodu kapitoly popisuji, jak se k problematice Weyrova kano-
nického tvaru dostali. Pfekvapivym pocateénim impulsem byl problém feSeny
fylogenetiky. Pfi studiu tzv. fylogenetickych invarianti v biomatematice, kon-
krétné v praci Phylogenetic invariants for the general Markov model of sequence
mutation [AR1]38! z roku 2003, jejimiz autory jsou Elizabeth S. Allman a John
A. Rhodes, bylo nutné fesit otdzku, kdy je kone¢né skupina komutujicich ma-
tic priblizné soucasné diagonalizovatelna. Na zékladé studia tohoto problému
zavedli O’Meara a Vinsonhaler pojem H-form a sepsali jmenovany ¢lanek z ro-
ku 2006, v némz ,znovuobjevili“ Weyruv kanonicky tvar. Po péti letech mu
vénovali uvazovanou monografii.

Soucasti této kapitoly je také osmistrankova paséz pojednavajici o fyloge-
netice. S jejim napsanim pomohla Elizabeth Allman.

Posledni kapitola propojuje studovanou problematiku s algebraickou geo-
metrif.

But what has algebraic geometry got to do with our linear algebra problems?
Quite a lot, as it turns out, because the ASD (approzimate simultaneous dia-
gonalization) question for k commuting n x n matrices over C .... is equivalent

to the irreducibility of a certain affine variety of matrices over C.
([OCV1], str. 309)

381K autoriim se tato problematika dostala s pomoci vyznaéného fylogenetika Mika Steela
(nar. 1960).
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Monografie Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matriz Problems
through the Weyr Form se nestala pouze jednou v fadé mnoha knih vénovanych
linearni algebtfe. Evidentné neztstala bez povsimnuti, povédomi o jeji existenci
se rychle rozsifilo mezi algebraickou komunitou.3%?

Pripojme hodnoceni monografie Rogera Horna, kterému je v praci vénovano
podékovani za cenné pfipominky b&hem vzniku publikace:333

That book is the best publicity for Weyr’s ideas that has ever been published.

Na pocatku roku 2013 bylo publikovano druhé vydani monografie
e Matriz Analysis [HI1],

kterou napsali Roger A. Horn a Charles R. Johnson. Jedné se o zna¢né piepra-
covanou verzi prvniho vydani z roku 1985.3%4

Nahlédneme-li do prvniho vydani, s Weyrovou charakteristikou ¢i Weyro-
vym kanonickym tvarem se v ném nesetkame. Roger Horn, hlavni autor prace,
totiz tehdy Weyrovy vysledky neznal:38

I did not know about Weyr or his characteristic in the early 1980s, when
I worked on the first edition of Matrix Analysis. I had learned nothing about
him or his work as a student. I think I first became aware of Weyr and his
work through correspondence with Viadimir Sergeichuk in Kiev, starting in the
early 1990’s. I shared my version of the history of the Weyr form with Kevin
O’Meara, who incorporated them into historical remarks on pp. 80-82 of his
new book ...

V druhém vydéani vSak je situace zcela odlisna:

When I rewrote the sections of Chapter 3 dealing with the canonical forms
for similarity, I recast the exposition in terms of the Weyr characteristic. This
s a big change from the first edition, and I hope that readers will find it a clearer
way to understand the basic similarity invariants of complex matrices.

Jedna se o preformulovani vysledkii o kanonickych tvarech s vyuzitim po-
znatkt Weyrovy teorie charakteristickych ¢isel. Sami autofi v pfedmluvé k dru-
hému vydéani uvadéji, ze 3. kapitola obsahuje z Sedesati procent novou latku.
Uvedme pro srovnani nazev 3. kapitoly a jejich podkapitol v prvnim vydani
a v druhém, takika o tficet let mladsim vydani:

3 Canonical forms
3.0 Introduction

3.1 The Jordan canonical form: a proof
3.2 The Jordan canonical form: some observations and applications

382 Soudime tak na zakladé emailové korespondence, ktera probéhla piiblizné rok po zve-
nachézime v seznamech prament nejnovéjsich odbornych ¢lanki.

383 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (¥ijen 2012).

384 Kniha byla roku 1989 publikovana v rustiné pod nazvem Matricnyj analiz.

Dékujeme Rogeru Hornovi, ktery autorce této monografie poskytl jiz v fijnu roku 2012

kopii tfeti, z hlediska Weyrovych vysledku stézejni kapitoly pfipravovaného druhého vydani.

385 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (Fijen 2012). Totéz plati i pro
uryvek néasledujici.
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3.3 Polynomials and matrices: the minimal polynomial
3.4 Other canonical forms and factorizations
3.5 Triangular factorizations

3 Canonical Forms for Similarity and Triangular Factorizations
3.0 Introduction
3.1 The Jordan canonical form theorem
3.2 Consequences for the Jordan canonical form
3.3 The minimal polynomial and the companion matrix
3.4 The real Jordan and Weyr canonical forms
3.5 Triangular factorizations and canonical forms

Weyrova charakteristika je pfitom zavedena jiz v podkapitole 3.1, a to po-
moci rozdilu hodnosti (nikoli nulit) matic (A —AE)* a (A—AE)*~!. K termino-
logii poznamenejme, Ze monografie pouziva v podstaté ,nase” terminy: Weyr
characteristic, Weyr block ¢i Weyr canonical form.

Zduraznény jsou opét dveé specifické vlastnosti Weyrova kanonického tvaru:
jednak jednoduchy tvar matic, které s nim komutuji, a déle existence inverti-
bilni matice, ktera prevadi podobnou transformaci kone¢nou mnozinu navzajem
komutujicich matic na horni blokové trojuhelnikové matice, z nichz jedna je ve
Weyrové kanonickém tvaru.

Soucésti 3. kapitoly je i doporucena literatura pro dalsi ¢etbu. Zminény
jsou opét nam znama jména: Weyr, Shapiro, O’Meara, Clark, Vinsonhaler,
Belitskij, Sergejéuk. V souvislosti s vétou o pfevodu matice na horni trojuhel-
nikovou matici pomoci podobné transformace je zminén ¢lanek On unitary
equivalence [Lt2], ktery napsal britsky matematik Dudley Ernest Littlewood
(1903-1979). Z Weyrovych praci jsou opét zminény pouze Répartition des
matrices en espéces et formation de toutes les espéces a Zur Theorie der bi-
linearen Formen, v seznamu literatury na konci knihy dokonce zadna Weyrova
prace uvedena neni.

Roger Horn je vsak s existenci ¢eského spisu i druhého francouzsky psaného
¢lanku z roku 1885 obeznamen.3%6

Yes, I knew about the Czech language predecessor of the famous German
Weyr paper, but of course I could not read it. I have copies of the two Comptes
Rendus Paris announcements in my files ...

Podotknéme, Ze kniha obsahuje fadu otazek urcenych k zamysleni nad té-
matem a ze se Weyrova charakteristika vyskytuje i mimo tfeti kapitolu.

Jiz prvni vydani knihy fadime mezi vyznacné publikace linearni algebry.
Patfi mezi Casto citované monografie, je pouzivana na Skolach. Totéz se ocekava
i od nové verze publikace. V této souvislosti citujme slova, jejichz autorem je
Zhongshan i z Georgia State University a ktera jsou uvedena na deskich
monografie:

386 7 emailové korespondence s autorkou této monografie (Fijen 2012).
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The second edition of Matrix Analysis by Horn and Johnson is a significant
enhancement (featuring a large number of recent research results, new and
tlluminating approaches, a comprehensive summary of basic linear algebra and
matriz theory, hints on some problems, and a highly detailed index) of the
hugely successful and widely used first edition. It is a monumental contribution
on the theory and applications of matrices. I had the honor of using some
chapters of the draft of the second edition in my Advanced Matriz Analysis
class at Georgia State University. I am certain that the second edition of Matrix
Analysis will be the standard graduate textbook and an indispensable reference
book on matriz theory for many years to come.

Obdobny nazor na roli knihy mezi studenty vyslovil i Frank Jerry Hall.
Uvedme jeho odpovéd na otazku, zda je Weyrova charakteristika vyucovana
na univerzitach v Americe.?87

Ne, ne ... nyni vsak mdme druhé vyddani Hornovy a Johnsonovy knihy, kterd
je pouZivdna v mnoha Skoldch, takZe nyni vyucovdina bude.

Da se tedy ocekavat dalsi prohloubeni povédomi o Weyrovych vysledcich
mezi studenty a nasledkem toho i v §irsi matematické komunité.

Na zavér uvedme pro ¢eského ¢tenare milou skutecnost. Monografie Matriz
Analysis mé ,,Ceské kofeny*, oba autori jsou doktorandy v ¢eskych zemich naro-
zenych matematikii. Skolitelem Rogera Horna byl Charles Loewner, Skolitelkou
Charlese Johnsona byla Olga Taussky-Todd.388

6.10 Z korespondence se zahrani¢im

Nechme nyni vypravét hlavni aktéry pribéhu, kteri siti Weyrovu teorii cha-
rakteristickych ¢isel v zahraniéi. Jejich slovy pripomenme nékteré mezniky
v jeji dosavadni historii. Nésledujici aryvky pochézeji z emailové korespon-
dence s autorkou této monografie, a to, neni-li uvedeno jinak, z prelomu let
2012 a 2013.3%9 Jsou ponechany v originalnim znéni (s pifpadnymi jazykovymi
prohfesky); u autort, jejichz rodny jazyk neni angli¢tina, prosime o pfihlédnuti
k této skute¢nosti.??"

Nasledujici citace dokladaji, ze Weyrovy vysledky byly po vice nez sto let
opomijeny, nékde takika zapomenuty. Dokonce i autofi, ktef s nimi pracovali,

387 7, osobniho rozhovoru s autorkou této monografie (prosinec 2012); citat je uveden v au-
tor¢iné prekladu z angli¢tiny. Dékujeme F. J. Hallovi za upozornéni na pfipravované nové
vydani uvazované monografie a zprostiedkovani kontaktu s jejim autorem R. Hornem.

388 Charles Johnson na svou byvalou gkolitelku zavzpominal slovy, kterd byla otisténa
v ¢&lanku In memoriam: Olga Taussky-Todd [LM1]|, jehoz autorkami jsou Edith Hirsch
Luchins (1921-2002) a jeji studentka Mary Ann McLoughlin.

. she had rather particular ideas about mathematical writing. No pictures or diagrams
were allowed, and, much as I wanted to write “n X n” to describe the dimensions of a matriz
in my thesis, it had to be "n-by-n". I, and my students, still write “n-by-n”. ([LM1], str. 840)

Muzeme potvrdit, ze matice Fadu n jsou v monografii Matriz Analysis z roku 2013 skuteéné
znaceny ,,n-by-n‘ matice.

389 Nekteré citace byly pozdéji s nékolikamési¢nim nadhledem mirng modifikovany.

390 P¥ipomenime, ze kratké pasaze z dopisii od nékterych autorit (Hans Schneider, Roger
A. Horn, Helene Shapiro, Judith J. McDonald, Lindsay N. Childs, Frank J. Hall) jiz byly
citovany v pfedchézejicich ¢astech 6. kapitoly.
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neptisli do styku s Weyrovymi originalnimi texty a neziskali alespon zakladni
povédomi o historii pfislusnych pojmu. Pouze nékteii z nize uvedenych mate-
matiki se o Weyrové teorii dozvédéli béhem kurzt na univerzitach, znalost této
problematiky byla vétSinou pfedavana tustné mezi jednotlivei nebo studovana
z nékolika malo praci, které Weyrovy vysledky obsahuji. Bude proto zajimavé
sledovat, jaky osud je ¢ekd v dalsich letech, v obdobi nasledujicim po vydéani
vyznamnych monografii Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matriz
Problems through the Weyr Form a Matriz Analysis, které Weyrovy vysledky
propaguji.

Vime, Zze podstatnym zlomem pro Sifeni Weyrovy charakteristiky bylo zve-
fejnéni ¢lanku The Weyr characteristic v roce 1999, ktery napsala Helene Sha-
piro a za jehoz zrodem stal Roger Horn:

After I learned about Weyr from Sergeichuk, I became editor of the American
Mathematical Monthly. One of my editorial projects was to find someone to
write a paper about the Weyr form, and eventually Helene Shapiro took on the
task. Her expository paper appeared in the Monthly in 1999, and I think it was
widely read and appreciated.

EE

vy¢ist zjejich vzpominek na odbornou praci v problematice Weyrovy teorie:

The linear algebra courses I took as an undergraduate and graduate student
included the Jordan canonical form and the Segre characteristic, but not the
Weyr form. I first learned of the Weyr form and Weyr characteristic from Hans
Schneider, when I spent the 1979-80 year at the University of Wisconsin, and
I think he mentioned the book by Turnbull and Aitken (published in 1952).

About a decade later, Roger Horn invited me to write a survey article on
canonical forms under unitary similarity for a special canonical forms issue
he was organizing for LAA (Linear Algebra and Its Applications). We were at
a SIAM conference, and I asked several people for information and references—
and each person referred me to work by different authors. When I read these
papers, I found that some of the central ideas had been re-discovered several
times. In particular, the starting point for these canonical forms under unitary
similarity was to use the dimensions of null spaces of increasing powers of
a nilpotent matriz (or, equivalently, dimensions of the range spaces). I then
remembered learning about this approach from Hans Schneider, and that he
had called it the Weyr characteristic. As best I can recall, I think I then looked
this up in Turnbull and Aitken, or perhaps also in MacDuffee’s book, and then
obtained copies of the two Weyr papers listed as References 131, 132 in my
1991 survey article.

Later in the 1990°s I again saw Roger Horn at a conference — at the time,
he was the editor of the American Mathematical Monthly and asked me if I was
interested in submitting something. I wanted to write an expository article on
the Weyr characteristic and the Weyr form. I knew that it was not included in
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typical linear algebra texts, but I had seen it used for algorithms in numerical
linear algebra. However, I had not seen it named as the “Weyr characteristic”.
I wanted to make these ideas, and the attribution to Weyr, better known to
the general mathematical audience. Since I had never learned about the Weyr
approach in my undergraduate or graduate courses, I figured it would be new
information for most readers of the Monthly, and yet the mathematical level
was accessible to an undergraduate audience.

I did not know that Eduard Weyr was Czech. The two Weyr papers I had
were in French and German. In fact I am not even certain how to correctly
pronounce the name “Weyr” — I once asked Hans Schneider and, at the time,
he said he wasn’t sure either.

I suspect the reason the Weyr characteristic has become better known in
the past 25 years is because of its role in computational linear algebra. It
is calculated from the dimensions of the null spaces of powers of a matrix;
this can be computed directly in a numerically stable way. Once you have the
Weyr characteristic, the Segre characteristic is easily found from the conjugate
partition.

The Segre characteristic, which gives the sizes of the blocks of the Jordan
canonical form, comes from the dimensions of the cyclic sub-modules in the
structure theorem for modules over Fuclidean domains. So the Jordan normal
form and Segre characteristic fit naturally into an abstract algebra course, as
an application of the structure theorem for finitely generated modules over
a Fuclidean domain.

Most introductory linear algebra courses in this country do not get far
enough to present either of these canonical forms, and most undergraduate
math magjors do not take a second course in linear algebra. However, the under-
graduate math major usually includes some abstract algebra courses, and the
Jordan canonical form may be included there.

EE S 3

Skutecnost, ze Weyrova charakteristika neni béznou soucasti kurza linearni
algebry a ze se k ni matematikové vétsinou dostavaji samostudiem, potvrdil
také Lindsay N. Childs. RovnéZz on napsal sviij nazor na rozsiteni Weyrovych
vysledkii.

I learned the terminology of Weyr characteristic from books on matriz theory
by C. C. MacDuffee (The Theory of Matrices, 1933, Vectors and Matrices,
1943) ... which I read as an undergraduate student in 1962 at Wesleyan
University in Connecticut, USA. Wesleyan was a small college (800 students)
and didn’t have a course in linear algebra and matriz theory that covered the
Jordan and rational canonical forms. So I learned it on my own from those
books and from H. Schwerdtfeger, Introduction to Linear Algebra and the Theory
of Matrices, 1950 (in which Weyr’s name does not appear).

When I went Cornell Univ. for my Ph. D., I relearned the theory out of
Hoffman and Kunze, Linear Algebra (1961),2°1 which also does not mention

391 Jedna se o knihu [HK1].
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Weyr. Hoffman and Kunze’s book remains the standard textbook in many
US universities for linear algebra courses that present the Jordan and rational
canonical form theory. I've taught that course from Hoffman and Kunze maybe
ten times ...

No one else I knew at Wesleyan knew, or at least talked about, canonical
forms for matrices, and mathematicians and students of mathematics who
learned their linear algebra from Hoffman and Kunze would not have heard
of Weyr ...

I just browsed through my collection of books on linear algebra and couldn’t
find a reference to Weyr in any of them ... If he had a hand in the development
of the rational canonical form for matrices, then his work was important.
But I can’t find any reference to Weyr in comprehensive books in English on
history of mathematics. They seem to credit Cauchy ..., Jordan ... and especially
Frobenius ... for the development of the the canonical form theory of matrices.

* ok X

V obdobném duchu se vyjadfil i Ross Lippert, autor ¢lankt The Jordan
forms of AB and BA a Fizing multiple eigenvalues by a minimal perturbation.

First, let me say that I did not know that Weyr was Czech or any of the
history of the characteristic, although I had judged that it was a 19th century
result ... I did not receive any training in the Weyr characteristic. Unfortunately
it is not taught. On the other hand, the Jordan form, which is taught, is some-
thing most people do not pay much attention to. The term “Segre characteristic”
is not even mentioned.

I, for one, did not pay much attention to non-diagonalizable systems un-
til my advisor (Alan Edelman) got me onto them in graduate school, as he
was working with Bo Kagstrom and Eric Elmroth on such problems. I thought
at the time, as I do now, that the Weyr characteristic was somewhat easier to
understand, as it can be described purely in the context of the ranks (or nullities,
equivalently) of powers of matrices. It is quite easy to deduce its properties
by considering such things. I recall receiving this description from Alan and
thinking “oh, this is what all that Jordan stuff was about”. As you see in my
AB~BA paper, the theorems are all based on deductions from powers of AB
and BA, which result in assertions about the Weyr characteristic, which I
then translate, via auziliary lemmas into more familiar Jordan/Segre terms.
An earlier paper by Flanders, who originally solved the problem, also reasons it
out by matrixz powers, but Flanders has to struggle somewhat more because his
lack of Weyr characteristic knowledge forces him to have to take bigger steps
m reasoning ...

I didn’t read the original paper until much later (mostly out of curiosity).
Helene Shapiro’s article is really a very nice introduction to it. ...

.. mathematicians who aren’t working in my area ... certainly do not know
anything about Weyr. ... my co-author on the AB~BA paper, Gil Strang ...
posed the problem to me, and I think, learned something about how useful the
Weyr characteristic was in the process of writing the paper. I believe he did
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know the Weyr characteristic before we started working on the paper, but had
never seen it in action, and he’s a leading expert in linear algebra.

EE

Alan Edelman, zminény v posledni ukazce, je dalsi z téch, které ovlivnila
Helene Shapiro:

I admit that I was using the concept for a little while before I stumbled on
Helene Shapiro’s very nice paper, and that is when I started to use the term
Weyr characteristic in my own work. In fact, I think years ago I heard Helene
Shapiro speak — and that was when I learned the term.

... T was delighted to find out that these numbers associated with matrices
did indeed have a name!

EE

Rovnéz Erik Elmroth, zastupce $védské skoly, pouzival Weyrovu charakte-
ristiku aniz by s ni byl hloub&ji seznamen.3%2

I must admit that I have not studied Weyr’s work in much detail although the
Weyr characteristics was very central to our work. I'm not sure how I was first
introduced to the Weyr characteristics, but it may have been through the collabo-
ration with Alan Edelman [1] ... but it may also have been through literature
before that, when the Weyr characteristics was really a good complement to
the geometric characteristics we studied in [2]. T know that I normally cited
C. C. Mac Duffee “The theory of matrices”, 1956, when referring to the Weyr
characteristics but this is probably not where I first found them. (Are they men-
tioned in the Gantmacher books? If so, this is probably where I first learned
about them as this was very close to my starting point for this problem ...)

P

Daniel L. Boley, jenz v ¢lanku The algebraic structure of pencils and block
Toeplitz matrices (1998) porovnaval nékolik riznych posloupnosti (Weyrovu
a Segreovu charakteristiku, posloupnost Kroneckerovych indexi atd.), napsal:

When I was studying those algebraic indices, my interest was in attempting
to expose the relationship between those different indices as special cases of
algebraic objects in their own right.

I was also interested in how the indices changes upon small perturbations
to the matrices, leading to the interest in majorization of sequences. It is in-
teresting that these different indices were developed independently by different
mathematicians and that it took a long while to see their relationships.

EE

392 V textu referovanymi publikacemi [1] a [2] jsou mysleny ¢lanky

[1]: Edelman A., Elmroth E., Kagstrom B., A geometric approach to perturbation theory of
matrices and matriz pencils. Part II: A stratification-enhanced staircase algorithm [EEK1];

[2]: Elmroth E., Kagstrom B., The set of 2-by-3 matriz pencils — Kronecker structures and
their transitions under perturbations [EK1].
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Navzajem podobné, avSak oproti zpravam z jinych zemi odlisné odpovédi
napsali $panélsti matematikovée (M. A. Beitia, A. Compta, J.-M. Gracia,
I. de Hoyos, F. E. Velasco). Vesmés se shodli, ze Weyrova charakteristika je
v jejich pracovni skupiné Linear Algebra Group tvofené nejen jmenovanymi
matematiky bézné pouzivana, nékteri znali i matematiky obezndmené s touto
posloupnosti pracujici mimo uvazovany kolektiv. Néktefi rovnéz védéli, po kom
je Weyrova charakteristika pojmenovana.

Stézejnimi osobnostmi Linear Algebra Group jsou Juan-Miguel Gracia, za-
kladatel skupiny, a jeho zadk Ion Zaballa. SAm Gracia, ktery Weyrovu cha-
rakteristiku poprvé studoval v roce 1972 ze Spanélského vydani Fundamentos
de Algebra Lineal Mal’cevovy knihy Osnovy linejnoj algebry, napsal, ze vdéci
svému studentovi za osvétleni dulezitosti Weyrovy charakteristiky. Inmaculada
de Hoyos byla s touto charakteristikou obezndmena v roce 1984, kdy zapocala
pod vedenim dvou zminénych profesoru sva doktorska studia. Rovnéz Alberta
Comptu do problematiky zasvétil Ton Zaballa. Maria A. Beitia uvedla, Ze se po-
prvé o Weyrové charakteristice dozvédéla z ¢lanku Wolfganga Brandenbusche,
i ona zminuje svij vyzkum v ramci Linear Algebra Group.

L S 3

Svou cestu profesnim Zivotem, ktera vyustila, mimo jiné, v zajem o Wey-
rovu charakteristiku pro svazky matic, popsal Nicos Karcanias (City University
London) v nasledujicim vzpominkovém textu, ktery nazval Weyr Characteristic

and Matriz Pencil Theory:3%3

I have completed my PhD in 1976 and towards the end of my studies I have
developed a strong interest in the classical Matriz Pencil Theory [1] and its
applications to Linear Systems. The algebraic work of Rosenbrock [2] and the
geometric way of thinking of my PhD thesis supervisor Alistair MacFarlane [3]
have motivated me to develop an approach for the characterization of the
fundamental concepts of invariant spaces of the Geometric Theory [4], [5] using

393 Tyto vzpominky pochézeji z kvétna 2014.

V textu referované publikace [1], [2], ..., [11] jsou po Fad& nasledujici prace:

[1]: Gantmacher F. R., Teorija matric [Gnl] (anglicky pieklad z roku 1959);

[2]: Rosenbrock H. H., State Space and Multivariable Theory [Rsl|;

[3]: MacFarlane, A. G. J., Multivariable feedback: a personal reminiscence [Mf1];

[4]: Wonham W. M., Linear Multivariable Control: A Geometric Approach [Wol| (2. vydani);

[5]: Willems J. C., Almost invariant subspaces: An approach to high gain feedback design —

Part I: Almost controlled invariant subspaces [Wil],

resp. Willems J. C., Almost invariant subspaces: An approach to high gain feedback

design — Part II: Almost conditionally invariant subspaces [Wi2];

[6]: Karcanias N., Matriz pencil approach to geometric system theory [Kall;

: Jaffe S., Karcanias N., Matriz pencil characterization of almost (A, B)-invariant subspaces:

A classification of geometric concepts [JK1];

[8]: Turnbull H. W., Aitken A. C., An Introduction to the Theory of Canonical Matrices [TA1];

[9]: Karcanias N., Kalogeropoulos G., On the Segré, Weyr characteristics of right (left)
regular pencils [KK1];

[10]: Karcanias N., Kalogeropoulos G., Right (left) characteristic sequences and column (row)
manimal indices of a singular pencil [KK2];

[11]: Karcanias N., On the characteristic, Weyr sequences, the Kronecker invariants and
canonical form of a singular pencil [Ka2].

IR
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matriz pencils [6], [7]. During 1976-1980 period I was a Research Fellow in the
Control Group of University of Cambridge and it was then I have developed
a strong interest on the further development of the classical Matrixz Pencil
Theory. The book of Turnbull and Aitken [8]: “An introduction to the theory of
canonical matrices” (1932) has been one of the classical sources where I have
seen references to the Weyr characteristic in the context of the computation of
the Segre characteristic defining the degrees of the elementary divisors and thus
also of the Jordan form of a square matrixz A.

The definition of the Weyr characteristic of A as the partition of the successive
differences in nullity (rank) in the matriz powers (A—AX[)P, p=20,1,2, ... of
the total multiplicity of the eigenvalue and then the characterization of the Segre
characteristic as its conjugate partition, has motivated me to extend such
results to the case of general reqular and singular matriz pencils \F'— G. These
generalizations were published in a series of 3 papers and dealt with regular
pencils and characterization of elementary divisors (extension of the results
for the standard eigenvalue problem) [9], generalization of the theory to the
case of column and row minimal indices [10] and then the characterization
of Kronecker canonical form [11]. Central to this analysis in both elementary
divisors and minimal indices was the use of sequences defined by the nullities
of Toeplitz matrices based on the pair (F, G). It was shown that such sequences
are piecewise arithmetic progressions, that is arithmetic progression in intervals
and with discontinuity points characterizing the values of respective discrete
invariants. The analysis of properties of such sequences has then provided
an extension of Weyr-Segre characteristic classical result to the general case
of matriz pencils and has unified the characterization of two different types
of discrete algebraic invariants in tems of an analysis of singular points of
piecewise arithmetic progression sequences.

EE

Podstatnou roli pro rozsifeni Weyrova kanonického tvaru hral Genrich
Belitskij, ktery jej pouzil pfi prevodu koneéné mnoziny matic na kanonicky
tvar.

The Weyr normal form is wvery important for the construction of the
algorithm. Indeed nobody introduced me to the Weyr theory. I rediscovered it as
understood properties I needed (the Jordan n. f. does not satisfy them).

x K ok
Ideje Genricha Belitskiho tspésné rozsitil Vladimir Sergejcuk, ktery jako

jeden z prvnich matematiki pouzil v terminu oznacujicim uvazovany kanonicky
tvar Weyrovo jméno.

Genrich Belitskii constructed an algorithm that reduces a pair of matrices
to canonical form. He used a matriz (which I later called “Weyr’s matriz”)
that is permutationaly similar to a Jordan matriz and such that all matrices
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commuting with it are block triangular. My first paper about Belitskii’s algo-
rithm is Classification of pairs of linear operators in a four-dimensional vec-
tor space (with D. V. Galinskii) ..., 1993, in which I used Weyr’s matrices
of size 4 x 4 but I did not call them “Weyr’s matrices”.

In later versions I used the term “Weyr’s matrices”. (I decided to call the
matrices from Belitskii’s algorithm by Weyr’s matrix since they can be defined
via the Weyr characteristic. I did not know that they appeared in Weyr’s papers.
I read about the Weyr characteristic in one of the books on matriz theory) ...
When I introduced the term “Weyr’s matrices” I did not know anything about
Weyr; I knew only Weyr’s characteristic.

k* ko

Kdyz jsme pozadali o informace o Weyrové kanonickém tvaru Junza Wata-
nabeho, ktery jej spolu se spoluautorem Harimou oznacoval terminem second
Jordan canonical form, neuvédomili jsme si, ze by zminéni autofi ani dnes,
kdy jsou jejich préace citovany v monografii vénované Weyrovu kanonickému
tvaru, nemuseli své ideje s ¢eskym matematikem spojit. Odpoved potvrdila
prisloveénou japonskou zdvofilost.

Thank you for your interest in our paper. I am afraid ... you have confused
Hermann Weyl with Eduard Weyr. H. Weyl was ... Perhaps I could tell some-
thing about H. Weyl’s work but I did not know the name Weyr upto now. I am
sorry about that.

Po omluvé a vysvétleni nedorozumeéni prisla tato odpoved.

I was very much surprised to read your second mail. It is a very pleasant
surprise. I did not realized you were talking about the “second Jordan canonical
form”. I “discovered” it myself, but I am not surprised if someone had discovered
or used it before.

Velmi mile zavzpominal na vznik monografie o Weyrovu kanonickém tvaru
Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matriz Problems through the Weyr
Form Kevin C. O’Meara, jeden z jejich autorti. Popsal postupné seznamo-
vani autort, jejich vleklé potize pfi tvorbé, mista jejich setkavani atd. To vse
,okofenil* fadou osobnich pociti. Své paméti pojmenoval My recollections of

rediscovering the Weyr form:3%%

In Mathematics, as in life, chance meetings can determine important out-
comes. It was largely by chance that Chuck Vinsonhaler and I met in late 1974.
At that time, for reasons unrelated to mathematics, Chuck wished to put a great
distance between himself and the U.S.A. He chose New Zealand because a friend
of his in the U.S. was from New Zealand. Chuck and I had no prior contact.
Officially, of course, Chuck’s mission was mathematics. He had worked out

394 Vzpominky pochéazeji z biezna 2014.
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that I was based in Christchurch, New Zealand and we had a common inter-
est in ring theory (how he found out I don’t know because I was a fairly ob-
scure ring theorist then). I don’t think he and I did much of mathematical
significance during his five month wvisit to the University of Canterbury,
Christchurch, but we got on very well socially. At that time, I was a part-owner
of a pretty smart young racehorse “Ho Ho King”. So Chuck and I did spend
quite a bit of time at bars and racetracks! This was the beginning of a lifelong
friendship and led to several fruitful joint mathematical projects. Chuck was
a faculty member of the University of Connecticut in Storrs, U.S.A., where
I spent part of my sabbatical leave in 1978, and also my full sabbatical leave
in 1986. (My younger daughter, Nathania, was born in Connecticul that year.)
Chuck and I had a close working relationship and a shared sense of humour.
I have fond memories of our wine tours in Sonoma (California), Marlborough
(NZ), and the Hunter Valley (Australia), during which we would continue to
work on our joint mathematics research (any ‘“happy hour” always included
discussing our current mathematics project). Being close friends is an advan-
tage when doing joint research. One is less reluctant to suggest a possible argu-
ment or to ask one’s co-worker to explain a point more fully. Chuck and I would
even laugh at each other’s lapses.

The story of how Chuck and I got involved with the Weyr form begins
in 2003. I took early retirement from the University of Canterbury in February
2003 (I had been a faculty member in the mathematics department for 31 years).
Chuck, who by now was Head of Department in Mathematics at UConn,
arranged an attractive package for me at UConn (teaching plus research) for
the second half of that year. We had been working (fairly successfully) on various
separative cancellation problems in abelian groups and rings. It was our inten-
tion to continue this work at UConn in 2003. But serendipity again played
her hand. In March 2003, Mike Steel in the mathematics department at
Canterbury sent an e-mail to four of us asking a question about approximating
a collection of commuting matrices by simultaneously diagonalizable matrices.
This was connected to a paper on phylogenetics he was currently refereeing.
I knew any question Mike Steel was thinking about had to be important. I had
taught Mike algebra when he was an honours mathematics student in the early
1980’s. He was the smartest undergraduate I have ever taught. (In his final
honours exam, which covered topics such as Galois Theory and Group Repre-
sentation Theory, Mike scored 99/100. I took 1 point off because he had misspelt
“algebra”!) If I had still been a full-time faculty member in 2003, I probably
would not have had time to think very much about Mike’s question. Now that
I had more time on my hands, I began thinking more about the question. I sug-
gested to Chuck that we should look at this problem of approximate simultaneous
diagonalization (ASD) as a little “warm-up” exercise when I visited UConn later
in 20083.

Neither of us knew any thing about this area of approximate simultaneous
diagonalization. But we soon became fascinated by the problem. It became our
principal research topic for the rest of 2003. In commuting matriz problems, the
standard reduction is to put (under similarity) the matrices in upper triangular
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form. Wouldn’t it be nice if we could also have the first matrix in canonical form
(then one could perturb that matriz to get more than one eigenvalue and attempt
to match this with commuting perturbations of the remaining matrices)? We
quickly realized that this was not possible using the Jordan form. We would
need a new canonical form. The path to our rediscovery of the Weyr form had
begun. But none of this would have happened without Chuck’s mathematical
contributions and his generous support of me.

By the end of 2003, we had found our new canonical form. We were excited
about this and got a colleague, Jeff Tollefson, to take a photo of us standing in
front of a blackboard on which was drawn our sparkling matriz form (in the test
case of a nilpotent matriz of nullity 2). Chuck suggested the form be called the
“H-form”. The “H” was for “Husky”. For Americans, the “Huskies” are almost
synonymous with the University of Connecticut because of the success of its
college sporting teams named the Huskies, particularly the women’s basketball
team which regularly would finish top of the college competition in the U.S. (In
turn, so much of the billion dollar developments on campus were connected with
this sporting success.) However, it took until April 2004 before we finally got
the form exactly right. Chuck and I therefore know first-hand that, although the
Weyr form may seem fairly obvious when you see it, discovering it is entirely
another matter. Added to that, Weyr himself seemingly did not know of the
Jordan form. At least we had that advantage. It annoys me to hear some speak
of the Weyr form as “a mere permutation of the Jordan form”. It is conceptually
quite different.

Chuck and I wrote the paper “On approximately simultaneously diagonalizable
matrices” for the Journal of Linear Algebra and Its Applications 412 (2006), 3974
in October 2004. This included our description of the H-form and the fact that
gwen any family Ay, Ao, ..., Ag of commuting matrices over an algebraically
closed field, there is a similarity transformation that simultaneously puts Ay
i H-form and makes the other A; upper triangular. This was apparently
new, even when interpreted for the Weyr form (the result fails for the Jordan
form). The paper was well received. In fact, it made number 7 on a list of
the hottest 25 papers for the journal over a three month period. Despite this,
prior to 2007, no one ever told us that our H-form was the same as Weyr’s
form! Chuck and I would regularly ask the steady stream of knowledgable linear
algebra visitors to UConn about these questions. (UConn at that time was very
strong in linear algebra with the likes of Miki Neumann and Vadim Olshevsky
in the department.) I gave talks on ASD and the H-form at the University of
California, Santa Barbara in 2004, and the University of Calgary in Canada
in 2005. Despite the attendance of knowledgable people in linear algebra, no
one raised the connection with Weyr’s work.

So how and when did we eventually find out that our H-form had already
been discovered by Weyr in 18857 In early 2005, I moved from New Zealand
to Brisbane, Australia to be closer to the rest of my family. In the second half
of 2005, I returned to UConn to teach and research under a similar package
to the one in 2003, but this time arranged by the new Head of Department,
Miki Neumann. Chuck and I were still interested in ASD but in relation to
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extending Gerstenhaber’s 1961 Theorem to 8 commuting nxn matrices A, B, C
over say the complex field C: must the subalgebra C[A, B, C| generated by
A, B, C have vector space dimension at mostn? Qur approach depended heavily
on the H-form. Progress was made (we strongly suspected the answer is “no”)
but nothing earth-shattering. I returned to Australia. In 2006, Chuck suggested
we write an article on the H-form for the American Mathematical Monthly. He
thought it would be good exposure and reach a wide audience, not just specialists
wn linear algebra. I was lukewarm about the idea. I felt it would be better to write
a short monograph instead because of the difficulty of getting across the ideas
and applications of the H-form to a non-specialist audience in a short space.
Chuck thought that writing a book would be a bit daunting, particularly if we
were to include the algebraic geometry connections to the ASD problem. He then
suggested writing the AMM paper first to test the waters. I reluctantly agreed.
In October 2007, we submitted our paper “A sometimes useful alternative to
the Jordan form” to the AMM.

The report on our paper from the AMM editor, Daniel Velleman, arrived
in November 2007. He told us our H-form was already known (Weyr) and re-
ferred us to the paper “The Weyr characteristic” by H. Shapiro that had appeared
in Amer. Math. Monthly 106 (1999), 919-929. We were downhearted and even
considered giving up on the project (including the book) — maybe we should re-
turn to other areas in which we had more expertise. The referee suggested we
re-submit the paper, putting the emphasis on our applications of the Weyr form
(Shapiro had not attempted any applications of the form). Chuck and I worked
hard on the revised version and submitted “Applications of the Weyr canonical
form for matrices” (24 pages) to AMM in March 2008. Daniel Velleman replied
in June 2008 saying “Based on the reports from the referees, I think this paper
has the potential to become a good Monthly paper, but the exposition needs
to be improved.” He included the four referee reports. Three of the reports were
positive and helpful. The fourth was quite negative. The editor was very helpful
(saying the one negative report “was unfortunately not very explicit about how
the exposition should be improved”) and made detailed suggestions himself for
improvements. I then realized that even the editor was overlooking the real
difficulty, and perhaps the historical stumbling block in Weyr’s work becoming
popular. Our exposition was not the problem, it was the overly ambitious goal
of getting Weyr’s ideas across in such a forum. Chuck and I sat down and
thoroughly analyzed all four reports, including their phraseology and the names
and results they cited. We were confident we had worked out the identities of all
four referees, including the negative one. The positive reports had come from
highly qualified people. Maybe we weren’t so bad after all!

I wrote to the editor saying that I did not think it was a good idea to publish
our work in this forum. But the decision would rest with Chuck. I arqued to
Chuck that publishing the AMM paper may do more harm than good in the
promotion of the Weyr form and our book. Why watch the full movie if you
didn’t like the trailer (short version)? I also drew a horse racing analogy. My
brother Brian was quite a famous horse trainer (one of his horses “Christian
Cullen” regularly featured in the national news). One ongoing problem Brian
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had was with owners wanting to race a horse when the horse was not ready
(this can seriously impair the horse’s later racing and risks injury) or when the
stakes were not big enough — “let me set him for this $1,000,000 race” he would
say. I felt our exposition of the Weyr form needed more time and space, and
an even bigger audience (a bigger stakes race). The paper was not re-submitted,
much to Chuck’s disappointment (to him there would be a lot of prestige with
a publication of this sort in AMM). Work on the book would continue (we
had already started late 2007). In retrospect, Chuck’s suggestion to publish in
the AMM was a good one because we learnt so much in the process about the
history of the Weyr form and the need to be very careful with its description.
Why doesn’t this Weyr form catch on even after 120 years?, we asked.

In late 2007, Chuck was having some health problems and suggested we
recruit a third co-author for our book “Advanced Topics in Linear Algebra:
weaving matrix problems through the Weyr form” (although that was not the
proposed title then). I was also being hampered by no longer being affiliated with
a university mathematics department (and the associated access to libraries
etc). For various reasons, we asked John Clark from the University of Otago,
Dunedin, New Zealand to join us. It was a good decision. Neither Chuck nor
I had ever worked with John, and didn’t know him all that well. I had corre-
sponded with John over the years. But although our universities in NZ were
only some 200 miles apart, we met only twice between 1970 and 2000; once at
a conference in Tasmania, Australia (1987) and once at a conference in Colo-
rado, U.S.A. (1995)! John was, however, very well-known within the interna-
tional ming theory community — he had traveled widely and had a “nice guy”
reputation. Moreover, John was already a co-author of two books, one in graph
theory and one in ring theory. He knew the ropes. John happily agreed to join
us in October 2007.

By this time, most of the mathematics that was to be included in our book
had already been done by Chuck and me over the previous five years. However,
there was much work to be done on the exposition. John and I have similar
writing styles. But John’s great stremgth was his ability to ferret out related
results in the literature and to uncover the relevant linear algebra history. He
did a nice job. (Most of the bibliographical notes in the book are due to John.)
He would print off this matter and post it to me in Australia. John had never
worked in linear algebra and so had to catch up with the work that Chuck and
I and others had done in topics such as ASD, the Weyr form, Gerstenhaber’s
theorem, algebraic geometry etc. On top of that, he was still a full-time, very
active, faculty member whereas by this time both Chuck and I were semi-retired.
If this was not enough, 2008 saw the onset of quite serious health problems for
John.

As part of his dispatches to Australia, John sent me copies of the two Weyr
papers concerning his canonical form, the shorter version in 1885 and the much
longer one in 1890. My knowledge of French and German is very minimal,
although I can usually get the gist of a mathematical argument. And I could see
that Weyr had done a remarkable job for those times.

During the writing of our book, we three authors never actually met up as
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a trio. But I did meet with Chuck and John individually. I made many trips
from Brisbane to see John, usually at his office at the University of Otago and
a couple of times at his holiday home in Arrowtown (close to the very scenic
lakes and mountains of the lower South Island). John and Chuck visited me
in Brisbane in 2008. It was in such an unlikely setting to be writing a book
on advanced mathematics for Ozford University Press. My wife was a property
developer (she had one street in a development named “O’Meara” and I have
a photo of John standing in front of the sign). One of the properties she had
bought for development was a 4 acre (once) market garden about 20 miles
out from Brisbane centre (Marsden). There sat a traditional Australian brick
bungalow with wide verandas (great for relaxing over a barbeque), surrounded
by long grass and snakes, but with some lovely trees and beautiful bird-life, and
almost guaranteed great weather (sunny 22C even in winter). This is where
John and Chuck stayed with me. Most of the actual writing and typesetting
of the book was done there between 2007 and 2010. Now that area is all in
high-density housing — our famous bungalow was demolished! It was a fairly
wild area, crime-wise (all our windows were iron-barred). Before Chuck’s visit
I had a fairway and one greem mowed, because Chuck is very keen on golf.
Shortly after Chuck ’s arrival, the local police turned up and asked why we had
mown that strange strip and was it used in connection with a burglary of one
of the neighbours! Who said academics live in ivory towers.

EOE S

Poznatky Weyrovy teorie charakteristickych ¢isel vyucuji, ¢i alesponn zminuji
ve svych kurzech vedenych na vysokych Skolach pouze vyjimky z oslovenych
matematiki. Situace se vSak zacind pomalu ménit po publikovani druhého,
upraveného vydani monografie Rogera Horna a Charlese Johnsona Matrixz
Analysis [HJ1] v roce 2013. Kniha, jejiZ pfepracované vydani bylo blize predsta-
veno v ¢asti 6.9 této kapitoly, je totiz na mnohych skolach pouzivana pii vyuce.
To by potvrzovalo nadéje na propagaci Weyrovych vysledkit mezi studenty,
které do zminéné knihy vkladal Frank Jerry Hall (viz jeho citat na str. 334).

Ztejmé jediny z korespondujicich matematiki, kdo diive — feknéme do pte-
lomu tisicileti — bézné ucil Weyrovu (vyskovou) charakteristiku mezi Sirsi stu-
dentskou komunitou, jez zahrnuje nejen studenty doktorského programu, ale
i nizsiho stupné vzdélavani, je Daniel Hershkowitz ptisobici v Izraeli (po né-
kolik desitek let ucil na tzv. Technionu — Izraelském technologickém institutu,
nyni je piiblizné rok prezidentem Bar Ilan University).3%%

395 Ukazka pochézi z korespondence z tnora 2014.

Weyrova charakteristika je také pomérné casto obsazena v u¢ebnim textu Joela W. Robbina
Linear Algebra for Math 542 |[Rbl], ktery je umistén na autorovych internetovych strankach
mezi materialy urcené pro jiz nekonané prednasky. Jedna se o text pro vyuku na University
of Wisconsin v roce 2001, coz je na tehdejsi dobu velmi neobvyklé. Bohuzel se nam nepodarilo
s autorem navazat kontakt, abychom mohli posoudit, zda se jednalo o vyjimecné ¢i po dlouha
léta vyucované prednasky, ¢i zjistit, pro¢ Weyrovu charakteristiku Joel W. Robbin do vyuky
zatadil. Upozornéme, Ze se jednd o univerzitu, na niz od roku 1959 po dlouha desetileti
pusobil Hans Schneider a lze tedy predpokladat, ze jim byl Robbin ovlivnén.
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Of course, I taught the height characteristic to my students many times, and
I also had Masters and doctorate students working on the subject. I delivered
many lectures on the subject in international conferences.

EE

Ve vyjimecénych piipadech uditelé pouze zminovali ¢i zminuji Weyrovu cha-
rakteristiku, Weyrtav tvar ve 20. stoleti neucili. Charakteristiku zminuje napii-
klad Judith J. McDonald (Washington State University, USA). Ani ona ji v8ak
neprobira detailné.

I only teach it informally to my graduate students who work in nonnegative
matriz theory.

k kX

Typickym ptikladem matematika, ktery uc¢i nékteré partie Weyrovy teorie
(konkrétné Weyrtav kanonicky tvar) az po publikovani knihy Matriz Analysis,

je §védsky matematik Goran Bergqvist (Linkopings universitet, Svédsko):Sg6

I decided to teach it because of its appearance in the new edition of Horn
and Johnson. Besides being a beautiful form, I also think it gives a better un-
derstanding of other canonical forms such as the Jordan form, as well as of
generalized eigenvectors.

There were 25 students following my course, mainly Ph.D. students of
mathematics and of engineering, and some master’s students of mathematics.

* ok ok

Velmi obdobné se vyjadiil i Zhongshan Li (Georgia State University, USA),
ktery se o Weyrové teorii poprvé dozvédél, kdyz recenzoval druhé vydani Horno-
vy a Johnsonovy monografie. O Weyrové charakteristice prednasel ve svém
kurzu pokrocilé maticové analyzy pro relativné maly kolektiv studentt doktor-
ského, ale i magisterského studia.

k* kX

Pouze cas tedy ukaze, zda se pro ¢eskou matematiku prizniva progndza
Franka J. Halla, Ze Weyrova teorie bude v zamofi vyuc¢ovana, naplni. Citujme
rovnéz jeho slova o soucasné situaci v Americe:

Unfortunately, it seems that the Weyr characteristic has not been in many
books on linear algebra in America.

... I think that Hans Schneider has promoted Weyr here ... also ... Helene
Shapiro ... I agree that it should become more common place here.

Neni jedinym, kdo si mysli, Ze by se uvazovand problematika méla vice
rozsirit mezi matematickou komunitou. Zminme jesté jeho odpovéd na otézku,
ktera mu byla poloZena béhem rozhovoru (prosinec 2012) a ktera mifila na jeho
osobni nazor na Weyrovy vysledky. Frank J. Hall vzal ml¢ky do ruky tuzku a na
papir napsal velkymi tiskacimi pismeny GREAT!!.

396 Citat pochézi ze srpna 2014.
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Tim se prirozené dostavame k nézorim matematiki na odbornou préci
Eduarda Weyra. Zde je nékolik z nich:

I surely consider Weyr’s paper a very important event in matriz theory.3?”

(Hans Schneider)

He was a pioneer in the modern theory of matrices, whose work is not as
well known in our textbooks as it should be ...

Weyr’s 1890 paper in vol. 1 of Monatshefte Math. Physik ... is astonishingly
modern in its notation and spirit. It could be read and understood by any
(German-speaking) student today who has had a first course in linear alge-
bra. In contrast, the 1870 book of C. Jordan ... that contains his eponymous
canonical form is unintelligible to a modern reader; no one thinks of linear al-
gebra in terms of “substitutions” any more. I hope that the second edition of
Matriz Analysis will help many students and researchers to learn a little about
this great man’s contributions to mathematics.

(Roger A. Horn)

I am glad to hear that the Weyr characteristic is trending up. It should.

(Ross Lippert)

Having tried to do research mathematics for 50 years now, I sometimes
wonder how good, or lucky, a mathematician has to be to be remembered years
after his research years are over. Part of “lucky” is to have a theorem, or a con-
cept, named after you, like “Weyr characteristic”, or “Grothendieck group”, or
“Hilbert-Speiser Theorem”. If you are extraordinarily lucky (and good!), your
name might become an adjective that is written without a capital letter, like
“noetherian”, or “abelian”. Weyr seems to have had some luck. With you writ-
ing about him, he seems to have even more good fortune!

(Lindsay N. Childs)

397 Tento citat pochazi jiz ze srpna 2011.
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