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1. Historicky prehled geometrickych
transformaci

Prvni naznaky pojmu geometrickd transformace lze nalézt ve starém Recku pred
vice nez dvéma tisici lety. Zpoc¢atku se jednalo pouze o vztah mezi dvéma rovin-
nymi, pfipadné prostorovymi objekty, ktery umoznil jednoduché feseni nékterych
geometrickych problémiu. S postupnym rozvojem geometrie byla transformacim
vénovéana stale vétsi pozornost, ziskané poznatky byly déle prohlubovany a zobec-
novany, byly zavadény stéle slozitéjsi typy transformaci. Jejich aplikace v dalsich
oborech lidské ¢innosti jsou vSestranné, piikladem je vyuziti perspektivy v malif-
stvi nebo stereografické projekce pii konstrukei map. V dnesni dobé se transfor-
mace vyuzivaji k FeSeni Fady netrividlnich problému z rtznych oblasti mate-
matiky, v€etné napi. neeukleidovské geometrie.

V dalsim textu se pokusime nastinit postupny vyvoj chdpani jednotlivych typt
geometrickych transformaci od nejstarsich dob az do 19. stoleti. U kazdé trans-
formace popiSeme zakladni myslenku, poukdZeme na jeji pravdépodobné prvni
vyskyt a uvedeme osobnosti, které s danym typem transformace pracovaly a po-
jem transformace déle rozvijely.

1.1 Shodnost a podobnost

Nejstarsim piikladem geometrické transformace je shodnost. Stafi Rekové povazo-
vali dva objekty za shodné, pokud existoval pohyb, realny nebo myslenkovy, ktery
jeden objekt premistil na druhy tak, ze se kryly. Nevyhodou tohoto pfistupu byla
skutecnost, Ze pohyb byl vzdy chapan pouze v souvislosti s jednotlivym objektem,
s nimz byl pevné svazén. Skladéani pohybii dvou rtznych objektt nebylo mozno
uvazovat, a tudiz se Rekové nemohli ani vzdalend p¥iblizit k pojmu grupa.! Dalst
prekazkou mohlo byt tehdejsi chapéani roviny jako omezené ¢asti plochy.

Geometrické pohyby se v predeukleidovské geometrii pomérné hojné vyuzi-
valy. Sv&déi o tom napf. skutecnost, Ze matematik a fyzik Proklos (410-485) ve
svych komentarich k Eukleidovym Zdkladim poukazal na fakt, Ze fecky filozof
a matematik Eudémos (asi 350-290 pf. n. 1.) ve svém dile Déjiny geometrie pii-
psal Thalétovi z Milétu (7.-6. stol. pf. n. .) dikazy nésledujicich tvrzeni:

e Kruh je svym priimérem rozdélen na dvé shodné ¢asti.

e Uhly pii zakladné rovnoramenného trojthelniku jsou shodné.

e Vrcholové dhly jsou shodné.

e Dva trojihelniky, které se shoduji v jedné strané a dvou thlech, jsou shodné.

1 Vyznamnym krokem, ktery pozdéji vedl k vyuziti teorie grup v geometrii, byla myslenka
rozsifeni pohybu svazaného s jednim objektem na pohyb celé roviny. Tento novy pohled jiz daval
skladéani rtznych pohybt smysl. Autorem této, z pohledu geometrickych transformaci revoluéni
myslenky byl August Ferdinand Mobius (1790-1868). O jeho pFispévku k teorii geometrickych
transformaci je podrobné pojednano v kapitole 2 této monografie.



Thalétovy ditkazy pfitom nemohly byt zalozeny na zadnych axiomech ani pomoc-
nych vétach, nebot v jeho dobé jesté nebyl vybudovan ani axiomaticky systém,
ani systém zakladnich vét. Vyse uvedena tvrzeni se tykaji shodnosti objektt
(palkruhd, thld, trojuhelniki) a Thalés je patrné dokazal na zakladé predstav
o ztotoznéni uvazovanych objektit pomoci ,shodnych zobrazeni“, i kdyz je tento
pojem v jeho dobé jesté predcasny.

Thalés rovnéz vypocital vysku pyramidy tim, Ze zméril délku jejiho stinu
a délku stinu svislé tyce znamé délky a vyuzil jednoduchy pomér zalozeny na
podobnosti trojihelniki.? Podle [Kol| navrhl navic zptisob, jak uré¢it vzdélenost
lodé od bifehu. Z véze nebo ze skily na biehu se pomoci jednoduchého piistroje
zmétil thel mezi svislym smérem a paprskem zaméfenym k lodi. Vyska pozo-
rovatelny nad hladinou mofe byla pfitom znamaé. Situace se ve zmenseném méritku
sestrojila a naméfenéd vzdalenost se vynésobila piislusnym koeficientem. Regenf
tak bylo opét zalozeno na podobnosti trojuhelnikt a imérnosti stran lezicich proti
shodnym thlam.

V dnesnim smyslu shodné objekty Thalés nazyval podobné. Oznaceni shod-
né pro objekty stejného tvaru a velikosti zavedli patrné Pythagorejci (6.—4. stol.
pf. n. 1), kte¥ véfili, Ze takové objekty jsou tvoreny shodnym pocétem bodii. Ter-
min podobné objekty pozdéji ziskal moderni, obecnéjsi vyznam. Eukleidés a jeho
zaci shodné objekty nazyvali podobné a stejné.?

Eukleidés z Alexandrie (asi 325-265 pf. n. 1.) uvedl v 1. knize Zdkladi (Fecky
Stoicheia, latinsky Elementa) nasledujic t¥i véty o shodnosti trojiahelniki a v dal-
$m textu se na né odkazuje. Jedné se o klasické véty sSkolské matematiky, dnes
kratce oznacované jako sus, sss a usu.

Kdyz maji dva trojuhelniky dvé strany (stridave) s dvéma stranami
stejné a uhly stejngmi stranami seviené maji stejné, budou i zdkladnu
zdakladné miti rovnou a trojithelnik s trojihelnikem bude stejnyj i ostat-
nd uhly s ostatnimi whly, proti nimZz leZi stejné strany, (stiidave) budou
stejné. ([Eu], kniha I, véta IV, str. 4)

Kdyz maji dva trojuhelniky dvé a dvé strany stiidavé stejné a maji téz

zdkladnu zdkladné rovnou, budou téZ ihly stejnymi primkami seviené
miti stejné. ([Eul, kniha I, véta VIII, str. 6)

Kdyz maji dva trojuhelniky dva ihly dvéma dhlim jednotlivé rovné
a jednu stranu jedné strané rovnou bud pri stejnijch whlech nebo proti
jednomu ze stejnijch ihli, budou miti téZ ostatni strany rovné ostatnim
strandm 1 zbyvagici uhel whlu zbjvajicimu.

([Eu], kniha I, véta XX VI, str. 14)

2 Misto tyce mozna vyuzil své vlastni postavy; viz [Kol], str. 83.
3 Stejné pak i podobné (shodné) jsou titvary télesové omezené rovinami podobngmi, stejngmi
poctem i velikosti. Viz |Eu|, kniha XI, definice 10, str. 238.
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Shodnost a podobnost byly béhem dalsiho vyvoje ¢asto vyuzivany k dikazim,
ze dve usecky jsou shodné, nebo Ze jeden geometricky utvar je ,,ndsobkem® jiného
geometrického ttvaru. S postupnym rozvojem dalsich typt zobrazeni se na shod-
nost a podobnost zacalo stéle vice pohliZet pouze jako na specialni pripady obec-

né&jsich zobrazeni.

Z modernéjsich praci vénovanych podobnosti uvedme alespon kratky ¢lanek
O stiedu podobnosti (De centro similitudinis),* jehoz autorem je Leonhard Euler
(1707-1783). Ukazal v ném, Ze pro libovolné dva podobné ttvary v roviné existuje
tzv. stfed podobnosti — bod I' takovy, Ze pokud a, b a A, B jsou dvé dvojice
odpovidajicich si bodt, potom trojthelniky I'ab a 'AB jsou podobné. Prakticky
tim dokéazal, Ze kazdé vlastni podobnost mé pravé jeden samodruzny bod.

Si habeantur (Fig. 1) duae figurae similes in eodem plano descriptae,
quarum maioris quodpiam latus sit AB, minoris vero latus respon-
dens ab, semper dabitur in eodem plano certum punctum I', quod ad
utramque figuram similiter referatur, ita ut figurae TAB et Tab sint
inter se similes, hocque punctum T appelletur centrum similitudinis
binarum figurarum similium propositarum, quod ergo quomodo quovis
casu tnveniri queat, hic investigemus.

B

A r

Obr. 1: Stied podobnosti v Eulerové ¢lanku (viz str. 154)

1.2 Pohyby v geometrii

Prvni predstavy o pohybu v geometrii, tj. v naSem pojeti transformace, vyuzivali
Pythagorejci pomérné casto. Napfr. piimku chapali jako stopu pohybujiciho se
bodu, rovinu jako stopu pohybujici se pfimky.

Archytés z Tarentu (asi 428-365 pf. n. 1.), ¢len pythagorejské skoly, vyuzil
pohyb pii Fefeni klasické fecké tlohy zdvojeni krychle (tzv. Délsky problém).?

4Viz Nova acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 9(1791), 154-165. L. Euler
predlozil svij ¢lanek petrohradské akademii véd jiz v Fijnu roku 1777.

5 Uloha zdvojeni krychle spoivéa v nalezeni délky hrany krychle, jejiz objem je roven dvojna-
sobku objemu zadané krychle. Vyzaduje feseni geometrickou konstrukei pouze pomoci kruzitka
a pravitka. O legends, ktera je s touto tlohou spjata, véetné dikazu jeji nefeSitelnosti viz
Beéval J., Fuchs E. (ed.), Historie matematiky I, edice D&jiny matematiky, svazek 1, Jednota
Geskych matematika a fyzika, Brno, 1994, 71-97.



Ozna¢me a délku hrany zadané krychle. Archytas uvazoval (v dnesni symbolice
a ve vhodné zvolené soustavé soutadnic) tfi rotacni plochy: valcovou plochu urce-
nou kruznici 22 + y? = 2az, kuZelovou plochu z? + 32 + 22 = 422 a axoid (hranici
anuloidu) 22 + y? + 2% = 2a+/22 + 2, ktery vznikl rotaci kruznice 22 + 2% = 2ax
kolem soufadné osy z. VSechny tfi uvedené plochy se protnou v bodé P, jehoz
soufadnice [z, y, 2] spliwji rovnosti

2a 7\/;L'2+y2+227\/1'2+y2
/12 + % + 22 /22 + 32 a '

Vzdalenost bodu P od pocatku zvolené soustavy souradnic pfedstavuje hledanou
délku hrany zdvojené krychle.

Eukleidés ve svych Zdkladech definoval kruznici, aniz by vyuzil pohyb. Jeho
definice koule, kuzele a valce jsou vSak jiz kinematické, pohyb v sobé& zahrnuji.
Koule vznikne rotaci ptlkruhu kolem jeho primeéru, kuzel vznikne rotaci pravo-
ihlého trojuhelniku kolem jedné jeho odvésny a véalec vznikne rotaci obdélniku
kolem jedné jeho strany.

Kruh jest dtvar rovinng, objimany jednou carou (jeZ se nazyjvd obvo-
dem), k niZ od jednoho bodu vniti dtvaru vedené piimky vsecky sobé
rouny Jsou. ([Eu], kniha I, definice 15, str. 1)

Koule jest itvar omezenyj tim, Ze se kolem pevného priméru polokruhu
polokruh otoci, aZ se opét vrdti na totéZ misto, odkud se pocal otdceti.
([Eu], kniha XTI, definice 14, str. 238)

Kuzel jest utvar omezenyj tim, Ze se trojihelnik pravouhly otoci kolem
pevné jedné ze stran pravy uhel svirajicich, aZ se opét vrdti na totéz
misto, odkud se pocal otdceti. ([Eu], kniha XI, definice 18, str. 238)

Vilec jest ttvar omezenyg tim, Ze se rovnobéznik pravouhly otoct kolem
pevné jedné ze stran rovnobéZniku pravy dhel svirajicich, aZ se opét
vrdti na totéZ misto, odkud se pocal otdceti.

([Eu], kniha XTI, definice 21, str. 238)

Uvedeny zptsob definovani zakladnich rota¢nich téles patrné odrézi starsi
tradici, pozdéji ustoupil do pozadi. Reck}’/ matematik a astronom Theodosius (asi
160-90 pf. n. 1.) ve svém dile Sphaerica definoval kouli (kulovou plochu, tj. sféru)
staticky, podobné jako Eukleidés definoval kruznici.°

Na druhou stranu, napf. slavny filozof Aristotelés ze Stageiry (384-322 pt. n. 1.)
byl proti vyuziti pohybu v geometrii, geometrické objekty povaZzoval za nehybné.”
Zastaval nazor, Ze rovina je obecné&jsi (abstraktné&jsi) nez téleso, protoZe postrada

6Viz Kunitzsch P., Lorch R., Theodosius: Sphaerica, Arabic and Medieval Latin transla-
tions, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der Natur-
wissenschaften, svazek 62, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2010, 431 stran; definice sféry viz
kniha 1, definice 1.

"Podle Aristotela matematika nepracuje s redlnymi, ale abstraktnimi objekty, neni proto
pripustné uzivat v matematice pohyb.
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jeden jeho rozmér, pfimka je obecn&jsi nez rovina, protoze postrada jeji sitku,
a bod je obecnéjsi nez piimka, protoze postrada jeji délku. Tedy piimka nemtze
byt sloZena z bodi, rovina z piimek a téleso z rovin. Slovy Aristotela: nic, co je
spojitého, nelze slozit z jednotlivosti. Proto tedy nelze pfimku ziskat pohybem
bodu, rovinu pohybem piimky a t&leso pohybem roviny.®

Arabsti matematici Thabit ibn Qurra (830-901) a Abu Al ibn al-Haytham
(asi 965-1039) tento Aristotelitv pFistup kritizovali a pohyby v geometrii hojné
vyuZzivali. Naopak Omar Khayyam (1048-1131) Aristotelovy néazory sdilel a ve
svych komentérich k Eukleidovym Zdkladidm kritizoval pristup ibn al-Haythama.
Namlftal, Ze neni zadnych pochyb, Ze pfimka muze existovat pouze v roving, je
jeji ¢asti, a nemuze ji tedy predchézet, nemize se bez ni pohybovat. Stejné tak
primka nemuZe vzniknout pohybem bodu, protoze primka svou podstatou, svou
existenci bodu predchézi.

Dalsi matematici blizkého a stfedniho vychodu i zapadni Evropy ve svych
geometrickych pracich pohyby vyuZzivali pravidelné a systematicky, a to jak pfi
feseni geometrickych problémi, tak pii diikazech nékterych tvrzeni.’

jednoduché pohyby, jsou osova afinita a stejnolehlost (homothetie).

1.3 Osova afinita

Osovd afinita je urfena osou afinity o a dvojici odpovidajicich si bodu (viz obr. 2).
Jedna se o zobrazeni, které tisecku zobraz{ opét na tisecku, pricemz pfimky, v nichz
obé tusecky lezi, se protinaji na ose afinity. Spojnice odpovidajicich si bodi jsou
navzajem rovnobézné, urcuji tzv. smér afinity. Charakteristika afinity & je defi-
novana jako pomér vzdalenosti obrazu bodu a jeho vzoru od priise¢iku jejich
.. . . . X' Xl . .. . ;
spojnice s osou afinity, tj. k = X! (viz obr. 2). Body lezici na ose afinity jsou
samodruzné. Osova afinita zachovava rovnobéznost.

X/

Y/

0 Xo Yy

Obr. 2: Osové afinita s osou afinity o a charakteristikou k& = 2

8 Viz Aristoteles’ Werke, Erster Band: Acht Biicher Physik, Griechisch und Deutsch und mit
sacherklirenden Anmerkungen herausgegeben von Carl Prantl, Verlag von Wilhelm Engelmann,
Leipzig, 1854, 528 stran.

9Viz Luther I. O., The geometric transformations in the medieval Near and Middle East,
Istoriko-matematiceskie issledovanija 36(1995), 40-60 (Russian).
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Osové afinita se poprvé objevila v pojednani O kénoidech a sféroidech (Peri
konoeideon kai sphairoeideon), jehoZ autorem je Archimédés ze Syrakus (287-212
pi. n. 1), jeden z nejvétsich piirodovédcii staroveku.!? Véta 4 tohoto pojednéni
tiké, ze pomér obsahu libovolné elipsy a obsahu kruhu sestrojeného nad jeji hlavni
osou je stejny jako pomér délek vedlej§i a hlavni osy (viz citace na obr. 3).11

al
ITav ywelov ©o megieyousvov ¥md SEvyaviov xovov
Topdg morl Tov xUxdov tov Epovra Ouiuerpov lGov Ta
pelove diapsrpm t@g Tov JEvypwviov x@wvov Touds TOV
)\ 4 t«© € ’ ’ I -~
evtov &g Aoyov, ov o Aacdov Ouauctog avtas motl
rav pelfo, vav Tov xvxdov diduergov.

Obr. 3: Archimédés — O kdnoidech a sféroidech, véta 4

Necht je dana elipsa (viz obr. 4). Nad jeji hlavni osou uvazujme kruh H, jeho
obsah ozna¢me Spy. Sestrojme dalsi kruh K tak, aby pro jeho obsah Sk platilo
Sk : Sy = |BD| : |EG|. Potom obsah kruhu K je roven obsahu dané elipsy.
Archimédovo zdtvodnéni je nasledujici (dikaz je veden sporem).

Obr. 4: Archiméduv dukaz vyuzivajici osovou afinitu

10 Archimédés své pojednani uvedl dopisem Dositheovi, v némz shrnul své nové vysledky
a podal definice ploch, jimiz se v dalsim textu zabyval. Pravoihlym kénoidem rozumél v dne$ni
terminologii rota¢ni paraboloid, tupothly koénoid je Archimédovo oznaceni pro dvoudilny rota¢ni
hyperboloid. Termin sféroid Archimédés uzival pro rota¢ni elipsoid.

1 Kazdd plocha ohranicend Tezem ostrothlého kuzelu md ku kruhu majicimu primér rovny
vétsimu priumeéru Tezu ostrouhlého kuZelu tentyz pomeér, jako jeji mensi primeér ku vétsimu,
[neboli] ku prameru kruhu. Citace viz Heiberg J. L. (ed.), Archimedis Opera Omnia cum Com-
mentariis Eutocii, vol. I, B. G. Teubner, Leipzig, 1910, str. 306.
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Kdyby byl obsah kruhu K vétsi nez obsah dané elipsy, pak Archimédés do
kruhu K vepiSe n-thelnik, kde n je sudé ¢&islo, jehoZz obsah je také vétsi nez
obsah dané elipsy, do kruhu H vepiSe jemu podobny n-tthelnik, spoji tseckami
dvojice jeho vrcholt, které jsou soumérné sdruzeny podle hlavni osy elipsy, oznaéi
jejich pruseciky s elipsou a ukéze, ze z téchto bodl vznikly mnohothelnik je k ve-
psanému mnohothelniku v poméru |BD| : |EG|; vepsany mnohotuhelnik je pfitom
ve stejném poméru k mnohothelniku vepsanému kruhu K. Tedy mnohothelnik
vepsany uvazované elipse méa stejny obsah jako mnohothelnik vepsany kruhu K,
coz je spor s predpokladem, ze mnohothelnik vepsany kruhu K ma obsah vétsi
nez elipsa. Predpoklad, Ze obsah kruhu K je mensi neZz obsah elipsy, se vyvrati
zcela analogicky.

Archimédés v dukazu vyuzil pravotihlou osovou afinitu uréenou osou AC, je-
jiz charakteristika je rovna poméru délek hlavni a vedlejsi osy elipsy. Ukazal, zZe
pomér obsahti ploch vepsanych n-tthelnikt je roven poméru obsahti ploch geo-
metrickych ttvari, které ziskame z téchto n-thelnika pro n jdouci do nekoneéna.
Déle odvodil, Ze obsah elipsy majici poloosy délek a a b je roven mab a polomér
kruhu K je roven vab (geometrickému priméru délek obou poloos).

1.4 Stejnolehlost

Stejnolehlost (homothetie, centralni dilatace) je urcena stiedem stejnolehlosti S
a tzv. koeficientem stejnolehlosti £ # 0. Jedna se o podobné zobrazeni, které
tsecku zobrazi na tdsecku s ni rovnobéZznou, pficemz stied stejnolehlosti, bod
a jeho obraz jsou kolinearni. Absolutni hodnota koeficientu stejnolehlosti urcuje
pomér podobnosti, jeho znaménko urc¢uje umisténi obrazu vzhledem ke st¥edu
stejnolehlosti (viz obr. 5).

X/

Y/

Obr. 5: Stejnolehlosti se stfedem S a koeficienty k1 = 2 a kg = f%
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Prvni vyskyt stejnolehlosti 1ze nalézt jiz v Eukleidovych Zdkladech, kde je
mimo jiné uvedena nasledujici ,uloha“:

Na dané pFimce naryjsuj dtvar primkovy danému itvaru primkovému
podobnyj a podobné poloZeny (stejnolehly).
([Eu], kniha VI, véta XVIII, str. 93)

Z Eukleidova FeSeni (viz obr. 6) je vSak zfejmé, Ze je zde stejnolehlost jako
zobrazeni obsazena pouze implicitné. Eukleidés prakticky vySetfoval pouze vztah
mezi dvéma podobnymi utvary, pfi¢emz vyuzival podobné trojuhelniky.

E

c D A B
Obr. 6: Eukleidovo feseni ulohy ([Eul, str. 93)

Stejnolehlost déle zminil Fecky geometr Apollonios z Pergy (262-190 pf. n. 1.)
v pojednani Rovinnd mista (Peri topoi epiphanoi, De locis planis),'’> o némz
se dochoval zdznam diky praci Synagoge mathematike, jejimz autorem je fecky
matematik Pappos z Alexandrie (asi 290-350). Apollénios zakladni vlastnosti
stejnolehlosti pravdépodobné znal, podrobnéjsi informace se viak nedochovaly.!'®

1.5 Kruhova inverze

Apollénios ve vyse uvedené praci Rovinnd mista rovnéz poprvé uvazoval kruhovou
inwverzi. Jedné se o zobrazeni, které je uréeno stfedem S a tzv. koeficientem inverze
k # 0. Stied inverze, bod a jeho obraz jsou kolinearni, pfi¢emz sou¢in vzdalenosti
obrazu a vzoru od stfedu inverze je roven absolutni hodnoté koeficientu inverze;
plati tedy |SX|-|SX'| = |k|. Znaménko koeficientu inverze uréuje umisténi obrazu
vzhledem ke stiedu inverze. Obraz stfedu inverze se klade do nevlastniho bodu,
tj. do nekone¢na.

12 Pojednani sestavalo ze dvou knih, autor v nich provedl klasifikaci geometrickych mist,
specialni pozornost pfitom vénoval ,rovinnym mistam®, tj. pfimkam a kruznicim.

13 Fragmenty z Apolléniova pojednani Rovinnd mista viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. I1, B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 115-117.
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Kruhova inverze je involutornim zobrazenim.!# Zobrazuje zobecnéné kruznice
(pfimky nebo kruZnice) opét na zobecnéné kruznice. Dva zakladni zpisoby kon-
strukce obrazu X’ bodu X v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem inverze
x = r? jsou uvedeny na obr. 7.1 KruZnice k se stfedem S a polomérem r je mnozi-
nou vSech samodruznych bodt v dané kruhové inverzi. Z involutornosti zobrazeni
plyne, Ze bod X je naopak obrazem bodu X' v zadané kruhové inverzi.

Q

Obr. 7: Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi

Umistime-li soustavu soufadnic s pocatkem O do stfedu S dané kruznice
a ozna¢ime-li X = [z,y] a X' = [2/,¢'], ziskime analytické vyjad¥eni kruhovée
inverze ve tvaru

o= rix
o 1:2+y27

y = T
1‘2_'_3/2 :

Apollénios znal zakladni vlastnosti kruhové inverze. Ve svém osmisvazkovém
dile Pojedndni o kuZeloseckdch (Konika)!f se jiz vénoval obecné inverzim na viech
(regularnich) kuZeloseckach, tedy nejen na kruZznici, ale rovnéZ na elipse, hyper-
bole a parabole.!” Kruhova inverze byla po fadu nasledujicich stoleti matematiky
opomijena a nepfili§ vyuzivana.

14 Rikame, 7e zobrazeni f je involutorni (involutivn?), jestlize slozeno samo se sebou dava
identitu, tj. f o f = identita. Involutorni zobrazeni je tedy samo k sobé inverzni.

15 Popis obou konstrukei véetné ditkazu jejich spravnosti viz Kubat V., Trkovska D., Analy-
tickd geometrie v afinnich a eukleidovskych prostorech, Matfyzpress, Praha, 2011, 318-319.

16 Originalni fecky text véetné latinského prekladu viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. I, I, B. G. Teubner, Leipzig, 1891, 1893.
Prvni tii knihy véetné jejich prekladu jsou otistény v prvnim svazku (str. 1-451), ¢tvrta kniha
a jeji preklad jsou uvefejnény ve druhém svazku (str. 1-97). Pata, Sestd a sedméd kniha se
dochovaly pouze v arabském prekladu, osméa kniha je ztracena.

17 Nazvy elipsa, hyperbola a parabola zavedl pravé Apollénios. Do té doby se pro né pouzivaly
terminy se¢na ostrotthlého, tupoihlého a pravotihlého kuzele.
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Kruhové inverzi se patrné po Apolléniovi jako prvni blize vénoval az §vycarsky
geometr Jacob Steiner (1796-1863). Je mu pfisuzovan objev inverze v plné obec-
nosti (1824). Sam v této souvislosti hovoril o ,,Wiedergeburt und Auferstehung*
(znovuzrozeni a vzk¥iSen{). Jeho staté vénované inverzni geometrii viak nebyly
publikovany, nasly se aZ v jeho poziistalosti.®

Belgicky matematik Adolphe Quetelet (1796-1874) odvodil roku 1827 vyse
uvedené analytické vyjadieni kruhové inverze.'

Giusto Bellavitis (1803—-1880) sepsal roku 1836 patrné prvni systematickou
studii o kruhové inverzi nazvanou Teorie inverznich wtvard a jeji vyuZiti v ele-
mentdrni geometrii (Teoria delle figure inverse, e loro uso nella geometria ele-
mentare).? Zformuloval v ni definici inverze (viz citace na obr. 8) a vylozil jeji
zékladni vlastnosti (konformnost, zachovani cirkularity — zobecnéné kruznice se
zobrazi na zobecnéné kruznice). Pozdéji pojem inverze zobecnil do trojrozmérného
prostoru.

3. Dati quanti si vogliano punti 4, B, C... (Fig.1), ed un pun-
to 7, che diremo centro d’ inversione, se sulle rette 14, IB, . ..
i e
. 742 =15
punti A, B' ... si diranno inversi dei punti 4, B,... e le intere
bgure 4 BC... &' B C ...saranno inverse I'una dall’altra. La lun-

ghezza costante i si chiamera raggio d’inversione. L’oggetto delle
presenti ricerche sara stabilire la relazione fra due figure inverse, e
specialmente trovare la proprieta di una di esse conoscendo quelle
dell’ altra. Percio la teoria delle hgure inverse pud riguardarsi come
un ramo della Geometria ch'io chiamo derivata, appunto perché in
essa le proprietd di nna figura si derivano da quelle di un’altra (*).
Esporremo da prima la legge di derivazione colla quale si passa dalle
cquazioni o equipollenze relative ad una data figura alle cquazioni o
equipollenze relative alle figure inverse della proposta; il resto della
Mcmoria consistera nell’applicazione di questa legge ad alcuni casi
particolari, e cosi seguendo un metodo semplice ed uniforme saranno
trovati o risolti alcuni teoremi o problemi.

sieno presc rispettivamente le distanze 7.4 = peeee 1

Obr. 8: G. Bellavitis — Teoria delle figure inverse, e loro uso nella geometria
elementare; uryvek ze str. 126-127

18 Steinerovu védeckou poziistalost ulozenou v knihovné piirodovédné spolecnosti v Bernu
objevil asi t¥icet let po jeho smrti Johann Heinrich Graf (1852-1918). Kromé dopisii a védec-
kych ¢lanki obsahovala i nepublikované rukopisy, jez J. H. Graf predal profesoru Friedrichu
Biitzbergerovi, aby je kriticky zhodnotil a pfipadné publikoval. Podle néj se Steinerovo expli-
citni vyjadieni principu kruhové inverze datuje k 8. anoru 1824. Pozdéji bylo otisténo v praci
Biitzberger F., Uber Bizentrische Polygone, Steinersche Kreis- und Kugelreihen und die Er-
findung der Inversion, B. G. Teubner, Leipzig, 1913, 50-55. Recenze této prace viz Emch A.,
The discovery of inversion, Bulletin of the American Mathematical Society 20(1914), 412-415.
O objevu kruhové inverze vice viz Patterson B. C., The origins of the geometric principle of
inversion, Isis 19(1933), 154-180.

19Viz Nouveaux mémoires de 1’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles
4(1827), str. 112.

20Viz Annali delle Scienze del Regno Lombardo-Veneto 6(1836), 126-141. Z nazvu tohoto
dila pochézi dnesni termin kruhovd inverze.
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Béhem dalsich let kruhovou inverzi znovu objevilo nékolik matematika. Napf.
William Thomson (lord Kelvin, 1824-1907) v letech 1845 az 1847 v ramci studia
elektrostatiky hovotil o transformaci s reciprokymi privodici (v originale transfor-
mation by reciprocal radit) a své fyzikilni tvahy rozsifil na geometricky prostor.
Uvedeny termin od W. Thomsona prevzal Joseph Liouville (1809-1882) a modi-
fikoval jej na transformace reciprokijmi poloméry (v originale transformation par
rayons vecteurs réciproques).2 Dokazal, Ze se jedna o jedinou nelinedrni transfor-
maci v prostoru, ktera je konformni (zachovava thly mezi dvéma kiivkami).

Studium kruhoveé inverze zavrsil August Ferdinand M6bius (1790-1868). V pra-
ci Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung® z roku
1855 provedl vyznamné zobecnéni inverze. Ciste geometrickymi prostredky polozil
zéklady obecné bodové transformace roviny, kterda kruznice zobrazuje opét na
kruznice (tzv. kruhové transformace). Prijal nasledujici predpoklady: zobrazeni
je bijekei, obrazem ¢tvefice bodii lezicich na kruznici jedné roviny je ¢tverice bodu
incidentnich s kruznici druhé roviny (kruznicemi nazyval i piimky, tj. uvazoval tzv.
zobecnéné kruZnice), je zachovana spojitost (dvéma nekone¢né blizkym bodtum
jedné roviny odpovidaji dva nekone¢né blizké body druhé roviny).

Po vylouceni linearnich zobrazeni dospél k zavéru, ze v kazdé z rovin existuje
pravé jeden bod, ktery se v eukleidovském prostoru nemuze zobrazit do zadného
bodu druhé roviny (centralni bod, stfed), a ke kazdé z uvazovanych rovin je
tfeba pridat po jednom bodu, ktery bude obrazem, resp. vzorem centralniho bodu
roviny vzord, resp. obrazt (odtud Mébiova rovina). Jednim z jeho vysledki je tzv.
Mébiiv faktorizacni teorém:

Kazdou vzdjemné jednoznacnou transformaci eukleidovské roviny, kterd
zobecnéné kruznice zobrazuje opét ma zobecnéné kruzZnice, lze sloZit
2 kruhovyjch inverzi a osovijch soumérnosti.

Poznamenejme, Ze kruhové transformace patii mezi konformni zobrazeni. Ana-
lyticky je lze popsat jako linearni lomené transformace komplexni roviny.

Na Mobiovy vysledky déle navazali Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ktery
odvodil analytické vyjadieni kruhovych transformaci v komplexni roving, a Arthur
Cayley (1821-1895), jenz ukézal, Ze kazda kruhova transformace je sloZzenim
kruhové inverze v Mobiové roviné a libovolného pohybu.??

Teorie kruhovych transformaci byla brzy zobecnéna do trojrozmérného pro-
storu. Zasadni krok v tomto sméru predstavoval Liouvilletv teorém, ktery byl
publikovan v jednom z dodatkii patého vydani Mongeovy knihy Application de
Panalyse & la géométrie.?* J. Liouville zde dokézal, ze konformni zobrazeni troj-
rozmérného prostoru jsou generovana mimo jiné sférickymi inverzemi, a pred-
stavuji tedy zobecnéni kruhovych transformaci roviny.?®

21Viz Journal de mathématiques pures et appliquées 12(1847), str. 276.

22Viz Abhandlungen der Kéniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physische Classe 2(1855), S. Hirzel, Leipzig, 529-595.

23Viz Cayley A., Note on the ,Circular Relation® of Prof. Mébius, The quarterly journal of
pure and applied mathematics 2(1858), str. 162.

24Viz Monge G., Liouville J., Application de I’analyse & la géométrie, Bachelier, Paris, 1850;
Note VI. Extension au cas des trois dimensions de la question du tracé géographique, 609-616.

25 Konformni zobrazeni trojrozmérného prostoru generuji tii typy transformaci — shodnost,
stejnolehlost a specialni konformni transformace (slozeni soumeérnosti a sférické inverze).

17



1.6 Promitani

Promitani (projekce) se podle dochovanych zdznami hojné vyuzivalo ve starém
Recku a Rimé. Znamy fimsky stavitel a architekt Marcus Vitruvius Pollio (1. stol.
pf. n. 1.) ve svém obsahlém dile Deset knih o architekture (De architectura libri
decem)?® popsal tii projekce vyuzivané tehdejsimi staviteli. Podle jeho slov se
jednalo o ichnografii, orthografii a scénografii (viz citace na obr. 9).

Difpofitio autem eft rerum aptacollocatio , elegansg; in compo-
fitionibus cfectus operis cum qualitate. Specics difpofitionis,quz Gra-
cedicuntur idlea, hx {unt, Ichnographxa Orthoomphxa & Scenogra-
phm Ichnographxacﬁcxrcxm regulzq; modice continens vfus, ex qua
capiuntur formarum in folisarearum dcfcr:ptxoncs Orthographia au-
tem cft cre@ta frontisimago, modiceq; pifta rationibus operis futuri fi-
gura. Item Sccnographxa cft, frontis & laterum abfcedentium adum-
brano,ad circinig; centrum omnium linearum refponfus.  He nafcun-
tur ex cogitatione, & inuentione.

Obr. 9: M. Vitruvius Pollio — De architectura libri decem
aryvek z vydéani z roku 1552, kniha I, kapitola II, str. 12

Cilem ichnografie (ichnos = stopa, grapho = psani) bylo vytvoreni obrazového
modelu (projektu, planu) prostorové situace pomoci pravitka a kruzitka, v dnesni
terminologii se jedna o konstrukei horizontdlni projekce. Orthografie (orthos =
= kolmy) predstavovala zakresleni narysu, v dnesni terminologii jde o konstrukei
frontdlni projekce. Scénografie (skene = scéna) zahrnovala perspektivu. Lze se
domnivat, 7e tyto tii projekce byly znamy jiz Rekim nékolik stoleti pred nasim
letopoctem (viz [Rol, str. 117).

Pappos z Alexandrie v VII. knize Synagoge mathematike vylozil geometrické
vlastnosti stfedového promiténi a perspektivy. Odkazoval se na Eukleidovo ztra-
cené dilo Porismata,?” které se tomuto tématu snad také vénovalo. Pappos uvedl
i vétu, jiz lze v dnesni terminologii vyjadrit takto (viz obr. 10):

Jsou-li ddny tii rizné primky AB, AC a AD, které protinaji dvé dalst
.. oo o |FB|-|DC|  |FE||HG]
primky F'B a FE, potom plati ndsledugjici rovnost [FD[BC] = [FANGE
|FB| . [CB| __ |FE| . |GE|

|FD| * |CD| — |FH| ° |HG|"

neboli

Protoze body F, E, G, H ziskdme z bodu F, B, C, D projekci z bodu A,
je vyse uvedend Pappova rovnost specialnim piipadem obecné vlastnosti kazdé
projekce, podle niz se pii projekei zachovava dvojpomér ¢ty kolinearnich bod@?®

26 Je k dispozici Eesky pieklad; viz Marcus Vitruvius Polio, Deset knih o architektuie, z latin-
ského originalu prelozil Alois Otoupalik, Svoboda, Praha, 1979, 430 stran.

27 Spis Porismata tvofily t¥i knihy, Gryvkovité se jejich obsah zachoval v pracich, jeZ sepsal
Pappos. Porisma tuto jest ikol, jimz se Zadd, by se na zdkladech daniych vyhledala velicina
urcitych vlastnosti. 'V zdkladech porisma znaci poucku, jezZ z dikazu poucky jiné vysvitd jasné
sama sebou (disledek). Citace viz [Eu], prvni strana nestrankovaného Uvodu.

28 Necht A B C, D Jsou ¢tyfi kolinearni body (pfedpokladame A # D), pro néz plati

AC =k- BC AD =1- BD kde k, I € R (diky prcdpokladu je I # 0). Dvojpomérem bodi
A, B, C,D (v tomto pofadi) nazveme &islo (A, B,C, D) =
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Obr. 10: Zachovani dvojpoméru ¢ty kolinearnich bodu pii projekci

1.7 Stereograficka projekce

Prikladem jedné z nejvyznamnéjsich projekei, jez byla vyuzivana jiz ve starovéku,
je stereografickd projekce. Jedna se o priumét sféry z jednoho jejiho bodu (pélu) do
teéné roviny vedené diametralné protilehlym bodem, nebo do roviny s ni rovno-
bézné (viz obr. 11). KruZnice prochazejici polem se zobrazi do piimek, ostat-
ni kruznice se zobrazi opét do kruznic. Stereografickd projekce je konformnim
zobrazenim (zachovava thly mezi dvéma kiivkami).

Obr. 11: Stereografickd projekce

Zaklady stereografické projekce polozil patrné Hipparchos (190-120 p¥. n. 1.).%
Prvni pisemné zminky vSak o ni nachazime az u Vitruvia v dile Deset knih

29 Hipparchos byl jeden z nejvétsich antickych astronomi, ktery sestavil prvni velky katalog
hvézd, jenz obsahoval presné polohy vice nez 800 stalic. Zduraziioval nutnost presnych pozo-
rovani a vyznam matematickych vypoc¢tii. Vymyslel nové piistroje pro méfeni vysky hvézd,
stanovil sklon zemské osy k ekliptice, urcil délku slune¢niho roku s chybou jen 6 minut. Astro-
nomické poznatky aplikoval v geografii, zavedl pojmy zemépisna délka a sitka, jez urcoval na za-
kladé pozorovani zatméni Mésice. Chtél proverit heliocentricky model vesmiru. Vysel ze spravné
avahy, ze pokud Zemé obih4 kolem Slunce, pak se musi v priab&hu roku ménit vzajemna poloha
hvézd na noénim nebi. P¥islusné méfeni skuteéné provedl, ale zmény ve vzajemné poloze hvézd
nezaznamenal. Proto heliocentricky model vesmiru zavrhl.
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o architektuie a v Ptolemaiové pojednani Zobrazeni sféry do roviny (Aplosis
epiphaneias sphairas, Planisphaerium)3’. Klaudios Ptolemaios (asi 85-165)3! po-
psal pramét nebeskeé sféry (jeji severni polokoule) na rovinu rovniku, pfiem? za
stfed projekce vzal jizni po6l. Naznacil, Ze prumétem libovolné kruznice je opét
kruznice, kromé nejvétsich kruznic prochéazejicich poélem, jez se promitnou jako
piimky. Obecny dtkaz tohoto tvrzeni vSak nepodal, spokojil se s diikazem pouze
pro nékolik specialnich pripadi. Nepoukézal ani na skutecnost, Ze stereograficka
projekce zachovava velikosti ahli. Dale sepsal spis O projekci (Peri analemmatos,
Analemma),3? v ném% se zabyval ortogonaln{ projekci nebeské sféry do horizon-
talni roviny, kterou vyuzival k FeSeni ruznych problému sférické astronomie.

Astrolab

Vitruvius i Ptolemaios se vénovali astronomickym pozorovanim nebeské sféry,
k jejimu proméfovani vyuZivali starovéké piistroje arachné®d a astroldb (astro-
labon organon)3*. Konstrukce astroldbu je zaloZena na stereografické projekci
nebeské sféry z nebeského polu (viz obr. 12). Arabskymi uéenci byla stereograficka
projekce nazyvana tastih al-asturlab. Termin stereograficka projekce (stereon =
= t&leso) zavedl aZz Frangois D’Aguillon (1566-1617) v dile Sest knih o optice
(Opticorum libri sex) z roku 1613. Jak Vitruvius, tak Ptolemaios ve svych pracich
vyuzivali zakladni vlastnosti stereografické projekce, avSak bez dikazi.

Prvni souhrnnéjsi pojednéni o stereografické projekci véetné dikaza zaklad-
nich vlastnosti uvedl az Ahmad al-Farghani (9. stol.) v praci Kniha o konstrukci
astrolébu (Kitab san’at al-asturlab). Stereografické projekci vénoval prvni kapi-
tolu (v anglickém prekladu Survey of the geometric propositions from which the
form of the astrolabe is deduced)3 a dokazal v ni mimo jiné, Ze kruznice prochaze-
jici pélem se zobrazi do piimek a ostatni kruznice se zobrazi opét do kruznic,
pri¢emz neni obecné obrazem stfedu kruznice stfed kruznice ziskané zobrazenim.
V dalsich kapitolach je pak jiz popsana konstrukce samotného astrolabu.

30Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 225-259.

31 Klaudios Ptolemaios je autorem Almagestu (Mathématiké syntaxis, Megalé syntaxis),
astronomického spisu, jenz predstavoval encyklopedii tehdejsiho hvézdarského védéni. Byl za-
stancem geocentrického systému, Zemi pokladal za stfed vesmiru, okolo néhoz obihaji Slunce,
Meésic, planety a hvézdy. Jeho popis sluneéni soustavy byl povazovan za spravny po celych pat-
nact stoleti. Z nejjasnéjsich viditelnych hvézd sestavil 48 souhvézdi, jez mu pfipominala uréité
obrazce postav, zvifat nebo véci. Mnoha z nich se pouzivaji v moderni astronomii dodnes.

32Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 187-223.

33 Arachné slouzil zejména jako slune¢ni hodiny, umoziioval vSak méFit i vysku hvézd nad
horizontem. Sestaval z polokruhového ciferniku a otac¢ivého bubinku, na némz byla znazornéna
nebeska klenba véetné nékterych hvézd a zvérokruh s dvanacti nebeskymi znamenimi.

34 Astroldb v sob& zahrnuje zjednodusenou mapu hvézdné oblohy (nebeské sféry). Obsahuje
pevné i pohyblivé ¢asti, které umoznuji modelovat pohyby nebeskych téles, méfit jejich uhlovou
vysku nad horizontem, zemépisné soutfadnice i mistni ¢as. Hlavni cifernik je rozdélen na dvanact
dili podle znameni zvérokruhu, st¥ed ciferniku pfedstavuje nebesky pol.

35Viz Al-Farghani: On the astrolabe, Arabic text edited with translation and commentary
by Richard Lorch, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der
Naturwissenschaften, svazek 52, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2005, 447 stran.
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Obr. 12: Astrolab

Dalsi astronomové a matematici stfedovéku se pokouseli vyuzit ke konstrukei
astrolabu jiné geometrické transformace. Persky astronom Abu Hamid al-Saghant
(10. stol.) ve svém dile Kniha o projekci do roviny (Kitab fial-tastih al-tamm)
navrhl nahradit stereografickou projekci sféry do roviny z jejiho pélu projekei
z libovolného bodu soufadnicové osy; v ni se kruznice na sféfe zobrazi obecné do
kuzelosecek.

V knize Piehled moznosti konstrukce astroldbu (Isti’ab al-wujuh al-mumkina
fisan’at al-asturlab), kterou sepsal Abu l-Rayhan al-Biruni (973-1048), autor nej-
prve popsal riizné zpusoby a metody konstrukce tohoto pfistroje. V dalsim textu
navrhl za zaklad konstrukce tzv. vdlcovou projekci, tj. ortogonalni projekci po-
dle osy, ktera je limitnim pfipadem projekce al-Saghaniho, pokud stfed projekce
klademe do nekoneéna. Tato projekce zobrazi kruznice bud na kruznice, nebo na
elipsy.

Tvorba map

Stereografickd projekce se prakticky vyuziva k zobrazeni povrchu Zemé do
roviny, tj. v kartografii. Vzhledem k tomu, Ze je konformnim zobrazenim, jsou
takové mapy velmi uzite¢né napf. pro moteplavce.

Stereografickou projekei pfi tvorbé map uzival Abu l-Rayhan al-Birum v dile
Pojedndni o zobrazeni souhvézdi a o zakreslent zemi na mapu (Risala fi tastih al-
suwar wa-tabtih al-kuwar). V ném téz popsal dalsi typ projekce sféry do roviny,
ktera je dnes zndma jako tzv. kulovd projekce (globular projection).6 Polosféra se

36 Tuto projekci nalezl sim al-Biruni, znovu ji objevili Giovanni Battista Nicolosi (1610-1670)
roku 1642 a Aaron Arrowsmith (1750-1823) kolem roku 1804. Ke konstrukci astrolabu ji vyuzil
Philippe de La Hire (1640-1717).
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zobrazi do kruhu, jehoz obvod je rozdélen na 360 stejnych dilki a jehoz vodorovny
a svisly priamér jsou rozdéleny na 180 stejnych ¢asti. Zakresleni bodu polosféry
majiciho zemépisnou délku A a zemépisnou $itku ¢ se provadi nasledujicim zpii-
sobem: od stfedu kruhu vyneseme A dilk na vodorovném priméru a sestrojime
kruhovy oblouk prochézejici timto bodem a koncovymi body svislého primeéru.
Déle vyneseme od stfedu kruhu ¢ dilki na svislém pruméru a od koncovych
bodt vodorovného prumeéru ¢ dilkt na obvodu kruhu a sestrojime kruhovy oblouk
prochézejici vemi tFemi uvedenymi body. Pozadovany bod reprezentujici zvoleny
bod na sfére ziskame jako prisecik obou kruhovych oblouki (viz obr. 13).

)/

Obr. 13: Kulova projekce

Obr. 14: Kulova projekce podle al-Biruniho (pfevzato z internetu®?)

7 pozdéjsich praci, které se vénovaly vyuziti stereografické projekce pii kon-
strukei map, uvedme alesponn dvé Eulerovy préce nazvané O reprezentaci sférické
plochy v roviné (De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, 1777)
a O geografické projekci sférické plochy (De projectione geographica superficiei
sphaericae, 1777).% L. Euler se v nich zabyval otazkou existence a konstrukece

37 Viz http://www.csiss.org/map-projections/Polyconic/Nicolosi_ Globular.pdf.
38 Viz Acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 1(1777), 107-132, 133-142.

22



obecného konformniho zobrazeni sféry do roviny. Vyuzil stereografickou projek-
ci sféry do roviny, ktera bodu sféry majicimu zemépisnou délku ¢ a zemépisnou
§iiku v pfitadi bod reprezentovany komplexnim Cislem z = tg 3 (cost + isint).
Konformni zobrazeni roviny poté definoval pomoci komplexni funkce.

Na jeho dilo navazal Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ktery v ¢lanku
O konstrukci zemépisnijch map (Sur la construction des cartes géographiques,
1779)% vyuzil konformni zobrazen{ zadané pomoci analytickych funkef ve tvaru
x+iy = flu+1it), x —iy = p(u —it). Funkce f a ¢ pfitom volil tak, aby se
poledniky a rovnobézky na sféfe zobrazily do predem zvoleného ortogonélniho
systému rovinnych kfivek.

Belgicky matematik a inZenyr Pierre Germinal Dandelin (1794-1847) popsal
roku 1827 zakladni vlastnosti stereografické projekce a vyuzil ji k feSenf nékterych
matematickych problémi, napt. k feSeni Apolléniovy tlohy spocivajici v sestro-
jeni kruznice, ktera se dotyka tif pevné zadanych kruznic.*”

1.8 Afinni transformace

Stejnolehlost a osova afinita jsou specialnimi piiklady afinnich transformaci, nej-
obecnégjsich vzédjemné jednozna¢nych transformaci roviny, pfi nichz se primky
zobrazi opét na piimky. Afinni transformace zachovavaji rovnobéznost pifimek.
Obecné afinni transformace ma analytické vyjadieni ve tvaru

xl

ar + by + p,
y cx +dy +q, kde

a b
c d’#o'

Pokud ‘ = +1, nazyvame piislusné zobrazeni ekviafinni.

b
d

a
C

Ekviafinni zobrazeni poprvé nalézame v praci Kniha o tezech vdlce a jeho
povrchu (Kitab qutu al-ustuwana wa-basitha), jejimz autorem je Thabit ibn Qur-
ra. Dokézal zde, 7e obsah elipsy, jejiz poloosy maji délky a a b, je roven ob-
sahu kruhu o poloméru vab, a dale uvedl (vEetné ditkazu pomoci exhaustivni
metody),*! Ze ekviafinni transformace zobrazi libovolnou tise¢ elipsy na tise¢ kruhu
o stejném obsahu.

39 Viz Nouveaux mémoires de I’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin 1779,
161-210.

40Viz Dandelin P. G., Mémoire sur ’emploi des projections stéréographiques en géométrie,
Nouveaux mémoires de I’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles 4(1827),
11-47.

41 Exhaustivni (vy&erpavaci) metodu (lat. ezhaurire = vycerpat) jako prvni rozpracoval Eu-
doxos z Knidu (asi 408-355 pf. n. 1.). Az do objevu limit a integralniho po¢tu byla uzivana
k vypoétium obsahti rovinnych utvart a objemu téles. Jeji podstatou je nekoneéné déleni dané
veli¢iny. Je zaloZena na nasledujicim tvrzeni: JestliZe od dané veliciny odecteme jeji ¢dst vetsi
nez jeji polovina a od zbytku opét jeho éast vétsi nez jeho polovina a budeme tak cinit stdle, zbude
néjakd velicina, jeZ bude mensi nez libovolnd kladnd velicina. Viz Schwabik S.7 Sarmanova P,
Malyj privodce historii integrdlu, edice Dé&jiny matematiky, svazek 6, Prometheus, Praha, 1996;
citace ze str. 13.
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Obecné afinni transformace se poprvé objevuji v praci Kniha o mérent paraboly
(Kitab fi misahat al-qat al mukafi), jejim# autorem je Ibrahim ibn Sinan ibn
Thabit (908-946), vnuk ibn Qurry. Dokézal zde, Ze afinni transformace zachovava
pomér ploch mnohotihelniki; tento vysledek pomoci exhaustivni metody dale
rozs§ifil i na dvé tsece paraboly.

Systematické vybudovani afinni geometrie vSak ucinil az mnohem pozdéji
L. Euler. Ve druhém svazku své dvoudilné monografie Introductio in analysin
infinitorum*? 7z roku 1748 poprvé zavedl termin ,afinni“ (latinsky affinitas =
= spiiznénost, pfibuznost) (viz citace na obr. 15), jimz chtél poukazat na skutec-
nost, ze ackoliv geometricky utvar a jeho afinni obraz nejsou prisné vzato podobné,
jsou presto ur¢itym zpusobem piibuzné. Afinni transformace popsal analytickymi
vztahy © = %, y= % a poznamenal, Ze tyto transformace kruznici zobrazi obecné
na elipsu, hyperbolu zobrazi na hyperbolu a parabolu zobrazi na parabolu.

De Similitudine ¢85 Affinstate Linearum curvarum.

442. Quemadmodum in Curvis fimilibus Abfciffz & Ap-
plicatz homologz in eadem ratione five augentur five dimi-
nuuntur; ita ,. fi Abfciffz aliam fequantur rationem, aliam vero
Applicatx, Curvz non amplius orientur fimiles. Verum ta-
men, quia Curvz hoc modo ortz inter fe quandam Affinita-
wm tencnt, has Curvas affnes vocabimus : comple@itur ergo
Affinitas fub fe (imilitudinem tanquam fpeciem: quippe Curva
affines in (imiles abeunt, fi ambe ill® rationes, quas Abfcifle
& Applicatz feorfim fequuntur, evadant xquales. Ex Curvs
ergo quacunque data A4 M B innumerabiles Curva affines amé
reperientur hoc modo ; fumacur Abfciffa ap, ita ut fic AP:
ap==1:m; wm conftituatur Applicata pm, ut {ic P M: pm—
1: #; ficque, mutando harum rationum 1:m & 1:4, vel al-
terutram vel utramque , innumerabiles prodibunt Curve, qua
orimz A MB erunt affines.

Obr. 15: L. Euler — Introductio in analysin infinitorum;
uryvek ze svazku II, kapitoly XVIII, str. 236, 239-240

1.9 Projektivni transformace

Afinni transformace jsou specidlnim pfikladem obecnéjsich, tzv. projektivnich
transformaci. Obecné projektivni transformace méa v kartézskych souradnicich
analytické vyjadreni ve tvaru

o ax +by +p

ex + fy+r’
, _ cx+dy+gq
go= ex+ fy+r’

2Viz Euler L., Introductio in analysin infinitorum, Tomus secundus, apud Marcum-
Michaelem Bousquet, Lausannae, 1748, 398 stran.
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V Kklasickych homogennich souradnicich (zg, z1,22) ma jeji analytické vyjadieni
tvar

Ty = Qpo%o t+ Ap1T1 + Qo22,
!
Ty = G10%p + 1121 + A1229,
Ilz = Q20Tp + as111 + a22T2, kde det (Cllj) # 0.

Abychom mohli projektivni transformace roviny definovat, je tfeba pfidat
k obvyklé eukleidovské roviné tzv. nevlastni body jakozto prusec¢iky navzajem
rovnobéznych piimek. Tato nutnost souvisi s pozadavkem, aby projekce jedné
roviny do druhé byla vzajemné jednoznaénym zobrazenim. Projektivni transfor-
mace (kolineace projektivni roviny) zobrazuji pfimky opét na piimky.

Myslenku nevlastnich bodd poprvé explicitné zminil astronom a matematik
Johannes Kepler (1571-1630) v praci Astronomiae pars optica z roku 1604.%3
V kapitole O kuzeloseckdch uvedl, Ze fezem kuZele rovinou muze byt v zavislosti na
poloze roviny piimka, kruznice, elipsa, hyperbola nebo parabola a popsal pfechod
mezi jednotlivymi kuZeloseckami (pfimka prechézi pies hyperbolu do paraboly,
a ta déle pres elipsu az do kruZnice). Déle zde zavedl ohniska kuZelosecky jako
takové body, ze tsecky spojujici tyto body s libovolnym bodem kuZzelosecky sviraji
s te¢nou v tomto bodé shodné thly. V pfipadé paraboly pak druhé ohnisko kladl
do nekonecna.

FRANCISCI

G AGVILONII

[ E SOCIETATE IESV B

{OPTICORVM |

] LIBRI SEX i
Philoophis iuxia ac Mathematicis

Somesh;

A B ~vtiles .
i

Obr. 16: Frangois D’Aguillon — Sest knih o optice

43 Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae pars optica traditur, apud Claudium
Marnium & haeredes Ioannis Aubrii, Francofurti, 1604, 449 stran. Podtitul Dodatek k Vitellovi
naznad¢uje, Ze J. Kepler touto svou praci navazoval na dilo polského fyzika Vitella (13. stol.).
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V roce 1613 vydal belgicky matematik, fyzik a architekt Frangois D’Aguillon
Sest knih o optice (Opticorum libri sex),* v nichZ se kromé stereografické projekce
vénoval rovnéz obecné centralni projekci, kterou nazyval scénografie. Na obr. 16
je titulni list uvedené préce, jejz tehdy vytvoril vlamsky malif Peter Paul Rubens
(1577-1640), ktery do ni nakreslil rovnéz Sest dalsich tematickych ilustraci.

J. Kepler i F. D’Aguillon ve svych dilech navazovali na fadu praci o perspek-
tive, které byly sepsany béhem 14. a 15. stoleti.

Prvni souhrnné pojednani o projektivnich transformacich sepsal Girard De-
sargues (1591-1661) pod nazvem PiedbéZny ndcrt pokusu o pochopeni jevi pfi
vzdjemném styku kuZele a roviny (Brouillon project d’une atteinte aux événe-
ments des rencontres d’un cone avec un plan, Paris, 1639). K obvyklé eukleidovské
roviné pridal celou nevlastni pfimku a na hyperbolu poté pohlizel jako na uzavie-
nou kiivku, jeZ nevlastni pfimku protind ve dvou bodech. Asymptoty hyperboly
povazoval za jeji teény v nevlastnich bodech. Parabolu chapal jako uzavienou
ktivku, jez se nevlastni pfimky dotyka.

Obr. 17: G. Desargues — polarni transformace

G. Desargues studoval rovnéz dvojpomér ¢tyf kolinearnich boda, byl si veé-
dom jeho invariantnosti pti projektivnich transformacich. Pro projektivni trans-
formace, jejichz dvojim slozenim ziskdme identitu, zavedl termin involuce, jenz se
pouziva dodnes. Jako prvni zkoumal poldrni transformace vzhledem ke kuzelosec-
kéam (viz obr. 17). Ke zvolenému bodu P hledal mnozinu v8ech boda X takovych,

44 Viz D’Aguillon F., Opticorum libri sex: Philosophis iuxtd ac Mathematicis utiles, ex officina
Plantiniana, apud viduam et filios I. Moreti, Antverpiae, 1613, 684 stran.

45 Uvedme alespoit pojednani O kresleni (Della pittura, Florencie, 1435), které sepsal Leon
Battista Alberti (1404-1472), a spis O perspektivé v kresleni (De perspectiva pingendi, Rim7 asi
1480), jehoZ autorem je Piero della Francesca (1416-1492). V souvislosti s vyuZitim perspektivy
v malifstvi bychom méli zminit také dilo Leonarda da Vinciho (1452-1519) nazvané Pojedndni
o kresleni (Il trattato della pittura) a vydané aZ po jeho smrti roku 1651 a dvé prace Albrech-
ta Diirrera (1471-1528) nazvané Ndvod pro méreni kruZitkem a pravitkem (Unterweysung der
Messung mit Zirckel und Richtscheyt, 1525) a O proporcich ¢lovéka (Von menschlicher Propor-
tion, 1528). Oba malifi, L. da Vinci a A. Diirrer, se ve svych pracich vénovali geometrickym
otazkam vcetné geometrickych zobrazeni.
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ze body P a X harmonicky déli body @ a R, v nichz pifimka PX protne danou
kuzelosecku.?® Ukazal, Ze mnozinou vech hledanych bodt X je piimka; dnes tuto
piimku nazyvame poldrou bodu P vzhledem k dané kuzelosecce, bod P nazyvame
jejim pdlem.4”

Dale dokézal, Ze polarou vnéjsitho bodu vzhledem k dané kuzelosecce je primka
prochéazejici body dotyku te¢en vedenych timto bodem k dané kuzelose¢ce. Pokud
uvazovany bod lezi na kuzeloseéce, je jeho polarou vzhledem k dané kuzelosedce
te¢na prochézejici timto bodem. V piipadé nevlastni primky ukézal, Ze jejim
polem vzhledem k elipse nebo hyperbole je stfed uvazované kuzelosecky. Tyto
poznatky prakticky vyuzival pfi feSeni nékterych konstrukénich tdloh, napft. pfi
hledani kuZzelosecky, ktera je projektivnim obrazem kruznice.

G. Desargues rovnéz roku 1639 zformuloval a dokazal tvrzeni, které je dnes
oznacovano jako tzv. Desarguesova véta (viz obr. 18):%8

Necht jsou ddny dva trojihelniky ABC a A'B'C’, pro které plati, Ze
primky AA’, BB a CC' se protinaji v jediném bodé O. Oznacéme
priseciky piimek AB a A'B’, AC a A'C", BC a B'C’ po tadé P, Q, R.
Potom body P, Q, R jsou kolinedrni.

Obr. 18: Desarguesova véta

46 Rikame, ze body P a X harmonicky deli body Q a R, jestlize dvojpomér (Q, R, P, X) = —1.

47 Termin pdl je odvozen z Feckého slova polos (osa) a plivodné znadil prisecik sféry s jeji
osou rotace. Nazvy poldra bodu a pdl pFimky vzhledem k dané kuzelose¢ce zavedli nezéavisle
na sobé& francouzsti matematici Frangois Joseph Servois (1767-1847) a Joseph Diaz Gergonne
(1771-1859).

48 G. Desargues uvedené tvrzeni nikdy nepublikoval. V roce 1648 Desarguesovu vétu uvefej-
nil jeho pfitel Abraham Bosse (1602-1676) v knize Maniére universelle de Mr. Desargues, pour
pratiquer la perspective par petit-pied, comme le geometral, De 'imprimerie de Pierre Des-Hayes,
Paris, 1648, 342 stran.
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Lze ukazat, ze ve vyse uvedeném piipadé existuje specidlni projektivni trans-
formace — homologie,* se stfedem O a osou o ur¢enou body P, Q, R, ktera
trojuhelnik ABC zobrazi na trojuhelnik A’B'C".

Anglicky matematik a fyzik Isaac Newton (1642-1727) projektivni transfor-
vlastnich slov umoziuji transformovat zadané utvary do jednodussich, problém
vyTesit a inverzni transformaci ziskat Feseni vzhledem k ptvodnimu zadani (viz
citace na obr. 19).

Inservit autem hoc lemma solutioni difficiliorum problematum, transmu-
tando figuras propositas in simpliciores. Nam (') rectee gueevis conver-
gentes transmutantur in parallelas, adhibendo pro radio ordinato primo
lineam quamvis rectam, quee per concursum convergentium transit ; idque
quia concursus ille hoc pacto abit in infinitum ; linese autem parallele sunt,
quee nusquam coneurrunt. Postquam autem problema solvitur in figura
nova ; si per inversas operationes transmutetur heec figura in figuram pri-
mam, (*) habebitur solutio quéesita.

Obr. 19: I. Newton — Philosophiae naturalis principia mathematica,
svazek I, 1687; uryvek z vydani z roku 1833, str. 171-172

Opétovny zajem matematiki o syntetickou projektivni geometrii podnitil kon-
cem 18. stoleti francouzsky matematik Gaspard Monge (1746-1818) vydéanim dila
Deskriptioni geometrie (Géométrie descriptive, 1799).5° Podstatnd ¢ast préice je
vénovana Mongeové nové metodé spocivajici v zobrazeni trojrozmérnych ttvart
do dvou navzéjem kolmych rovin, obsahuje v8ak rovnéz fadu tvrzeni projektivni
geometrie véetné dikazi. V souvislosti s transformacemi se novou myslenkou jevi
zobecnéni polarnich transformaci do trojrozmérného prostoru.

Mongetv zék Lazare Nicolas Carnot (1753-1823) v dile O korelaci geometric-
kijch itvard (De la corrélation des figures de géométrie, 1801)% uvaZoval spo-
jité projektivni transformace, které nazyval korelace (viz citace na obr. 20).
,Principem korelace” pak minil skutecnost, Zze tyto transformace zachovavaji
urcité vlastnosti geometrickych utvaria. Jsou-li dva utvary ve vztahu korelace,
lze na vlastnosti jednoho tutvaru usuzovat z vlastnosti druhého atvaru.

49 Termin homologie v tomto smyslu poprvé pouzil pravé G. Desargues. Poznamejme, ze
osova afinita a stejnolehlost jsou specialnimi pfipady homologie; osova afinita je homologie
se stfedem v nevlastnim bodé, stejnolehlost je homologie se stfedem ve stfedu stejnolehlosti
a s osou tvofenou nevlastni pfimkou.

50 Viz Monge G., Géométrie descriptive. Lecons données aux Ecoles Normales, l’an 3 de la
Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.

51 Viz Carnot L. N., De la corrélation des figures de géométrie, Duprat, Paris, 1801, 188 stran.
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2. Le mode que je me propose de suivre consiste
a rapporter chaque figure dont on recherche les
propriétés , & une autre figure dont les propriétés
sont connues, et qu’on prend pour terme de com-
paraison; puis a I'aide de caractéristiques particu-
liéres, et de ’arrangement systématique des lettres
employ¢es pour désigner les points qui déterminent
les diverses parties de ces figures, on exprime les
modifications qui les distinguent : c’est ce que j’ap-
pelle dtadlir la corrélation des figures.

Obr. 20: L. N. Carnot — De la corrélation des figures de géométrie;
uryvek ze str. 1

Ve své préci z roku 1803 nazvané Geometrie polohy (Géométrie de position)>?
definoval L. N. Carnot dulezity invariant projektivnich transformaci — dvojpomér
Gtyt kolinearnich bodi. Na rozdil od svych pfedchiidect v8ak v definici uvazoval
orientované tusecky, jejichz délky proto opatfil znaménky. Ukazal, Zze znaménko
dvojpoméru bodu A, B, C, D (v tomto poradi) zilezi na tom, zda se dvojice
bodu A, B a C, D na pfimce navzajem oddéluji, ¢ nikoliv. Pro takto definovany
dvojpomér ¢ty kolinearnich bodi dokézal tvrzeni, které mnohem dfive zformulo-
val Pappos z Alexandrie (viz kapitola 1.6).

Studium projektivnich transformaci z hlediska syntetické geometrie zavrsil
roku 1822 francouzsky matematik Jean Victor Poncelet (1788-1867) vydanim
obsahlé prace Pojedndnt o projektivnich vlastnostech dtvari (Traité des propriétés
projectives des figures).?® V prvni kapitole nejprve definoval st¥edové promitani
a popsal jeho vlastnosti, které 1ze odvodit ¢isté geometrickymi prostiedky. Zavedl
terminy projektivni utvary a projektivnd vlastnosti pro ty vlastnosti geometric-
kych atvart, které maji spoletné jak vzor, tak jeho projektivni obraz (viz citace
na obr. 21). V dalsim textu ukézal, Ze mezi projektivni utvary pati{ vSechny
(regularni) kuzelosecky.

5. Une figure dont les parties n'auront entre elles que des dépendances
graphiques de la nature de celles qui précédent, c'est-d-dire des dépendances
indestructibles par I'effet de la projection , sera appelée , dans ce qui va suivre,
JSigure projective.

Ces dépendances elles-mémes, et, en général, toutes les relations ou pro-
priétés qui subsistent A la fois dans la figure donnée et dans ses projections,
seront appelées également relations ou propriétés projectives.

Obr. 21: J. V. Poncelet — Traité des propriétés projectives des figures;
aryvek ze str. 5

52Viz Carnot L. N., Géométrie de position, Duprat, Paris, 1803, 489 stran.

53 Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des figures: ouvrage utile & ceux qui
s’occupent des applications de la géométrie descriptive et d’opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Podobné jako I. Newton navrhoval i J. V. Poncelet pfi feSeni slozitych otazek
tykajicich se kuzelosec¢ek zobrazit tyto kiivky nejprve do kruznice, vytesit odpovi-
dajici problém pro kruznici a na FeSeni aplikovat inverzni zobrazeni.

Vyse uvedenymi vysledky o afinnich a projektivnich transformacich, k nimz
jednotlivi matematici dospéli béhem 17. a 18. stoleti, se nepochybné inspiroval
némecky matematik August Ferdinand Mobius. Radu zminénych praci znal a ve
svém dile Barycentricky pocet (1827) na né odkazoval. Jeho pristup vSak pied-
stavuje z pohledu geometrickych transformaci kvalitativni zménu, nebot afinni
a projektivni transformace poprvé zpracoval analyticky s vyuzitim tzv. barycen-
trickych soufadnic. Do té doby byly transformace prirozené studovany a popiso-
vany vyhradné prostfedky syntetické geometrie, coZ je pochopitelné, nebot teprve
zaCatkem 19. stoleti plné dozrala doba k novému, algebraickému pfistupu k trans-
formacim, protoze pro néj jiz byly vytvoreny vhodné podminky. V geometrii byly
zavedeny soufadnice, byly poloZeny zaklady analytické i algebraické geometrie,
byla k dispozici vhodna symbolika i algebraické metody, zékladni typy transfor-
maci a jejich vlastnosti byly v této dobé jiz podrobné popsany. Barycentrickému
poc¢tu proto vénujeme nasledujici samostatnou kapitolu.
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