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2. Barycentricky pocet

August Ferdinand Mébius byl vyznamnym némeckym matematikem a teore-
tickym astronomem. Jako jeden z prvnich matematikii zavedl do geometrie novy
uc¢inny prostiedek, homogenni souradnice, ¢imz vyrazné ovlivnil dalsi rozvoj pro-
jektivni geometrie a uréil novy smér, kterym se tato disciplina méla ubirat. Spolu
s Juliem Pliickerem (1801-1868) patfil mezi hlavni pFedstavitele algebraické pro-
jektivni geometrie.! Je povaZovan za jednoho ze zakladatelti topologie.

Zivotni osudy A. F. Mébia jsou podrobné popsany v nékolika publikacich.?
Pripomeneme proto jen zékladni Zivotopisné a bibliografické tdaje, které nam
umozni zafadit Mobiovy prace a vysledky do dobového i odborného kontextu.

2.1 August Ferdinand Mobius

August Ferdinand Mobius se narodil dne 17. listopadu 1790 ve mésté Schulpforta
(Sasko-Anhaltsko). Jeho otec Johann Heinrich Mébius byl ucitelem tance, zemiel,
kdyz byly Augustovi tii roky. August nemél zadné sourozence. Do svych tfinécti
let byl vzdélavan doma, roku 1803 nastoupil na st¥edni skolu v Schulpforté. Roku
1809 ji ukoncil a odesel na univerzitu do Lipska. Na pfani matky zacal studovat
préva, brzy vSak shledal, Ze ho tento obor neuspokojuje, a proto jiz po prvnim
semestru dal prednost studiu matematiky, fyziky a astronomie. Zajem o mate-
matiku totiz projevoval jiz v détstvi. Z univerzitnich profesort ho nejvice ovlivnil
Karl Mollweide (1774-1825), astronom, ktery se zabyval také matematikou.?

Roku 1813 odjel A. F. Mé&bius na univerzitu do Goéttingen, kde po cely rok
studoval teoretickou astronomii u Carla Friedricha Gausse, ktery v té dobé ptisobil
jako Teditel tamni hvézdarny. Poté, opét na rok, odjel na univerzitu do Halle, kde
si rozsifoval vzdélani u Johanna Friedricha Pfaffa (1765-1825), Gaussova ucitele
a pritele. Zde se kromé astronomie zajimal hlavné o matematiku. Roku 1815
sepsal v Lipsku disertacni praci o pozorovani stalic nazvanou De Computandis
Occultationibus Fizarum per Planetas a zacal pracovat na své habilita¢ni praci
vénované trigonometrickym rovnicim. Obé tyto prace mu piinesly povést teore-
tického astronoma. V dobé, kdy sepisoval habilitacéni préaci, mél byt povolan do
pruské armady, ale podafilo se mu vojné vyhnout; nékter{ historikové matematiky
dokonce tvrdi, Ze snaha vyhnout se sluzbé v pruské armadé byla hlavnim divodem
psani habilita¢ni prace. V roce 1816 K. Mollweide z vlastntho zdjmu piesel na
stolici matematiky, a tak A. F. Mobius nastoupil na jeho misto jako mimoradny
profesor astronomie a vyssi mechaniky.

1 Soubézné s algebraickou projektivni geometrii se v prvni poloving 19. stoleti rozvijela také
syntetickd projektivni geometrie, jejimiz hlavnimi predstaviteli byli Jacob Steiner a Michel
Chasles (1793-1880).

2 Napi. [FFW], [WA], str. 336-344, a [Can)], str. 38-43; relevantni informace poskytuje i webo-
va stranka http://www-history.mes.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Mobius.html.

3V letech 1807 az 1809 objevil K. Mollweide trigonometrické vzorce, které jsou po ném
pojmenovany.
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A. F. Mobiovi se dlouho nedafilo ziskat misto fadného profesora. Diavodem
mohla byt skute¢nost, Ze nebyl pfilis dobrym pfednésejicim, nedafilo se mu za-
ujmout svymi prednaskami platici studenty, a byl proto nucen pofadat nékteré
své prednasky zdarma, aby prilakal alespon néjaké studenty.

V roce 1816 bylo A. F. Mdbiovi nabidnuto misto astronoma v Greifswaldu
a o t¥i roky pozddji misto matematika v Dorpatu?. Obé odmitl, ¢asteéné proto,
7e véril ve vyssi odbornou troven univerzity v Lipsku, ¢asteéné pro svoji vérnost
rodnému Sasku. Roku 1820 se oZenil, béhem dalich let se mu narodila dcera
a dva synové. Roku 1825 K. Mollweide zemtel a A. F. Mobius doufal, Ze by mohl
ziskat uvolnéné misto na stolici matematiky, coz se vSak tentokrat nestalo.

Roku 1844 A. F. Mdbia navstivil Hermann Giinther Grassmann (1809-1877)
a pozadal ho, aby napsal recenzi na jeho nové dilo Die lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik, jeZ obsahovalo mnoho myglenek a vysledki
podobnych Moébiovym. A. F. Mébius, ktery v té dobé nerozpoznal vyznam Grass-
mannova dila, to vSak odmitl. Nicméné presvédcil H. G. Grassmanna, aby svou
praci zaslal do soutéze, a teprve poté, kdy Grassmannova prace ziskala cenu,
napsal o nf alespoii krétké vyjadient (1847).6

Diky své povésti uspésného védeckého pracovnika dostal A. F. Mobius v roce
1844 pozvéani na univerzitu v Jené a patrné v disledku toho mu univerzita v Lip-
sku kone¢né nabidla misto fadného profesora vyssi mechaniky a astronomie, které
zastaval az do své smrti. Po celou dobu svého pusobeni v Lipsku, tedy vice nez
padesat let, pracoval také jako pozorovatel a pozdéji, od roku 1848, jako reditel
lipské hvézdarny (astronomickd observatof Pleissenburg). Podilel se na jeji pte-
stavbé, kterou v letech 1818 az 1821 dokonce ridil. Predtim v8ak navstivil fadu
dalich observatoii v celém Némecku, aby ziskal vlastni pfedstavy a potfebné
zkugenosti. Zemfel dne 26. zar{ 1868 v Lipsku.

A. F. Mobius byl vyznamnym predstavitelem algebraické geometrie, je pova-
zovan za jednoho ze zakladatelu topologie. Jeho zéjem o tuto matematickou disci-
plinu ilustruje napf¥. skute¢nost, ze se jesté pied formulaci tzv. problému ¢ty barev

zabyval jeho jednodussi variantou.”

4 Jedna se o stardi némecky nazev estonského mésta Tartu, v némz sidli nejstarsi a nej-
znaméjsi estonska univerzita; byla zalozena roku 1632 svédskym kralem Gustavem II. Adolfem.

5Viz Grassmann H. G., Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik,
dargestellt und durch Anwendungen auf die ibrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die
Statik, Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erldautert, Verlag von
Otto Wigand, Leipzig, 1844, 279 stran.

60 Grassmannové monografii viz Be¢var J., Z historie linedrni algebry, edice D&jiny mate-
matiky, svazek 35, Matfyzpress, Praha, 2007, 519 stran; kapitola VIII. Grassmannova linearni
algebra, str. 323-363. O propagaci a pfijeti Grassmannovych vysledki v ¢eskych zemich viz Na-
denik Z., Reception of Grassmann’s ideas in Bohemia, in Schubring G. (ed.), Hermann Giinther
Grassmann (1809-1877): visionary mathematician, scientist and neohumanist scholar, Boston
Studies in the Philosophy of Science 187(1996), 147-153.

"Roku 1840 A. F. Mébius piedlozil k FeSeni nasledujici problém: Kral mél pét synii. Ve své
zavéti stanovil, aby bylo po jeho smrti kralovstvi rozdéleno mezi jeho syny na pét oblasti tak,
aby kazda oblast méla spoleénou hranici se vSemi ostatnimi oblastmi. Otazka znéla, zda lze
kralovu posledni viili splnit. Odpovéd na tuto otazku je zadporna a dnes je pomérné snadné to
dokazat.
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Svoji nejvyznamnéjsi geometrickou monografii Der barycentrische Calcul pub-
likoval A. F. M6bius v roce 1827 (viz dale). Roku 1837 vydal dvoudilnou uéebnici
Lehrbuch der Statik® obsahujici geometricky pohled na statiku, ktery mimo jiné
ji do oblasti matematiky, sepsal také vyznamné astronomické prace, v nichz se
vénoval mimo jiné nebeské mechanice; témi nejznaméjsimi jsou Die Hauptsdtze
der Astronomie® a Die Elemente der Mechanik des Himmels'®.

/{: ’21./ /7/(-‘ 1;1{‘

Obr. 22: August Ferdinand Mobius

Témér viechny Mobiovy matematické prace byly publikovany v letech 1828
az 1858 v ¢asopisu Journal fir die reine und angewandte Mathematik. Jedna se
pfevazné o geometrické studie, vétsina z nich se zabyva rozvijenim a aplikacemi
metody, jejiz zaklady byly poloZeny v Barycentrickém poétu.'! Jeho matematické
prace, i kdyZ neobsahovaly vzdy ptvodni vysledky, vynikaly prehlednym, jasnym

8 Viz Mébius A. F., Lehrbuch der Statik, Erster Theil, Zweiter Theil, bei Georg Joachim
Goschen, Leipzig, 1837, 355 + 313 stran.

9Viz Mébius A. F., Die Hauptsitze der Astronomie: zum Gebrauche bei seinen Vorlesungen
fiir Gebildete zusammengestellt, bei Georg Joachim Goschen, Leipzig, 1836, 30 stran.

10Viz Mébius A. F., Die Elemente der Mechanik des Himmels, auf neuem Wege ohne Hiilfe
héherer Rechnungsarten dargestellt, Weidmann’sche Buchhandlung, Leipzig, 1843, 315 stran.

1 Napt. v ¢lanku Barycentrische Lisung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 102-106) A. F. Mdbius s vyuzitim barycen-
trického poctu fesi nasledujici tlohu: Kruznici je opsan a vepsan trojihelnik tak, ze vrcholy
opsaného trojuhelniku lezi na pifmkach, v nichz lezi strany vepsaného trojihelniku. Ukolem je
nalézt druhy trojuhelnik, je-li jeden z trojuhelniki zadan. Déle nap¥. lanky Uber eine allge-
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a efektivnim vykladem. A. F. M6bius mél velkou pfedstavivost a obéas postupoval
naprosto originalnim zpiisobem. Pracoval pomalu, viceméné izolovan od ostatnich
matematiki, a dokud svoji praci zcela nedokon¢il, nikde se o ni nezminoval. Jeho
sebrané spisy vysly ve ¢tyfech svazcich v Lipsku v letech 1885 az 1887.12

Na zavér zminime je$té par zajimavosti. August Ferdinand nebyl jedinym
¢lenem rodiny Mobit, ktery se stal vyznamnym védcem. Jeho vnuk Paul Julius
Mébius (1853-1907), neurolog, se proslavil svymi kontroverznimi teoriemi o struk-
tufe lidského mozku; podle jednoho jeho zavéru se centrum logického mysleni
nachazi v levém koutu ¢ela (1900). Od ného také vime, Ze jeho dédefek povazoval
matematiku za poetickou zéalezitost. Némecky historik matematiky Moritz Can-
tor (1829-1920) popsal nésledujici Mobiiv kazdodenni zvyk (viz [Can], str. 41):
Pti odchodu z domu si pry vzdy pripomnél némeckou pripovidku ,,3S und GUT*
slozenou z pocateénich pismen véci, které nechtél v zadném pfipadé zapome-
nout: Schliissel (kli¢), Schirm (destnik), Sacktuch (kapesnik), Geld (penize), Uhr
(hodinky), Taschenbuch (zapisnik). Po A. F. Mobiovi je pojmenovana postava

Johanna Wilhelma Mobia z Diirrenmattova dramatu Fyzikové.'®

2.2  Mobiuv list

Mobiovo jméno je dnes v matematice nejc¢astéji spojovano s tzv. Mobiovgm listem
(prouzkem, péaskou), coz je dvourozmérny utvar, ktery ma pouze jednu stranu,
z ¢ehoz vyplyvaji jeho dalsi zajimavé topologické vlastnosti, napf. neorientovatel-
nost. V trojrozmérném prostoru jej 1ze jednoduse vytvofit tak, Ze se konce obdél-
nikového prouzku papiru vzajemné oto¢i o 180° a slepi dohromady (viz obr. 23).

D

Obr. 23: Mobiav list

meinere Art der Affinitdt geometrischer Figuren (Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 12(1834), 109-133) nebo Uber die Zusammensetzung gerader Linien und eine daraus
entspringende neue Begrindungsweise des barycentrischen Calculs (Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 28(1844), 1-9).

12 Baltzer R., Klein F., Scheibner W. (eds.), August Ferdinand Mébius, Gesammelte Werke,
Band I-1V, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1886, 1886, 1887, 633 + 708 + 580 + 731 stran.

13 évycarsky dramatik Friedrich Diirrenmatt (1921-1990) hru Fyzikové (die Physiker) sepsal
roku 1962. Jedna se o komedii o dvou dé&jstvich s detektivni zapletkou. Déj se odehrava v psy-
chiatrickém ustavu, kam se fyzik Mobius, predstirajici duSevni chorobu, uchylil z obavy pred
svym vynalezem, ktery muze znic¢it svét. V ¢eském piekladu hra poprvé vysla v nakladatelstvi
Dilia v Praze v roce 1963 (pFelozil Bohumil Cernik, 78 stran), a déle v letech 1972 (prelozil Jiff
Stach, 72 stran) a 1989 (prelozil Jifi Stach, 65 stran).

34



Némecky matematik Johann Benedict Listing (1808-1882), ktery roku 1847
zavedl termin topologie v prvni praci vénované tomuto tématu,'* vytvoril Mobitv
prouZek jiz roku 1858, diive nez A. F. Mobius. Dospél k nému v souvislosti se
snahou najit komplikovany objekt, pro ktery neplati Eulerova véta pro konvexni
mnohostény.?> Sviij objev publikoval roku 1862 v praci Der Census rdumlicher
Complexe, oder Verallgemeinerung des Euler’schen Satzes von den Polyedern.'®
Zdiraznil, Ze prouzek ma pouze jednu sténu, jednu hranu a 4 vrcholy (nebo Zadny,
pokud nepocitame spoj).

Tento objekt je vSsak nazvan po A. F. Mdébiovi, ktery jej zcela nezavisle na
J. B. Listingovi popsal roku 1861 v rukopisu pfedlozeném Paiizské akademii
véd jako odpoved na soutéZni téma tykajici se novych poznatki z geometrické
teorie mnohosténi.'” A. F. Mébius zde zkoumal obecné vlastnosti ploch majicich
pouze jednu stranu. Ackoliv jeho text obsahoval celou fadu novych, zajimavych
myslenek, porota jej neocenila. Ptispél k tomu zFejmé fakt, ze byl napsan Spatnou
francouzstinou, a patrné proto jeho vyznam nebyl pochopen. Zakladni myslenky
svého prispévku publikoval pozdé&ji v pojednanich Theorie der elementaren Ver-
wandtschaft'® a Uber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders'. Puvodni
rukopis z roku 1861 byl objeven az po M&biove smrti.

A. F. Mébius v této souvislosti pfisel s pojmem orientovatelnost,?° ktery mu
umoznil rozliSovat kladné a zaporné délky, obsahy a objemy. Navic Mobituv list
neni jedinou jednostrannou plochou, kterou uvazoval; popsal totiz celou t¥idu
mnohostént s touto vlastnosti — vSechny maji nulovy objem a nespliuji Eulertv
vzorec. Nejmensi mé 10 trojihelnikovych stén, 15 hran a 6 vrcholi. A. F. Mobius
té7 zavedl pojem dudini mnohostén.2!

14Vig Listing J. B., Vorstudien zur Topologie, in Gottinger Studien, Erste Abtheilung: Mathe-
matische und naturwissenschaftliche Abhandlungen, redigirt von Dr. August Bernhard Krische,
bei Vandenhoeck und Ruprecht, Gottingen, 1847, 811-875.

15 Podle Eulerovy véty pro konvexni mnohostény plati rovnost s + v = h + 2, kde s je pocet
stén, h je pocCet hran a v je pocet vrcholii mnohosténu.

16Viz Listing J. B., Der Census riumlicher Complexe, oder Verallgemeinerung des Fu-
ler’schen Satzes von den Polyedern, aus dem zehnten Bande der Abhandlungen der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, in der Dieterichschen Buchhandlung, Goéttingen,
1862, 86 stran.

17 Originalni zadani soutézniho tikolu znélo: Perfectionner en quelque point important la
théorie géométrique des polyédres. Viz Programme des prix proposés par I’Académie des sciences
pour les années 1858, 1859, 1860 et 1861, Institut impérial de France, Académie des sciences,
Sciences mathématiques, Grand prix de mathématiques, proposé pour 1861, str. 6.

18Viz Mobius A. F., Theorie der elementaren Verwandtschaft, Berichte iiber die Verhand-
lungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physische Classe 15(1863), S. Hirzel, Leipzig, 18-57.

19Viz Mobius A. F., Uber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders, Berichte iiber
die Verhandlungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physische Classe 17(1865), S. Hirzel, Leipzig, 31-68.

20 Pojem orientovatelné veli¢iny v syntetické geometrii poprvé systematicky uzival Lazare
Nicolas Carnot v praci Géométrie de position z roku 1803. A. F. Mobius tento pojem zavedl
a vyuzival v analytické geometrii.

2L Dualnim mnohosténem k danému mnohosténu rozumime mnohostén, jenz mé vrcholy ve
stfedech jeho stén. Navzajem duadlnimi mnohostény jsou napi. krychle a pravidelny osmistén
nebo pravidelny dvanéctistén a pravidelny dvacetistén. Pravidelny ¢tyfstén je dualni sam k sobé.
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2.3 Barycentrické (homogenni) souradnice

Mobitv pristup

Roku 1827 vydal A. F. Mobius knihu Der barycentrische Calcul,?? v niz podal
iplny vyklad svého nového poctu. Zakladni myslenkou se zabyval jiz roku 1818,
o pét let pozdéji publikoval prvni nastin své nové metody jako kratky dodatek
k praci Beobachtungen auf der Koniglichen Universitits-Sternwarte zu Leipzig.?

Der

barycentrische Calecul
ein neues Hulfsmittel
analytischen Behandlung der Geometrie
dargestellt
und insbesondere

auf die Bildung neuer Classen von Aufgaben und
die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte

angewendet
von

August Ferdinand Mibius

Professer der Astronoule tu Lelpelg.

Leipzig
Verlag von Johann Ambrosius Barth
1827.

Obr. 24: August Ferdinand Mobius — Der barycentrische Calcul

22Viz Mdébius A. F., Der barycentrische Calcul, ein neues Hillfsmittel zur analytischen Be-
handlung der Geometrie dargestellt und insbesondere auf die Bildung neuer Classen von Auf-
gaben und die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte, Georg Olms Verlag,
Leipzig, 1827, 454 stran; téz viz August Ferdinand Mdébius, Gesammelte Werke, Erster Band,
Herausgegeben von R. Baltzer, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1-388.

23Viz Mobius A. F., Zwei geometrische Aufgaben, Anhang zu ,Beobachtungen auf der
Koniglichen Universitéits-Sternwarte zu Leipzig etc.“, bei Carl Cnobloch, Leipzig, 1823, 57—64;
téz August Ferdinand Mobius, Gesammelte Werke, Erster Band, Herausgegeben von R. Baltzer,
Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 389-398.
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V' Barycentrickém poctu poprvé predstavil tzv. barycentrické (homogenni)
soutadnice. Nezavisle na ném a téméf ve stejném okamziku publikovali Karl Wil-
helm Feuerbach (1800-1834)%* v Némecku a Etienne Bobillier (1798-1840)% ve
Francii prace vyuzivajici homogenni soufadnice.

A. F. Mébius svij novy pocet odvodil na zakladé metod geometrické statiky.
V predmluvé k Barycentrickému poctu poukazal na skutecnost, ze fyzikalni kon-

cept t67i8t¢ se s uspéchem vyuzival jiz v Archimédové dobé, kdy vedl k objevu
fady vztahti mezi geometrickymi veli¢inami. Zminil rovnéz Guldinovy véty.2

Es ist bekannt, dass die der Mechanik zugehdrige Lehre vom Schwer-
punkte schon oftmals als Hiilfsmittel zur Erfindung rein geometrischer
Wahrheiten benutzt worden ist. Die frithesten Versuche sind unstreitig
die mechanische Quadratur der Parabel von Archimedes und der schon
in des Pappus mathematischen Sammlungen sich vorfindende, jetzt
unter dem Namen der centrobaryschen oder Guldins Regel bekannte
Satz. ... Von demselben elementaren und rein geometrischen Begriffe
des Schwerpunkts gehen auch die vorliegenden Untersuchungen aus.
Die erste Veranlassung hierzu war die Erwdgung der Fruchtbarkeit
des Satzes, dass jedes System gewichtiger Punkte nur einen Schwer-
punkt hat, und dass daher, in welcher Folge man auch die Punkte nach
und nach in Verbindung bringt, zuletzt doch immer ein und derselbe
Punkt gefunden werden muss. Die einfache Art, womit ich dadurch,
mehrere geometrische Sdtze zu beweisen, mich im Stande sah, bewog
mich, zu noch grosserer Vereinfachung solcher Untersuchungen einen
dafir passenden Algorithmus auszumitteln. ([M2], str. iii a iv)

Zakladni myslenka Mdébiovych barycentrickych soufadnic je nasledujici. Uva-
zujme pevné dany trojihelnik. Jako soutfadnice libovolného bodu roviny oznacme
hmoty my, ms, ms, které musime umistit ve vrcholech daného trojuhelniku tak,
téchto hmot (viz obr. 25, na ném? bodu T odpovidaji soufadnice m; = mg = ms).
Pokud uvazovany bod lezi na hranici trojuhelniku, je jedna ze souradnic nulové,
pokud lezi vné daného trojihelniku, je alespon jedna ze soufadnic zaporna. Pokud
Barycentrické soutfadnice bodu proto nejsou urceny jednoznacéné, jednoznacné
je uréen pouze jejich pomeér my : ma : mg.

24Vig Feuerbach K. W., Grundriff zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide,
In Commission bei Riegel und Wiesner, Niirnberg, 1827, 48 stran.

25Viz Bobillier E., Géométrie de situation. Démonstration de quelques théorémes sur les
lignes et surfaces algébriques de tous les ordres, Annales de mathématiques pures et appliquées
18(1827/28), 89-98; Géométrie analytique. Recherche de quelques lieux géométriques, dans
l’espace, Annales de mathématiques pures et appliquées 18(1827/28), 230-248.

26 Guldinovy véty (téz Pappos-Guldinovy véty) jsou pojmenoviny po Svycarském mate-
matikovi Paulu H. Guldinovi (1577-1643). SlouZi k vypo¢tu povrchu a objemu rota¢nich téles.
Prvni Guldinova véta fiké, Ze objem rota¢niho télesa je roven sou¢inu obsahu rotujictho atvaru

je povrch rota¢niho télesa roven sou¢inu obvodu rotujiciho ttvaru a délky kruznice, kterou pii

rotaci opisuje tézisté rotujiciho utvaru.
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V tomto soufadném systému maji vSechny Cleny rovnice néjaké kfivky nebo
plochy stejny stupet, jsou tzv. homogenni (odtud nazev). Barycentrické soutrad-
nice umoznuji charakterizovat i nekonecné vzdalené body v projektivni roviné
a operovat s imaginarnimi prvky.

Obr. 25: Barycentrické soufadnice

Vytvorenim prvniho vyznamného piikladu homogennich soufadnic vlastné
A. F. Mobius ukazal cestu, jak prenést Descartuv analyticky pristup do kon-
textu projektivni geometrie. Mobiova myslenka uziti barycentrickych soufadnic
k popisu bodu projektivni roviny pfipoutala okamzité pozornost celé matematické
komunity. Homogenni soutadnice se brzy staly obecné pouzivanym prostiedkem
algebraické projektivni geometrie.

Pliickertv pristup

A. F. Mébius inspiroval naptiklad Julia Pliickera (1801-1868),2" ktery v &lanku
Uber ein neues Coordinatensystem? z roku 1830 poprvé predstavil tzv. trilinedrni
soufadnice. Postupoval vSak jinak nez A. F. Mobius. Uvazoval tii rtizné piimky
0O0', 00" a 0’0", z nichz kazdé dvé jsou ruznobé&zné, a za soufadnice libovolného
bodu M roviny vzal orientované kolmé vzdélenosti p, ¢, r bodu M od danych
piimek (viz obr. 26, na némz pro soufadnice vnitiniho bodu M ostrothlého troj-
thelniku OO’0” plati: p > 0, ¢ < 0, r < 0). Tyto soufadnice opét nejsou urceny
jednozna¢né (zavisi na volbé jednotky), jsou uréeny aZ na nasobek libovolnou
nenulovou konstantou.

Ve druhém svazku dvoudilné knihy Analytisch-geometrische Entwicklungen?
zavedl J. Pliicker obecné homogenni soutadnice projektivniho prostoru, jimiz lze

27 Julius Pliicker byl daliim vyznamnym piedstavitelem algebraické projektivni geometrie.
Studoval na univerzitidch v Bonnu a v Pafizi. Roku 1825 v Bonnu obhéjil svou disertaéni praci.
V letech 1828 az 1831 pusobil jako mimofadny profesor matematiky na univerzité v Bonnu,
v letech 1832 az 1834 jako fadny profesor matematiky na univerzité v Berliné. Od roku 1836
az do své smrti zastaval misto fadného profesora matematiky a fyziky na univerzité v Bonnu.
Ackoliv jeho nejvyznamnéjsi prace spadaji do oblasti matematiky, sim se povaZoval spiSe za
experimentalniho fyzika. Vénoval se krystalomagnetismu a spektralni teorii. V roce 1859 objevil
katodové paprsky, jez vznikaji ve vybojové trubici za snizeného tlaku.

28 Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 1-36.

29Viz Pliicker J., Analytisch-geometrische Entwicklungen, Zweiter Band, G. D. Baedeker,
Essen, 1831, 293 stran.
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popsat také primky a roviny. Uvazoval specialni pfipad trilinedrnich sourad-
nic, ktery odpovida situaci, kdy se jedna strana trojuhelniku stane piimkou
v nekone¢nu. Tyto soufadnice (1, 22, x3) ziskdme z obvyklych kartézskych sourad-
nic (z,y) substituci
T I
r=—, y=—.
T3 T3

Rovnice kazdé kiivky je pak homogenni v soufadnicich (x1, z2, 23).

O//

O/

Obr. 26: Trilinearni soufadnice

Homogenni soufadnice umoznily J. Pliickerovi algebraicky charakterizovat
nekonecné vzdalené (nevlastni) a imaginarni prvky (pifmka v nekoneénu ma
v tomto homogennim soufadném systému rovnici 3 = 0) a vedly k zavedeni
piimkovych souradnic. Ma-li rovnice pfimky tvar wi;z, + uszs + usxrs = 0, pred-
stavuje trojice ¢isel (ug,ug, u3) tzv. prfimkové soufadnice této pifmky. Tuto rovni-
ci miZzeme chapat jednak jako podminku, za niZz proménny bod (z1,xe,x3) lezi
na pevné dané pifmce uréené souradnicemi (ug,ug, u3), jednak jako podminku,
za niz proménna pifmka ur¢end souradnicemi (uq, uz, uz) prochazi pevné danym
bodem (x1, xg, x3). Ze symetrie vyrazu uyz; + uss + usxs tak J. Pliicker analy-
ticky odvodil platnost principu duality. Pliickerovo jméno nese $est homogennich
soufadnic p;; = x;y; — x;y; pfimky v prostoru, ktera prochéazi body (z;) a (),
ackoliv je jako prvni zavedl H. G. Grassmann roku 1844 ve své knize Die lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik.

Na zakladé analytického pristupu v geometrii predstavil J. Pliicker jesté jednu
zcela ptivodni myslenku. Roku 1865 (podle nékterych zdroji v8ak jiz v roce 1829)
poukazal na to, Ze geometrie nemusi byt vystavena pouze na bodu jako zakladnim
prvku; primky, roviny nebo kruznice lze rovnéz uzit jako zakladni prvky néjaké
geometrie. Tato myslenka vedla k prvnim tvaham o dimenzi geometrie. Tento
pojem byl zaveden jako pocet nezévislych udaji, kterych je potfeba k popisu
polohy zékladniho prvku uvazované geometrie. Napf. rovina je dvoudimenzionél-
ni, pokud uvazujeme za zékladni prvky body nebo primky, nebot bod v roviné
se zvolenou soustavou soufadnic je uréen dvéma soufadnicemi, dvéma ¢&isly, stej-
né jako pfimka, jejiz polohu v roviné mizeme jednoznacéné popsat pomoci tsek,
které vytina na obou soufadnych osach. Na druhé strané je v§ak rovina trojdimen-
zionélni, pokud za zakladni prvky uvazujeme kruznice, k jejichZz jednozna¢nému
popisu polohy jsou t¥eba tii idaje — souradnice jejtho stfedu a polomeér.
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J. Pliicker pozdéji zobecnil Mébiovu myslenku barycentrickych souradnic ve
své knize Neue Geometrie des Raumes gegrindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement®® v niz homogenni soufadnice zavedl jako souradnice,
které se vztahuji k zakladnimu ¢tyrsténu.

Soucasny piistup

Pro porovnani uvedme, Ze v dnesni dob& se homogenn{ souradnice zavadéji
tak, Ze se v roviné zvoli linedrni soustava soufadnic — bod P (pocatek) a dva
. . « s e 1. - — . . . .
line4rné nezavislé vektory e, ea. Mimo danou rovinu se zvoli bod S (viz obr. 27).

P &

Obr. 27: Homogenni soufadnice

Kazda primka prochézejici bodem S je kromé tohoto bodu jednozna¢né uréena
—
nenulovym smérovym vektorem x; tento vektor lze zapsat jako linearni kombinaci
-7 =
vektorat P — S, e; a es:

z:xo(P—S)—l—:rle_{—i—xge_;.
P1i hledani priseciku X = [z, y] piimky s danou rovinou pak feSime rovnici
P+x31+ye§:S+t $0(P—S)+I1;1+I222 ;

neboli
P—S+xe_)1+ye_>2:tx0(P—S)+twle_>1+txge_;.

Protoze vektory P—S5, e a e jsou linearné nezéavislé, musi byt splnény nasledujici
podminky:
1 =txy, z=1tx;, y="tr,.

Je-li &y nenulové, ziskame jako prisecik vlastni bod X = [%’ ;—i}, je-li g rovno
nule, ma uvazovana piimka s danou rovinou spole¢ny nevlastni bod, neboli smér
T, €] + Ty €. Trojici ¢isel (zo, 21, 22) nazyvame homogenni soufadnice (vlastniho
nebo nevlastniho) bodu projektivni roviny; jsou urfeny aZ na nasobek libovolnou
nenulovou konstantou. Da se ukazat, ze Mobiovy barycentrické soufadnice jsou

jejich specialnim, limitnim piipadem, kdy vztazny bod S uvazujeme v nekonec¢nu.

30Viz Pliicker J., Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement, Erste Abtheilung, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1868,
226 stran, Zweite Abtheilung, Herausgegeben von Felix Klein, Druck und Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1869, str. 227-378.
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2.4 Geometrické transformace

Celé kniha Der barycentrische Calcul je rozdélena do t¥i tematickych ¢asti. Prvni
novou metodu barycentrického po¢tu pro uréeni polohy bodt. Déle se zabyva
vyjadfenim piimek, rovin, kiivek (rovinnych i prostorovych) a ploch v téchto
novych soufadnicich a prevodem mezi barycentrickymi a kartézskymi soufadni-
cemi. Druha ¢ast (8 kapitol, str. 179-368) se vénuje geometrickym transformacim,
treti Gast (5 kapitol, str. 369-454) se tyka kuzelosecek.

V nasledujicich odstavcich se zaméfime na Mobiav piistup ke geometrickym
transformacim a pfipomeneme jeho stézejni myslenky. V Barycentrickém poctu
predstavil obecny koncept geometrické transformace, zaméfil se na vySetfovani
transformaci zprostiedkujicich pfechod od jednoho geometrického ttvaru k druhé-
mu. Geometrickou transformaci, tj. vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi dveé-
ma objekty prostoru, nazyval terminem Verwandtschaft (p¥ibuznost).3! Zékladni
»geometrické piribuznosti® byly tehdy vSestranné studovéany, a proto se brzy ob-
jevila otazka jejich klasifikace, jiz se A. F. Mobius ve své knize zabyval.

V predmluvé nejprve popsal, jak v ném velké moznosti barycentrickych sourad-
nic podnitily z4djem o studium geometrickych piibuznosti. To ho vedlo ke zkou-
méani vztahti mezi dvéma geometrickymi dtvary, a tak ,vznikla druha ¢ast jeho
knihy pojednévajici o geometrickych pribuznostech jako o nauce, ktera v sobé
by méla byt zpracovana v plné obecnosti a do vSech disledku“. Poukazal pritom
na skutec¢nost, Ze v dané dobé se pozornost soustiedi pouze na nejjednodussi typy
geometrickych pribuznosti, specidlné na ty, které maji své vyuziti v elementarni
geometrii.

Zugleich aber wurde ich dadurch bewogen, noch mehrere dergleichen
Beziehungen zwischen Figuren auszumitteln, und somit entstand der
zweite Abschnitt meines Buchs, welcher von den geometrischen Ver-
wandtschaften handelt, einer Lehre, welche in dem hier gebrauchten
Sinne die Grundlage der ganzen Geometrie in sich fasst, die aber auch
eine der schwierigsten seyn mochte, wenn sie in volliger Allgemein-
heit und erschépfend vorgetragen werden soll. Im Gegenwdrtigen sind
nur die einfachsten Arten der Verwandtschaften betrachtet worden,
diejenigen namlich, welche auch in der niedern Geometrie in Anwen-
dung kommen kénnen. ([M2], str. x)

V predmluvé téz uvedl néasledujici typy geometrickych pfibuznosti: shodnost
(die Gleichheit und Aehnlichkeit),3? podobnost (die Aehnlichkeit), afinitu (die

Affinitit) a kolineaci (die Collineation), a vysvétlil jejich vzajemny vztah.3?

31 Jedna se nejspise o némecky pieklad Eulerova oznadeni affinitas.
»shodné a podobné“. Termin ,shodny* (gleich = stejny, rovny) vyjadiujici vztah mezi dvéma
atvary pouzival ve smyslu ,rovnoplochy*“. Viz [M2], str. 213: Zwei Dreiecke pflegt man einander
gleich zu nennen, wenn sie einerlei Flicheninhalt haben.

33 Termin afinita zavedl L. Euler v dile Introductio in analysin infinitorum z roku 1748.
Oznagceni kolineace pouzil A. F. Mobius z podnétu svého pfitele, filologa Benjamina Gottholda
Weiskeho (1788-1842).
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Von diesen Aufgaben schein man bisher bloss diejenigen gekannt zu
haben, welche aus der Gleichheit und Aehnlichkeit, als der einfach-
sten Verwandtschaft, ihren Ursprung ziehen ... Die Aufgaben, zu de-
nen die Aehnlichkeit allein fiihrt, sind hiervon nicht wesentlich unter-
schieden. Wohl aber gelangt man zu Aufgaben ganz anderer Art durch
die Affinitdt und durch die Gleichheit, welche letztere eine eben so
specielle Art von der Affinitdt ist, als die Gleichheit und Aehnlichkeit
von der Aehnlichkeit allein. Noch andere Aufgaben endlich bietet die
noch allgemeinere Verwandtschaft der Collineation dar.

([M2], str. x—xi)

Shodnost a podobnost se podle A. F. M6bia podstatné nelisi; toto tvrzeni odpovida
vlastnostem tzv. hlavni grupy pozdgjsiho Erlangenského programu.®® Obecnéjsi
jsou afinity, které zahrnuji shodnosti a podobnosti jako zvlastni ptfipady — to
odpovida vztahu mezi afinn{ a hlavni grupou. Jesté obecnéjsi jsou kolineace. Také
zde A. F. Mdbius pfedjimal, pfirozené bez uziti terminu grupa a bez vyslovného
grupového uvazovani, zac¢lenéni afinni geometrie do geometrie projektivni.

Barycentricky pocet obsahuje mnoho piivodnich vysledki z oblasti afinnf a pro-
jektivni geometrie. Barycentrické soutfadnice umoznily A. F. Mébiovi popsat celou
fadu afinnich a projektivnich vlastnosti dvou- a tfidimenzionélnich objektu. Proto
vyznamnou ¢ast své prace vénoval afinnim a projektivnim transformacim, které
poprvé zapisoval analyticky v barycentrickych soufadnicich.®® Uvazoval obecné
vSechny spojité transformace roviny, které zachovéavaji linearitu, tj. pfimky zob-
razuji opét na piimky. Zvlastni pozornost pak vénoval nékolika specidlnim typtm
linearnich transformaci — shodnostem, které navic zachovéavaji délky tusecek, po-
dobnostem, které zachovavaji tvary objekti, afinitam, které zachovéavaji rovnobéz-
nost, a kolineacim, které zachovévaji kolinedrnost bodt.

Shodné utvary definoval A. F. Mdbius jako takové ttvary, u nichz vzajemné
vzdélenosti mezi kazdymi dvéma body jednoho ttvaru a odpovidajicimi body
druhého utvaru jsou stejné. Vlastni podobnost pak nepiesné piiblizil jako vztah
mezi dvéma utvary, z nichZ jeden lze chapat jako ,opakovani druhého utvaru ve
vétsim nebo mensim méritku®; presnéji feceno jako zobrazeni, které zachovava
pomér vzdalenosti mezi body jednoho tutvaru a odpovidajicimi body druhého
atvaru.

Wenn in zwei Figuren jedem Punkte der einen Figur ein Punkt der
andern entspricht, dergestalt, dass der gegenseitige Abstand je zweier
Punkte der einen Figur dem gegenseitigen Abstande der entsprechen-
den Punkte in der andern Figur gleich ist, so sind die Figuren einan-
der gleich und dhnlich. ... Weniger einfach und von grésserer Aus-
dehnung ist die blosse Aehnlichkeit. Hier kann man die eine Figur
als eine Wiederholung der andern nach einem grdssern oder kleinern
Majstabe betrachten, oder bestimmter: Zwei Figuren sind einander
dhnlich, wenn die gegenseitigen Abstinde je zweier Punkte der einen

340 Erlangenském programu podrobné pojednava kapitola 4 této monografie.
35 Projektivn{ transformace lze vyjadiit jako linearni transformace barycentrickych soutadnic.
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Figur in denselben Verhdiltnissen zu einander stehen, als wie die Ab-
stinde der entsprechenden Punkte in der andern.
([M2], str. 181, 187)

Kromé shodnosti a podobnosti A. F. Mobius podrobné vySetifoval afinitu.
Toto zobrazeni priblizil s vyuzitim barycentrickych soutfadnic. Jsou-li v roviné
dany t¥i nekolinearni body A, B, C' (die Fundamentalpunkten), lze kazdy bod
roviny ABC' vyjadiit jako néjakou jejich linearni kombinaci aA + 0B + ¢C, kde
a, b, ¢ € R. Necht bodum A, B, C jednoho utvaru odpovidaji po fadé body A’
B’, ¢’ druhého utvaru (viz obr. 28). Potom libovolnému bodu D = aA+bB + cC
odpovida ve stejném zobrazeni bod D' = aA’ + bB’ + ¢C’, jenz A. F. Mobius
nasel nasledujicim zptsobem: Sestrojil prisecik Z p¥imek AB a C' D, tsecku A’ B’
prodlouzil za bod B’ a nasel na jejim prodlouZeni bod Z’ tak, aby pro délky tsecek
platila rovnost poméru |A'B’| : |B'Z'| = |AB| : |BZ|. Dale sestrojil usecku C'Z’
a naSel na ni bod D’ tak, aby platilo |C'D’| : |D'Z'| = |CD| : |[DZ]|.

Obr. 28: Afinita v Mobiové Barycentrickém poctu
(viz [BKS], Fig. 29, str. 178)

Analyticky lze uvaZované afinni zobrazeni popsat nésledujicim zptsobem.
Necht A, B, C, P a A, B', C', P’ jsou dvé ¢tvefice navzajem si odpovidajicich
bodit dvou atvari; bodu P = pA + ¢B + rC odpovida bod P’ = pA'+¢B' +r(’,
kde p, ¢, r € R. Zvolime-li soustavu soufadnic tak, ze pfimka C'A bude osou z
a pfimka C'B bude osou y, ma bod P vzhledem k této soustavé souradnice
r=—2" __jcAl, y=—2L _|CB|.

pt+q+r p+gqg+r
Analogicky zvolime u druhého utvaru soustavu soufadnic tak, ze osou z bude
piimka C'A" a osou y piimka C’B’. Potom soufadnice bodu P’ vzhledem k takto
zvolené soustavé soufadnic lze vyjadrit ve tvaru
.T, L|C’A/| / L|C/B/‘

) y:p+q+1"

CpHqHtr

I
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neboli plati
,_lcA (OB

Cear ™ Y T qes

V dalsim odstavci odkdzal na Eulerovu préaci Introductio in analysin infini-
torum pojednévajici o vySe uvedeném vzajemném vztahu mezi dvéma utvary.
A. F. Mobius prevzal Eulerovo oznaceni afinita, ¢ast textu z jeho knihy dokonce
ocitoval.

Von einer solchen gegenseitigen Beziehung der Figuren hat schon Fu-
ler gehandelt. ... Der von Euler hier aufgestellte Begriff der Affinitas
ist also ganz mit dem vorhin entwickelten einerlei, und ich will daher
gleichfalls diese allgemeinere Verwandtschaft Affinitdt, und Figuren,
zwischen denen sie statt findet, affine Figuren nennen.

([M2], str. 194-195)

V nasledujicim textu své tvahy o afinitdch analogicky rozsifil i na trojrozmérné
utvary. Navic mimo jiné ukézal, Ze se pii afinnich transformacich zachovavaji
poméry orientovanych délek, obsaht i objemt.

Dva geometrické ttvary mohou byt navzajem jesté v obecnéjsim vztahu, nez je
afinita. Takové ,nejobecnéjsi* zobrazeni A. F. Mobius nazval kolineace a definoval
je jako zobrazeni, které kolinearni body zobrazi opét na kolinearni body.

Das Wesen dieser neuen Verwandtschaft besteht also darin, dass bei
zwei ebenen oder korperlichen Riumen, jedem Punkte des einen Raums
ein Punkt in dem andern Raume dergestalt entspricht, dass, wenn man
in dem einen Raume eine beliebige Gerade zieht, von allen Punk-
ten, welche von dieser Geraden getroffen werden (collineantur), die
entsprechenden Punkte in dem andern Raume gleichfalls durch eine
Gerade verbunden werden kénnen. Es ist deshalb diese Verwandtschaft
die Verwandtschaft der Collineation genannt worden. Figuren, zwi-
schen denen sie statt findet, heissen collinear verwandte, oder schlecht-
hin collineare Figuren. ([M2], str. 302)

Déle ukézal, Ze kolineace roviny je jednozna¢né urcena ¢tyimi body, z nichz
zadné t¥i nejsou kolinearni, a jejich predepsanymi obrazy, z nichz opét zadné tii
nejsou kolinearni. Necht bodim A, B, C, D odpovidaji v uvazované kolineaci po
fadé body A’, B', C', D’ (viz obr. 29). Potom kazdému bodu piimky AD odpovida
urc¢ity bod pfimky A'D’, kazdy bod piimky BC ma sviyj jednoznaény obraz na
pifmce B'C’ atd. Proto prusec¢iku ptimek AD a BC, jenZ je na obr. 29 oznacen
jako bod E, musi odpovidat prusecik piimek A'D" a B'C’, tj. bod E’. Analogicky
Ize timto postupem ziskat dalsi dvojice odpovidajicich si bodiu; s vyuzitim nové
ziskanych dvojic bodi lze tento proces opakovat do nekonecna.

36 Poznamenejme, Ze v originale je na tomto misté preklep; soufadnice y' je zapsana ve tvaru
c’'B' .
y = ‘\CB\l x. Viz [M2], str. 194.
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Obr. 29: Kolineace v Mobiové Barycentrickém poctu
(viz [BKS], Fig. 49, str. 267)

A. F. Mobius dospél jako prvni k ucelené teorii dvojpoméru ¢tyi kolinearnich
boda (v originéle das Doppelschnittsverhdltniss (ratio bissectionalis)) a k dikazu
skuteénosti, ze dvojpomér je invariantni pfi projektivnich transformacich.?” Mimo
jiné ukéazal, ze dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodu A, B, C, D lze vyjadrit jako
pomeér

sin APB sin BPD
sin APC "~ sinCPD’

kde P je libovolny bod roviny nelezZici na uvazované piimce (viz obr. 30).

P

A B Cc D

Obr. 30: Dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodu

V' Barycentrickém poctu je na konci druhé ¢asti vénované transformacim
v rdmci zévérenych pozndmek obsaZena néasledujici algebraické charakteristi-
ka geometrickych ptibuznosti (viz tab. 1). Pro kazdou ze ¢tyt zakladnich geome-
trickych pribuznosti (shodnost, podobnost, afinita, kolineace) je v tabulce uveden
presny pocet nezavislych tdaji, které je tfeba zadat pro soustavu n bodi, aby
bylo mozno urcit jejich obrazy pii daném zobrazeni; sloupce I, II, ITI odpovidaji
postupné piipadim, kdy zadané body lez{ v jedné pfimce, resp. v jedné roving,
resp. v jednom prostoru.

3T Viz [M2], Zweiter Abschnitt, Fiinftes Capitel: Die Doppelschnittsverhiltnisse, str. 243-265.
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I IL. I11.

Gleichheit und Aehnlichkeit | n—1|2n—3| 3n—6

Aehnlichkeit n—22n—41| 3n—17
Affinitat n—2{2n—6| 3n—12
Collineation n—3|2n—8|3n—-15

Tab. 1: Algebraicka charakteristika geometrickych pribuznosti
(upraveno podle [M2], str. 364)

Pokusime se vysvétlit, jak byly ziskany alespon nékteré vysledky z vyse uve-
dené tabulky. Uvazujme soustavu n bodu A, B, C, D, ..., které lezi v jedné
primce. Pri konstrukci shodné soustavy bodi lezicich na néjaké primce lze obraz
A’ bodu A zvolit zcela libovolng. Obraz B’ bodu B je pak uréen na zakladé
vzdalenosti bodi A, B; musi platit rovnost |A'B’| = |AB|. Neni pfitom podstat-
né, na kterou stranu od bodu A’ bod B’ na danou pfimku umistime. Také dalsi
obraz C" bodu C' musi vyhovovat rovnosti |A'C’| = |AC|, jeho poloha je vsak
tentokrat urcena jiz jednoznacné — umistime jej bud na stejnou, nebo na opac-
nou stranu od bodu A’ jako bod B’, podle toho, zda body B a C lezi na stejné
polopfimce s pocateénim bodem A, & nikoliv. Je tedy ziejmé, Ze po umisténi
obrazu A’ prvniho bodu je pro nalezeni obrazu kazdého ze zbylych n — 1 bodu
zapotiebi znét jeho vzdalenost od bodu A. Ke konstrukei celé soustavy obrazu je
tak t¥eba zadat celkem n — 1 tdaju.

Pokud body A, B, C, D, ... nejsou kolinearni, ale lezi v jedné roving, lze
polohu bodu A’ v uvazované roviné opét zvolit libovolné. Bod B’ pak musi leZet
ve vzdalenosti |AB| od bodu A’ tj. je libovolnym bodem kruZnice se stfedem
v bodé A’ a polomérem |AB|; tuto kruznici ozna¢ime k(A’;|AB|). Bod C’ pak
najdeme jako jeden (libovolny) z pruseéiki kruznic k(A’;|AC|) a k(B';|BC|).
Bod D’ musi byt prusecikem kruznic k(A’; |[AD|) a k(B’;|BD|) — tentokrat vsak
zvolime ten z obou pruseciki, ktery lezi bud ve stejné, nebo v opa¢né poloroving
ur¢ené piimkou A'B’ jako bod C’, podle toho, zda body C a D lezi ve stejné
poloroviné urcené piimkou AB, & nikoliv. Obecné pro soustavu n bodua tedy
plati: Po umisténi obrazu prvniho bodu je k uréeni obrazu druhého bodu zapotiebi
jeden tdaj (jedna vzdalenost). Nalezeni obrazu kazdého ze zbylych n — 2 bodu
pak vyZzaduje znalost dvou udaji (dvou vzdalenosti), ¢ili celkem je t¥eba zadat
142(n—2) = 2n— 3 adaji. Analogicky pro body trojrozmérného prostoru, které
nejsou ani kolinearni, ani komplanarni, ziskame 1 + 2 + 3(n — 3) = 3n — 6 udaju
(vzdalenosti) potfebnych pro konstrukei shodné soustavy bodi.

Ke konstrukci podobné soustavy bodu lezicich jak na piimce, tak v roviné
nebo v prostoru bude zapotiebi vzdy préavé o jeden tidaj méné nez v pfipadé
shodnosti, nebot u podobnosti postac¢i znat pouze poméry jedné z vyse uvedenych
vzdalenosti k ostatnim vzdalenostem.
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Konstrukce afinniho obrazu v pfipadé n bodu v roviné bude probihat nasle-
dujicim zptisobem. Prvnim tfem bodim A, B, C lze obrazy A’, B', C' pFedepsat
libovolng. Dalsimu bodu D vsak jiz musime pfifadit bod D’ tak, aby ztstaly
zachovany poméry obsaht trojuhelnik:

D'B'C': D'C'"A'= DBC : DCA, D'C'A': D'A'B'=DCA: DAB.

Tato dvojita podminka musi platit pro kazdy ze zbylych n—3 bodi, proto celkovy
pocet pot¥ebnych tdaju je roven 2(n — 3) = 2n — 6. Ostatni udaje z tabulky jiz
ponechame bez komentéfte.

A. F. Mobius v pozdéjsich letech nékteré zakladni myslenky o geometrickych
transformacich dale rozvedl a rozsitil na dalsi , pfibuznosti“. Jako prvni uvazo-
val obecné projektivni transformace prostoru, které bodum pfirazuji roviny, spec.
kolinearni body zobrazuji do koaxiélnich rovin, tj. do svazku rovin. Takové trans-
formace nazyval korelace — pouzil termin, jenz zavedl L. N. Carnot. V roce 1858 se
obratil k tvaham o tzv. elementérnich piibuznostech (homeomorfismech), které
jsou jesté obecnéjsi nez kolineace. Tyto Gvahy dnes spadaji do oblasti topologie.

se vicerozmérné geometrie. A. F. Mobius v této souvislosti v Barycentrickém
poctu poukézal na skutecnost, Ze geometrické objekty, které nelze vzajemné zob-
razit na sebe v trojrozmérném prostoru, nebot jsou svymi zrcadlovymi obrazy,
by mohly byt na sebe zobrazeny ve Ctyfrozmérném prostoru. Dale vSak tuto
myslenku zamitl a uvedl, Ze toto zobrazeni neni mozné, nebot takovy prostor
nelze uvazovat.

Zur Coincidenz zweier sich gleichen und dhnlichen Systeme im Raume
von drei Dimensionen: A, B,C, D, ..., und A", B',C",D’,..., bei de-
nen aber die Punkte D,E,... und D', FE’,... auf ungleichnamigen
Seiten der Ebenen ABC' und A'B'C" liegen, wiirde also, der Analogie
nach zu schliessen, erforderlich seyn, dass man das eine System in
einem Raume von vier Dimensionen eine halbe Umdrehung machen
lassen konnte. Da aber ein solcher Raum nicht gedacht werden kann,
so ist auch die Coincidenz in diesem Falle unmdglich.

([M2], str. 185)

Nové algebraické metody obsazené v Barycentrickém poctu umoziuji obecné
feSeni nékterych fundamentélnich problém, jako je urcéeni kuzelosecky prochéze-
jici danymi body, resp. dotykajici se danych p¥imek. A. F. M6bius nalezl racio-
nalni parametrické reprezentace kuzelosecek, jako jeden z prvnich matematikt
studoval kfivky tietiho stupné v trojrozmérném prostoru a jejich vlastnosti. Jed-
nim z jeho nejzajimavéjsich numerickych vysledki tykajicich se kuzelosecek je
teorém, podle néhoz pravdépodobnost, Ze pét ndhodné zvolenych bodi projek-
tivni roviny lezi na hyperbole, je nekoneéné vétsi nez pravdépodobnost, Ze tyto
body lezi na elipse; pomér uréeny tvahami je odmocnina z nekone¢na ku jedné.
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.. weil die Fldche einer sich in das Unendliche erstreckenden Parabel
sich zu der unendlichen Ebene, in welcher sie liegt, wie eine endliche
Grésse zu /o0 verhdlt, so kann man immer die Quadratwurzel aus
dem Unendlichen gegen ein Endliches wetten, dass finf in einer Ebene
willkiihrlich genommene Punkte eher in einer Hyperbel, als in einer
Ellipse liegen. ([M2], str. 383)

A. F. Mobiovi se za jeho praci v oblasti geometrie dostalo uznani dvou velkych
matematiki. Carl Friedrich Gauss oznacil Mébitiv novy, jednotici pohled na geo-
metrii jako jednu z nejrevoluénéjsich intuici v historii matematiky. Barycentricky
pocet umistil na stejnou troven jako svoji teorii kongruenci, jako diferencialni
pocet a Lagrangetuv variaéni pocet. Také Felix Klein (1849-1925) (spoluvydavatel
Mobiovych sebranych spisit) ocenil Mébitv piinos ke klasifikaci geometrie, oznadil

ho za svého predchtidce.

Wenn auch Moebius noch nicht den modern formulierten Gruppen-
begriff besitzt, so bietet doch der Begriff der , Verwandtschaft* ein
Aquivalent; Moebius wird dadurch genau zu einem Vorliufer des , Er-
langer Programms*. ([K9], Teil I, str. 118)

F. Klein povazoval za vhodné uvést tuto skutecnost dodateéné i v samotném
Erlangenském programu. V jednom z pozdéjsich vydani pfipsal do ptivodni verze
z roku 1872 t¥i nové poznamky pod ¢arou. Posledni z nich, zafazena na dplny
zaver textu, odkazuje na Mobiovy geometrické tvahy, jez odpovidaji zakladni
myslence Erlangenského programu.

Im tibrigen verweise ich gern noch, indem ich diesen Wiederabdruck
des Erlanger Programms abschliefle, auf die Arbeiten von Moebius
(die ich selbst erst nach ihrem inneren Zusammenhang erfafte, nach-
dem ich bei der von der sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften
in den Jahren 1885-1887 veranstalteten Gesamtausgabe seiner Werke
mitwirken durfte). Moebius hat den allgemeinen Gruppenbegriff und
auch viele der geometrischen Transformationen, die zu seiner Illustra-
tion im Erlanger Programm herangezogen werden, noch nicht gekannt,
aber er hat, von einem sicheren Gefiihl geleitet, seine aufeinander-
folgenden geometrischen Arbeiten genau so eingerichtet, wie es dem
Grundgedanken des Programms entspricht. Schon im Mittelabschnitt
seines Baryzentrischen Kalkuls (1827) ordnet er die ,,geometrischen
Aufgaben® nach den ,, Verwandtschaften“der,, Gleichheit“ (Kongruenz),
JAhnlichkeit, | Affinitit* und ,Kollineation®. ([K8§], str. 497)

V prvni poloviné 19. stoleti vsak vétsina ptvodnich myslenek Barycentric-
kého poctu, kromé zavedeni barycentrickych souradnic, ztstala bez vétsi odezvy.
S Mobiovymi vysledky se v plném rozsahu seznamilo pouze nékolik Spickovych
matematikii. Michael J. Crowe v této souvislosti napsal:

Mobius’ highly original and well-presented work was well received, with
Cauchy, Jacobi, Dirichlet, Steiner, Pliicker, and Gauss all taking some
interest in it. However his methods never attained widespread use, and
no second edition of the work appeared . .. ([Cw], str. 50)
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PIného uznani a vieobecného piijeti se Mobiovu zivotnimu dilu v geometrii dosta-
lo az pozdéji. Nedostatek formélniho, zejména algebraického aparatu, kterym byly
teorie grup a teorie invariantd, neumoznil A. F. Mobiovi uskute¢nit zamyslenou
klasifikaci geometrie. K tomu dospél az F. Klein ve svém Erlangenském programu
(1872), o némz bude pojednano v samostatné kapitole.
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