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3. Cremonovy transformace

Narodni obrozeni Itélie (italské Risorgimento) v letech 1848 az 1860 znamenalo
téz obrozeni italské matematiky. Rada matematiki se v této dobé zapojila do boji
proti rakouské nadvladé a prispéla k italské nezavislosti vedouci az ke sjednoceni
Italie po roce 1860. Jednim z aktivnich ucastniki valky za italskou svobodu byl
Luigi Cremona, matematik, jenz poloZil zaklady teorie biracionalnich transfor-
maci projektivniho prostoru. Tyto transformace, jez jsou po ném pojmenovany,
maji velky vyznam v algebraické geometrii.

Od 60. let 19. stoleti se velkd pozornost v matematice soustiedila zejména na
formovat s cilem zjednodusit popis jejich vlastnosti a vzajemnych poloh. K tomu
lze velmi dobfe vyuZit pravé biracionalni transformace, nebot umoziuji zmensit
miru singularity dané kfivky. Cremonovy transformace se vsak brzy z pomoc-
ného nastroje staly samostatnym objektem matematického zkoumani a podnitily
rozvoj nové ucelené oblasti algebraické geometrie. Vénujme se proto nejprve jejich
autorovi.

Cremonovy Zivotni osudy jsou podrobné popsény v nékolika publikacich.!
Ptipomeneme proto jen zakladni Zivotopisné a bibliografické tdaje, které nam
umozni zafadit jeho prace a vysledky do dobového i odborného kontextu.

3.1 Luigi Cremona

Luigi Cremona? se narodil 7. prosince 1830 v Pavii (Lombardie, dnesni Itélie)
jako nejstarsi ze ¢tyf déti pravnika Gaudenzia Cremony. Z jeho sourozencu se
dospélého veéku dozil pouze bratr Tranquillo Cremona (1837-1878), vyznamny
italsky malif, dalsi bratr a sestra zemfeli v raném mladi. L. Cremona absolvoval
s vybornym prospéchem gymnéazium v Pavii, poté ho politické udélosti revoluc-
niho roku 1848 piimély dalsi studia pferusit. Jako vasnivy italsky vlastenec se
aktivné zapojil do hnuti za svobodnou Italii. Zicastnil se mimo jiné ozbrojené
obrany Benatek pfed vpadem rakouského vojska, a ackoliv 24. srpna 1849 Italové
rakouskému vojsku podlehli, mohli mésto opustit se cti. L. Cremona se poté vratil
do Pavie a na tamni univerzité vystudoval pozemni stavitelstvi a architekturu.
Z profesorii ho nejvice ovlivnil Francesco Brioschi (1824-1897).

V srpnu 1854 se L. Cremona ozenil s Elisou Ferrari, ktera v té dobé& piisobila
jako feditelka mateiské skoly v Génes.? Spole¢né vychovali tfi déti, syna Vittoria
a dcery Elenu a Italu.

! Napt. [Bt], [Lo2|, [LC] a [Pr], str. 116-143; relevantni informace poskytuje i webova stranka
http://www-history.mes.st-and.ac.uk /~history /Biographies/Cremona.html.

2 Celym jménem Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona.

3 L. Cremona se s Elisou Ferrari ,,seznamil* prostiednictvim dopisii, jez Elisa posilala svému
bratrovi Nicolovi Ferrari, ktery se spoleéné s L. Cremonou ztc¢astnil v letech 1848 az 1849 boje
proti rakouské nadvladeé.
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V této dobé doslo ke zméné vlady v Piemontu. Nova vlada pod vedenim
Camilla Benso di Cavoura? iniciovala sjednoceni Italie, aviak Lombardie ziistévala
stale pod nadvladou Rakouska. L. Cremona, ktery proti rakouské okupaci bojoval
se zbrani v ruce, tak nemél Sanci ziskat oficialni ucitelské misto, a proto pusobil
jako soukromy ucitel u nékolika rodin v Pavii. P¥itom se vénoval matematickému
badani a v zaf 1855 sepsal sviij prvni ¢lanek Sulle tangenti sfero-coniugate,® ktery
ziejmé ovlivnil jeho dalsi pasobeni. Rozhodnutim ze dne 22. listopadu 1855 ziskal
povoleni ucit na prechodnou dobu fyziku na gymnéziu, kde sam diive studoval.
V kvétnu 1856 sepsal dalsi matematicky ¢lanek Intorno ad un teorema di Abel,’
ktery mu spolu s povésti vyborného ucitele umoznil ziskat dne 17. prosince 1856
misto mimofadného profesora na gymnaziu v Pavii. O mésic pozdéji, dne 17. ledna
1857, byl jmenovan fadnym profesorem na gymnéziu v Cremoné, kde setrval
necelé tii roky.

Cremonovo pusobeni na obou skolach vSak nebylo nijak jednoduché. Jeho
pozice na gymnéziu v Pavii byla nejistd, na gymnéziu v Cremoné zase ué¢il mate-
matiku v Sesti ro¢nicich, coz tydné obnaselo celkem 17 hodin. Navic v této dobé
stéle chybély kvalitni italsky psané ucebnice, proto L. Cremona pro své zaky ve
volnych chvilich jesté sepisoval pomocné uéebni texty.

Roku 1859 se Italie s pomoci Francie vymanila z rakouského vlivu,” Lom-
bardie byla odstoupena a pfipojena k Piemontu. L. Cremona jiZ proto nemusel
z politickych duvodu zustavat v tstrani. Dne 28. listopadu 1859 nastoupil jako
profesor na Liceo S. Alessandro v Milané, dne 10. ¢ervna 1860 byl na zakladé
kralovského vynosu jmenovan Fadnym profesorem vyssi geometrie na univerzité
v Bologni. Navzdory ¢asové naro¢né vyuce na gymnaziu L. Cremona jesté pred
svym jmenovanim univerzitnim profesorem publikoval 18 matematickych praci
vénovanych zejména studiu k¥ivek pomoci metod projektivni geometrie.

Na univerzité v Bologni setrval az do fijna 1867. Béhem této doby publiko-
val 45 praci® a rozvinul teorii biracionalnich transformaci, pozd&ji znamych jako
tzv. Cremonovy transformace. Jeho nejvyznamnéjsi prace vénované transforma-
cim rovinnych kfivek pochazeji z let 1863 az 1865. Roku 1866 za né ziskal tzv.
Steinerovu cenu (the Steiner Prize).”

4 Camillo Benso di Cavour (1810-1861), italsky politik, zakladatel italské liberalni strany,
dne 4. listopadu 1852 byl zvolen pfedsedou vlady Piemontu. Stal se historicky prvnim pfedse-
dou italské vlady, od 23. bfezna do 7. éervna 1861 zastaval funkci ministra zahrani¢nich véci
a namornictva. Byl autorem nékolika reforem, zaloZil politické noviny Il Risorgimento (Turin,
1847). Zemfel necelé tii mésice po vyhlaseni spojeného italského kralovstvi.

5Viz Annali di scienze matematiche e fisiche 6(1855), 382-392.

6Viz Annali di scienze matematiche e fisiche 7(1856), 99-105.

" Italska valka za nezéavislost byla ukoncena podepsanim miru ve Villafranca dne 11. &er-
vence 1859. Spojené italské kralovstvi bylo oficialné vyhlageno dne 17. biezna 1861.

8 Dodejme, Ze mezi témito pracemi je mimo jiné 16 ¢lankt vénovanych feSeni tloh uveiej-
nénych v Casopise Nouvelles Annales, 8 knih prehledového charakteru a 4 historické ¢lanky
sepsané na podporu vyzkumu v oblasti geometrie.

9 Cena byla pojmenovéna na pocest vyznamného §vycarského matematika Jacoba Steinera
(1796-1863), ktery se vénoval zejména syntetické a projektivni geometrii a vétsinu Zivota vyuco-
val na berlinské univerzité. Podle jeho posledni vile méla byt udélovana Berlinskou akademii
véd kazdé dva roky za nové vysledky v oblasti syntetické geometrie. Byla dotovana ¢astkou
24000 némeckych marek, coz v té dobé predstavovalo ¢astku vy3si nez byl pramérny ro¢ni
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V f{jnu 1867 byl L. Cremona na Brioschiho doporuceni novym kralovskym
vynosem povolan prednaset vyssi geometrii na Regio Istituto Tecnico Superiore di
Milano (nyni Politecnico di Milano), kde mu byl v listopadu 1872 udélen titul fad-
ného profesora. Toto obdobi je v jeho Zivoté povazovano za vysoce tvaréi. Sepsal
fadu ptuvodnich ¢lanki vénovanych kuzeloseckam, rovinnym kiivkam, rozvinutel-
nym plocham, plocham tfetiho a ¢tvrtého stupné, projektivni geometrii i statice.

Roku 1873 bylo L. Cremonovi nabidnuto misto generalniho tajemnika nové
ustavené italské vlady. Ackoliv si této nabidky jako oddany italsky vlastenec velmi
vazil, odmitl ji, nebot se chtél vénovat matematickému badéani. Dne 9. fijna 1873
presidlil do Rima, kde byl kralovskym vynosem jmenovan feditelem a profesorem
noveé zalozené skoly Scuola degli ingegneri in Roma. Pokud doufal, Ze odmitnuti
vstupu do politiky mu umozni pokracovat ve védecké praci, brzy shledal, ze ho
administrativni a ucitelské povinnosti, zejména ¥izeni nové skoly, plné zaméstna-
vaji a na vlastni praci v matematice mu nezbyva skoro zadny ¢as. Proto souhlasil
s navrhem, jehoZ autory byli Enrico Betti (1823-1892) a Ulisse Dini (1845-1918)
a ktery podpofril také Eugenio Bertini (1846-1933), aby piesel na stolici vyssi geo-
metrie na univerzitu v Pise. Av8ak tehdejsi ministr Skolstvi nechtél pfijit o Cre-
monovu spolupraci béhem jeho ptisobeni v Rimé7 proto se zasadil o to, aby byl

v listopadu 1877 pfijat na stolici vyssi matematiky na univerzité v Rimé.

L. Cremona vsak citil, Zze by mél pfeci jen vstoupit do politiky. Dne 16. bfezna
1879 byl zvolen senatorem, a tim jeho matematické badani skonéilo. V nésledu-
jicich letech pisobil ve funkei ministra skolstvi, jeho zasluhou byla projektivni
geometrie v bohaté hodinové dotaci zafazena do vyuky na italskych vysokych
skolach matematicko-fyzikalniho a technického zaméfeni. Svou politickou kariéru
zakon¢il jako viceprezident sendtu. Zemfel na infarkt 10. ¢ervna 1903 v Rims.

Béhem zivota se mu dostalo nékolika ocenéni, byl ¢lenem fady védeckych
spole¢nosti. V roce 1879 byl jmenovan dopisujicim ¢lenem Kralovské spole¢nosti
v Londyné a roku 1883 ¢lenem Kralovské spolecnosti v Edinburghu. Dale byl
generdlnim tajemnikem krélovské Lombardské akademie véd v Milanég, ¢lenem
italské spole¢nosti ,,¢tyficeti, ¢lenem akademii a u¢enych spolecnosti v Bologni,
Neapoli, Gottingen, Lisabonu, Benatkach i v Praze, mimo jiné od roku 1871
prvnim zahrani¢nim ¢estnym c¢lenem Jednoty ¢eskych mathematiki.

L. Cremona svymi pracemi vyznamné ovlivnil nejen italskou geometrii, byl
jednim ze zakladateld nové italské matematické skoly. Mél povést vyborného
prednasejiciho, vychoval nékolik zakii, ktef{ se sami pozdéji Gspésné vénovali geo-
metrii.’? Je autorem vice nez stovky védeckych praci. Vénoval se zejména projek-

piijem ucitele. Poprvé byla udélena roku 1866, kdy ji ziskal L. Cremona spole¢né s Rudolfem
Sturmem (1841-1919), jenz se vénoval projektivni reprezentaci kubickych ploch. L. Cremona
tuto cenu obdrzel jesté v roce 1874 jako ocenéni vlastnich geometrickych vysledki. V nékterych
letech cena udélena nebyla, nebot Berlinsk4 akademie neobdrzela zadné vyhovujici prace. Od
roku 1890 byla cena na navrh Leopolda Kroneckera (1823-1891) udélovana jednou za pét let
a bylo rozhodnuto, Ze v pfipadé, Ze zadna z obdrZenych praci nebude shledéana vyhovujici, bude
cena udélena vyznamné praci z oblasti geometrie sepsané béhem poslednich deseti let. Dodejme
jests, ze roku 1900 byl jednim ze tif ocenénych David Hilbert (1862-1943), ktery cenu ziskal za
svou praci Grundlagen der Geometrie z roku 1899.

10 Byli mezi nimi nap¥. Eugenio Bertini, Giuseppe Veronese (1854-1917) a Giovanni Battista
Guccia (1855-1914).
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tivni a algebraické geometrii, diferencialnimu a integralnimu poc¢tu. Odvodil mimo
jiné vlastnosti projektivné sdruzenych utvari, pfepracoval a dokézal fadu tvrzeni
syntetické geometrie. Objevil navic grafické metody FeSeni problému statiky, tzv.
grafostatiky. Své prace publikoval zejména v asopisech Annali di scienze mate-
matiche e fisiche a Annali di matematica pura ed applicata. Druhy z Casopisi,
jenz v roce 1859 zalozil F. Brioschi, od roku 1867 pomahal redigovat. Cremonovy
¢lanky se objevily i v matematickych ¢asopisech ve Francii, Némecku a Anglii,
nékteré jeho vyznamné prace byly prelozeny do dalsich jazykt. Jmenujme jeho
nejvyznamnéjsi geometrické prace: Introduzione ad una teoria geometrica delle
curve piane,'t Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane'? vénovana Cre-
monovym transformacim, Preliminari di una teoria geometrica della superficie,'>
FElementi di geometria projettiva' a Elementi di calcolo grafico'®.

4
X ('-/*-.W

Obr. 31: Luigi Cremona

Podstatna ¢ast Cremonovy pozustalosti zahrnujici mimo jiné jeho pracovni
i osobni korespondenci je ulozena v Mazziniho institutu v Janové.!6 V souvis-
losti se studiem, podrobnou analyzou a tFidénim dochovanych dokumentii byla

' Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1862, 128 stran; téZ viz Memorie dell’ Accademia
delle scienze dell'Istituto di Bologna 12(1862), 305-436.

12Viz Memorie dell’Accademia delle scienze dell'lstituto di Bologna 2(1863), 621-630,
5(1865), 3-35. Cést 1. té% viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153-168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305-311. Cést II. té% viz Giornale di matematiche 3(1865),
269-280, 363-376.

13 Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1866, 99 stran; té% viz Memorie dell’Accademia
delle scienze dell’Istituto di Bologna 6(1867), 91-136, 7(1867), 29-78.

14 G. B. Paravia e comp., Torino, 1873, 184 stran.

15 Stamperia reale di G. B. Paravia e c., Torino, 1874, 77 stran.

16 Istituto Mazziniano di Genowva, fond Legato Itala Cremona Cozzolino. Otcovu poziistalost
janovskému institutu darovala Cremonova dcera Itala Cremona Cozzolino. Vice viz Brigaglia A .,
Di Sieno S., The Luigi Cremona Archive of the Mazzini Institute of Genoa, Historia Mathe-
matica 38(2011), 96-110; zakladni informace viz [Be3|, str. 63-64.
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v ramci vyzkumného projektu zprovoznéna webova stranka!” obsahujici soupis
stézejnich prispévkia o Cremonové Zivoté a dile, véetné odkazi na elektronické
verze nékterych jeho praci.

3.2 Cremonovy (biracionalni) transformace

Ve 2. poloviné 19. stoleti ve svété vrcholilo studium geometrickych transforma-

ci, zajem matematiki se v této dobé obratil k transformacim vyssich stupnu,
specialné se duraz kladl na tzv. biracionalni transformace.

Biraciondlni transformaci pro dvé nehomogenni soufadnice rozumime trans-
formaci ve tvaru

¥ =9¢(xy), y=1v(vy),

kde ¢ a 1 jsou racionélni funkce proménnych x a y, které lze vyjadrit racional-
nimi funkcemi proménnych ' a y'. V homogennich soufadnicich xg, z; a 22 maji
biracionaln{ transformace tvar

x = F; (zg,1,72), pro i =0,1,2;
k nim inverzni transformace jsou pak tvaru
z; = Gy (wg, 27, 13), pro i =0,1,2,
kde F}; a G; jsou homogenni polynomy n-tého stupné v pfislusnych proménnych.'®

Cremonovou transformaci rozumime kazdou biracionélni transformaci projek-
tivniho prostoru nad télesem K. Cremonovy transformace daného prostoru tvoii
grupu, kterou nazyvame Cremonovou grupou. Z pohledu Kleinova Erlangenského
programu'® miizeme algebraickou geometrii jednoduse charakterizovat jako teorii

invarianti algebraickych kfivek p#i biracionélnich transformacich.

Nejjednodussim netrivialnim piikladem Cremonovy transformace je kruhova
inverze v roving, kterd bodu X pfifazuje bod X’ na pfimce SX podle vztahu
|SX|-|SX'| =712 kde S je st¥ed a r je polomér zadané kruznice. Pokud zvolime
pocatek soustavy soufadnic ve stfedu S dané kruznice a ozna¢ime-li X = [z, y]
a X' = [2, 1], ziskdme analytické vyjadieni kruhové inverze ve tvaru

2 2
/ T / ™y

Tr = y Y= :
1‘2 + y2 .TZ + y2
P1i kruhové inverzi se zobecnéné kruznice (pifmky nebo kruznice) zobrazi opét na
zobecnéné kruznice. Kruhova inverze byla prvni netrividlni geometrickou trans-
formaci, ktera byla v souvislosti s biracionalnimi transformacemi studovéna.

17 Viz http://www.luigi-cremona.it /.

18 Termin biraciondini transformace se nékdy pouziva i v obecn&jsim smyslu, a to v piipadé,
kdy transformace bodu néjaké kfivky na jinou kfivku je sice biracionalni, ale neni biracionéalni
v celé roviné. Napf. transformace 2’ = 22, i’ = y neni sice vzajemné jednoznaéna v celé roving,
ale libovolnou kfivku napravo od osy y zobrazuje na jinou kfivku vzajemné jednoznacné.

190 Erlangenském programu je podrobné pojednano v kapitole 4 této monografie.
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Jinym piikladem Cremonovych transformaci jsou tzv. kvadratické biraciondlni
transformace roviny, které lze v nehomogennich soufadnicich z, y vyjadfit jako
linearni lomena zobrazeni dana predpisem

p_mrtbyta o, asvtbytes

s+ by +cy Y R

Z nich je specidlni pozornost vénovéna tzv. standardni kvadratické transformaci,
kterou lze zapsat ve tvaru

€r = y y:

- )
X

1
Y
nebo v homogennich soufadnicich

’ / . -
Ty = X122, Ty = T2, Ty = ToT1.

Jak kruhova inverze, tak kvadratické biracionalni transformace roviny jsou
transformacemi 2. stupné.?° L. Cremona se ve své praci Sulle trasformazioni geo-
metriche delle figure piane®* z let 1863 a 1865 zabyval problematikou konstrukce
obecné geometrické transformace libovolného stupné, tj. fesil otédzku, jak sestrojit
transformaci, kterd piimky zobrazi obecné na kfivky libovolného stupné. Pii té
prilezitosti odvodil zakladni rovnice, které musi splhovat poc¢ty bodii spole¢nych
vSem takovym kiivkam.

In questo breve scritlo mi propongo di mostrare direttamente la possibilita di tra-
sformazioni geometriche di figure piane, nelle quali le relte abbiano per corrispondenti
delle curve di un dato ordine qualsivoglia. Stabilisco dapprima due equazioni che de-
vono aver luogo fra i numeri de’ punti semplici e multipli comuni a tutte le curve che
corrispondono a rette. Poi dimostro come, per mezzo di raggi appoggiati a due linee
direttrici, si possano projctlare i punti di un piano sopra un secondo piano, e cosl
trasformare una figura data in quello, in un‘allra figura situata in questo.

Obr. 32: L. Cremona — Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane?

Uvazujme dva geometrické atvary, jeden v roving P, druhy v roviné P’, a mezi
nimi vzajemné jednoznacnou transformaci, tj. transformaci, ktera kazdému bodu
utvaru P piifadi pravé jeden bod utvaru P’ a naopak. Zajima nas, jaké kiivky
jednoho utvaru odpovidaji pii takovéto transformaci piimkam druhého dtvaru.

Ozna¢me pismenem n stupen kiivky, ktera v utvaru P’ odpovidéa libovolné
pifimce utvaru P. Kazda primka utvaru P je jednozna¢né uréena dvéma body,
proto je kiivka n-tého stupné, ktera je jejim obrazem v uvaZované transformaci,

20 Stupném transformace rozumime stupeil kiivky, na niz se p¥i dané transformaci zobrazi
obecna piimka.

21Viz Memorie dell’Accademia delle scienze dell'Istituto di Bologna 2(1863), 621-630,
5(1865), 3-35. Cast L. téZ viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153-168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305-311. Cast II. téZ viz Giornale di matematiche 3(1865),
269280, 363-376.

22 Uryvek viz Giornale di matematiche 1(1863), str. 305.
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jednoznacné urcena obrazy téchto dvou bodiu. Kiivky utvaru P’ odpovidajici
pfimkam ttvaru P tedy tvofi geometrickou sit n-tého stupné (libovolnymi dvéma
body utvaru P’ prochézi jedina kiivka).

n(n+3)
2

utvaru P’ prislusejici piimkam utvaru P tedy musi splhovat
spoleénych podminek. Dvé piimky ttvaru P maji spole¢ny pravé jeden bod
(v pfipadé rovnob&znych primek uvazujeme nevlastni bod), jeho obraz tak bude
prise¢ikem jim odpovidajicich kiivek n-tého stupné. Dvé kiivky n-tého stup-
né viak maji obecnd spoleénych n? bodt (véetné nasobnosti), z éeho plyne, Ze
zbyvajicich n? — 1 priseéikii téchto kiivek musi byt spoleénych vem kiivkam
uvazované sité.

nezavislymi podminkami. K¥ivky
n(n+3) _9_ (n—1)(n+4)
2

Kfivka n-tého stupné je obecné uréena

Ozna¢me symbolem z, pocet r-nasobnych bodu spoletnych vem kiivkim
uvazované sité. ProtoZe r-nasobny, dvéma kiivkdm spoleény bod zastupuje 72
jednoduchych prusecikt, musi platit

Ty 443y + 923 + 1624 + ...+ (n— 1)’z =0 — 1. (1)

Body spole¢né vSem kiivkam sité, jejichz pocet je x1 + xo + 23 + ... + x,_1, tak

% spole¢nych podminek. Pfitom r-nésobny

r(r+1)
2

predstavuji vyse uvedenych

bod ma pfi uréovani algebraickych kiivek hodnost jednoduchych podminek.

Musi proto platit

n(n; 1) o = (n—1)(n+4) . @)

r1+ 3r9 + 63+ ...+ 5

L. Cremona v této souvislosti poznamenal, Ze stejné podminky (1) a (2) pro poéty
r-nasobnych bodu spoletnych viem kiivkam sité ziskdme, kdyz misto piimek
v utvaru P budeme uvazovat obecné kiivky libovolného stupné.

Tim je dokazano, ze kiivky pfislusejici pfimkam jednoho ttvaru pti Cremonové
transformaci, které tvoii tzv. homaloidni sit transformace, musi mit spole¢ny jisty
pocet (jednoduchych i vicendsobnych) bodi, které nazyvame fundamentdlnimi
body uvazované transformace. Pocet fundamentalnich boda pfitom musi vyhovo-
vat rovnicim (1) a (2). Tyto rovnice maji obecné vice FeSeni — pocet feSeni je
tim vEtsi, ¢im vetsi je ¢islo n. Kazdé feSeni rovnic (1) a (2) pak uréuje zvlastni
transformaci.

Odectenim rovnic (1) a (2) ziskdme rovnici

(-Dm-2  (a-Dn-2)
$2+3I3+...+fxn—1ff7 (3)

ze které vyplyva, ze musi byt x,_1 = 0 nebo z,_; = 1. V piipadé, ze z,_1 = 1,
z rovnic déle plyne, Ze xo =23 =... =2, o =0ax; =2n — 2.
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Vidime tak, ze mezi vSemi transformacemi odpovidajicimi dané hodnoté n je
obsazena jedna, kterou bychom mohli nazvat ,,nejjednodussi“. Pii ni maji k¥ivky
n-tého stupné odpovidajici pfimkam spoleény pouze jeden (n — 1)-nasobny bod
a déle 2n — 2 jednoduchych bodu. Tato transformace se nazyva de Jonquiéresova
transformace.?> Obecné ji lze vyjadiit ve tvaru

P(x)y +Q(z)
R(z)y+ S(z)”’

=z o=

kde P(x), Q(z), R(z), S(x) jsou polynomy neurcité = nad tclesem K.
Pro ilustraci uvedme n&kolik piikladu.

Pro n = 2 pfechézeji rovnice (1) a (2) v jedinou rovnici x; = 3. Pfimkam
atvaru P tedy v utvaru P’ odpovidaji kiivky 2. stupné (kuZelosecky), které ve-
smés prochazeji tfemi pevnymi body (jsou opsany pevnému trojihelniku). Tato
transformace se nazyva transformace konickd.

Pro n = 3 plynou z rovnic (1) a (2) rovnosti 1 = 4, zo = 1. P¥imkam atvaru P
tedy v atvaru P’ odpovidaji kiivky 3. stupné majici spole¢ny jeden dvojnasobny
pevny bod a ¢tyfi pevné jednoduché body.

Pro n = 4 maji rovnice (1) a (2) tvar x; +4xy+ 923 = 15, 21 + 3x2+ 623 = 12.
Tyto rovnice maji dvé feSeni: 1 =3, 20 =3, z3=0a 21 =6, 2o =0, x3 = 1.

Cremonovu transformaci lze ziskat rovnéz slozenim libovolné posloupnosti ko-
lineaci (tj. linearnich transformaci) a standardnich kvadratickych transformaci.
Obecné kvadratické transformace maji pfitom v teorii Cremonovych transforma-
ci fundamentélni vyznam. Podle tzv. Noetherova faktorizacniho teorému?* totiz
plati:

Je-li téleso K algebraicky uzaviené, lze kazZdou Cremonovu transfor-
maci projektivni roviny nad télesem K sloZit z koneéné posloupnosti
kvadratickyjch transformact.

Noethertiv diikaz?® je zaloZen na skuteénosti, Ze kazdy svazek racionalnich kiivek
n-tého stupné lze pomoci kvadratické transformace prevést na svazek racionéalnich
kiivek nizsiho stupné. Kone¢nou posloupnosti kvadratickych transformaci Ize tedy
kazdy svazek racionalnich kfivek pfevést na svazek piimek.

23 Ernest de Jonquiéres (1820-1901), francouzsky namoini distojnik, jenZ se vénoval geo-
metrii.

24 Max Noether (1844-1921), némecky matematik, jeden ze zakladateli algebraické geometrie.
Uryvky z nékolika némecky psanych dopisti, jez M. Noether roku 1871 zaslal L. Cremonovi, jsou
v anglickém prekladu otistény v ¢lanku Menghini M., Notes on the Correspondence between
Luigi Cremona and Maz Noether, Historia Mathematica 13(1986), 341-351. M. Noether se
v nich na L. Cremonu nejéastéji obracel s dotazy na presné dikazy nékterych Cremonovych
tvrzeni; v nékolika pfipadech namital, Ze Cremonovy diikazy nejsou piesvédéivé a postacujici, ze
vyuzivaji pouze nepfimou metodu dedukee. Originaly dopist jsou uloZeny v Istituto Matematico
»Guido Castelnuovo® Universita di Roma. Vice viz Israel G., Nurzia L., Correspondence and
manuscripts recovered at the Istituto Matematico ,,G. Castelnuovo® of the University of Rome,
Historia Mathematica 10(1983), 93-97.

25Viz Noether M., Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, Mathema-
tische Annalen 3(1870), 161-227; Noether M., Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransforma-
tionen, Mathematische Annalen 5(1872), 635-639.
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Nezavisle na M. Noetherovi faktoriza¢ni teorém objevili i William K. Clifford
(1845-1879) a Jacob Rosanes,?8 jenz navic dokazal, 7e kazda vzajemné jedno-
znacné algebraickd transformace roviny musi byt Cremonovou transformaci.?”

V roce 1901 italsky matematik Corrado Segre (1863-1924) ve svém ¢lanku
upozornil na nedostatky v ditkazu Noetherova faktoriza¢niho teorému.?® Ital-
sky matematik Guido Castelnuovo (1865-1952) publikoval jesté téhoz roku novy
diikaz tohoto teorému, v némz nejprve obecnou rovinnou Cremonovu transforma-
ci rozlozil do de Jonquiéresovych transformaci a tyto transformace dale rozlozil do
kvadratickych transformaci.?? Ve své dobé byl tento postup povaZovin za prvni
korektni a kompletni dikaz Noetherova faktorizacniho teorému.

Roku 1916 americky matematik James W. Alexander (1888-1971) proti vyse
uvedenému ditkazu G. Castelnuova protestoval a predlozil vlastni dikaz vyuziva-
jici pfimo kvadratické transformace.?® Nazory na oba diikazy se mezi matematiky
ruzni. Néktefi autofi Castelnuoviiv dikaz plné uznavaji a Alexanderovy namitky
pricitaji jeho chybnému pochopeni chovani systémii kiivek a mnozin nekonecné

blizkych bodi.

V roce 1939 publikoval novy ditkaz Noetherova faktoriza¢niho teorému némecky
matematik Heinrich W. E. Jung (1876-1953). Ve svém ¢lanku Zusammensetzung
von Cremonatransformationen der Ebene aus quadratischen Transformationen®*
dokézal tvrzeni, ze kazdou Cremonovu transformaci roviny lze slozit z kone¢ného
poctu tzv. zaménnych a fundamentalnich transformaci. Zéménnou transformaci
(v originale die Vertauschungstransformation) rozumél transformaci

o=y, Y=
kterd navzajem zaméni obé proménné. Fundamentalni transformace (v originale
die Fundamentaltransformation) jednu proménnou zachovava, jeji obecné analy-
tické vyjadieni mé tvar

o /Gt mxT+ay+azzy  fo

vy= by + bix + boy + bsxy  foo

kde a;, b; jsou konstanty, polynomy fy, fo jsou nesoudélné a podil —f‘) neni kon-
o
stantni, ani nezavisi jenom na proménné z.

26 Jacob Rosanes (1842-1922), némecky matematik, vénoval se algebraické geometrii a teorii
invariant; byl také Sachovym mistrem.

2"Viz Rosanes J., Ueber diejenigen rationalen Substitutionen, welche eine rationale
Umkehrung zulassen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 73(1871), 97-110.

28Viz Segre C., Un’osservazione relativa alla riducibilita delle trasformazioni Cremoniane
e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasformazioni quadratiche, Atti della reale
Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 645-651.

29 Viz Castelnuovo G., Le trasformazioni generatrici del gruppo cremoniano nel piano, Atti
della Reale Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 861-874.

30Viz Alexander J. W., On the factorization of Cremona plane transformations, Transactions
of the American Mathematical Society 17(1916), 295-300.

31Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 180(1939), 97-109.
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V teorii Cremonovych transformaci lze rovnéz dokazat, ze libovolny biregu-
larni automorfismus afinniho prostoru nad télesem K lze rozsifit na Cremonovu
transformaci. Grupa vSech automorfismi afinntho prostoru je totiz podgrupou
Cremonovy grupy. Grupa vSech automorfismi afinni roviny nad télesem K je
generovana podgrupou afinnich transformaci a podgrupou transformaci tvaru

=ar+b Y =cy+Qx),

kde a, b, ¢ € K, pfitom a, ¢ # 0, a Q(z) je polynom neurcité = nad télesem K.
Struktura grupy vSech automorfismu afinniho prostoru dimenze n nad télesem K
neni pro n > 3 obecné dosud znama.

Cremonovy transformace obecné nezachovavaji stupen®? ani tiidu®® algebraic-
kych kiivek, aviak zachovavaji jejich rod®*. Vyuzivaji se proto k redukei singularit
rovinnych algebraickych krivek.

Zéavérem pripojme alespon nékolik slov o Cremonovych transformacich vice-
dimenzionalnich prostorii, které jsou slozitéjsi nez transformace roviny. Hlavnim
duvodem je skute¢nost, ze zatimco Cremonova transformace roviny je stejného
stupné jako jeji inverze, v prostoru jiz Cremonova transformace a jeji inverze
nemusi byt nutné stejného stupné. L. Cremona ve své praci uvedl jako pii-
klad kvadratickou transformaci, jejiz inverzi je transformace kubicka. Nejvyznam-
néjsim obecnym vysledkem tykajicim se Cremonovych transformaci v trojrozmér-
ném prostoru je tzv. Hudsonové faktorizacni teorém:3
V trojrozmérném prostoru neexistuje konecénd mnozina typi Cremono-
vych transformact, z nichZ by bylo mozno sloZit libovolnou Cremonovu
transformaci tohoto prostoru.

Ve vicedimenzionalnich prostorech tedy obdoba Noetherova faktoriza¢ntho teoré-
mu neplati.

3.3 Cremonuv vliv ve svété

Luigi Cremona svymi pracemi vyznamné piispél k dalsimu rozvoji algebraické
geometrie. Jako prvni obecné vyfeSil problematiku existence vzajemné jedno-
zna¢ného zobrazeni mezi dvéma rovinami. Ve svém pojednani Sulle trasformazioni
geometriche delle figure piane odkazal na dva ¢lanky, jez pred nim sepsali némecky

32 Stupném algebraické kiivky rozumime maximalni moZny pocet priiseciki této kiivky
s obecnou piimkou.

33 T¥idou algebraické kiivky rozumime maximalni mozny pocet teten této kiivky jdoucich
jednim bodem.

34 Rodem rovinné algebraické kiivky n-tého stupné rozumime é&islo p nabyvajici hodnot
pE {0, 1,2,..., W} Toto ¢islo zavisi na po¢tu a druhu singularit; pro dany stupen n
odpovidd maximalni mozné hodnota rodu p regularni kfivce, tj. kfivce bez jakychkoliv singu-
larit.

35 Hilda Phoebe Hudson (1881-1965), anglickd matematicka, vénovala se teorii Cremonovych
transformaci. Viz Hudson H. P., Cremona Transformations in Plane and Space, Cambridge
University Press, Cambridge, 1927, 454 stran.
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matematik Ludwig I. Magnus (1790-1861) a italsky astronom Giovanni V. Schia-
parelli (1835-1910). Oba studovali analyticka vyjadieni takové geometrické trans-
formace, pti niz libovolnému bodu jednoho rovinného ttvaru odpovida jediny bod
jiného rovinného utvaru a naopak.

L. I. Magnus ve svém ¢lanku Nouwvelle méthode pour découvrir des théorémes
de géométrie®® jako prvni analyticky zkoumal obecné kvadratické Cremonovy
transformace a odvodil jejich zakladni vlastnosti.

G. V. Schiaparelli ve své praci Sulla trasformazione geometrica delle figure ed
in particolare sulla trasformazione iperbolica®™ pojal problematiku transformaci
obecngji. Uvazoval transformaci mezi dvéma rovinami (z,y) a (1, v) definovanou
pomoci funkel f(z,y,n,v) =0 a g(z,y,n,v) = 0, kterd bodu (x,y) jedné roviny
prifazuje jeden, dva nebo dokonce nekoneéné mnoho bodu (n,v) druhé roviny,
a to v zavislosti na pouzitych funkcich f, g. Dale v8ak zkoumal pouze pfipady,
kdy kazdému bodu (z,y) jedné roviny odpovida opét pouze jeden bod (n,v)
druhé roviny a naopak. Takovou transformaci nazval transformaci prvniho fadu
(trasformazione di primo ordine) a rozsifil ji i do trojrozmérného prostoru. Pro
obecnou transformaci prvniho fadu pak uvazoval tii kvadratické funkce popisujici
t1 kuzelosecky, které prochéazeji tfemi pevné zvolenymi body. Timto zptsobem
dospél ke kvadratické Cremonové transformaci.

L. Cremona poukézal na chybnou uvahu svych predchiudcu, ktefi pracovali
s predpokladem, Ze kvadratickd transformace je nejobecnéjsi biracionalni trans-
formaci mezi dvéma rovinami.®® Uvedl na pravou miru, Ze slozenim dvou nebo

vice kvadratickych transformaci ziskdme obecné transformaci vyssiho stupné.

Cremonova autorita a svétové uznani ptrispély k tomu, Ze se biracionalni trans-
formace preménily z pomocného néstroje v samostatny objekt matematického
zkoumani. Koncem 19. a na pocatku 20. stoleti bylo pfednimi matematiky se-
pséno nékolik praci, které teorii Cremonovych transformaci shrnuly nebo i dale
rozvijely.

Arthur Cayley podal roku 1870 piehled teorie Cremonovych transformaci ve
svém pojednani On the rational transformation between two spaces® Je v ném
bez ditkazu uvedena i véta, kterou nezavisle na zakladé indukce odvodil William
K. Clifford. Tyka se rozkladu Cremonovy transformace na transformace kvadra-
tické a je na nf zaloZen algoritmus umoznujici schematické znazornéni vsech Cre-
monovych transformaci.

Alfred Clebsch (1833-1872) ve svém ¢lanku Zur Theorie der Cremona’schen
Transformationen® dokazal, ze piimé transformaci i transformaci k ni inverzni
odpovida stejny pocet rovnocennych fundamentélnich bodi, muze se zménit pouze
jejich poradi. Dikaz této véty L. Cremona ve své préaci pouze naznadil.

36 Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 8(1832), 51-63.

37 Stamperia reale, Torino, 1862, 95 stran. Téz viz Memorie della reale Accademia delle scienze
di Torino 21(1864), 227-319.

38 L. Cremona tuto domnénku sam rovnéz difve zastéval, a to v letech 1861 az 1862.

39 Viz Proceedings of the London Mathematical Society 3(1870), 127-180.

40Viz Mathematische Annalen 4(1871), 490-496.
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Rudolf Sturm (1841-1919) v ¢lanku Beispiele zu den Cremona’schen ebenen
Transformationen®! uvedl nékolik piikladt rovinnych Cremonovych transformaci,
u nichz jsou ob& homaloidni sité rozdilné. Dospél k nim na zékladé vyuziti jiného
vzajemné jednoznaéného zobrazeni kubické plochy na rovinu.

Problematika Cremonovych transformaci zistavala v centru zdjmu nékterych
matematiki i na po¢atku 20. stoleti.*?

3.4 Cremontuv vliv v ¢eskych zemich

Pro vyvoj ¢eské matematiky 2. poloviny 19. stoleti je charakteristicky zesileny za-
jem o geometrickou problematiku, nékdy hovofime o tzv. éeské geometrické skole.
Tato skola piisobila témér sto let, jeji vliv doznival jesté po 2. svétové valce. Po-
zornost matematikt byla zpocatku vénovana predevsim deskriptivni geometrii,
pozdéji byly zkoumény otazky projektivni a konstruktivni syntetické geometrie,
v zavéru se pozornost této matematické skoly obratila k feSeni geometrickych
problémiu s vyuzitim analytickych a algebraickych metod. Ceska geometricka
gkola byla na rozdil od zahraniénich védeckych gkol*® specificka tim, Ze nebyla
organizacné ani védecky vedena zadnou vyraznou matematickou osobnosti, ktera
by urcovala jeji védecky program, a nebyla ani vazéna pouze na jedno védecké
pracovisté. Tematika praci sepsanych touto matematickou skupinou se pfitom
vyrazné odlisuje od tematiky praci ¢eskych matematikii 1. poloviny 19. stoleti.

Koncem 60. let 19. stoleti zacalo v ¢eskych zemich dochazet k nariistu poctu
védeckych publikaci z oblasti geometrie. Podstatné rozsiteni publika¢nich moznos-
t1 v této dobé piedstavoval Casopis pro péstovdani mathematiky a fysiky, ktery byl
zalozen roku 1872. Od poloviny 19. stoleti zde navic existovala moznost publiko-
vat odborné matematické vysledky ve vyro¢nich zpravach stfednich skol. Zvyseni
produkce matematickych praci v Ceskych zemich lze sledovat i v Pojedndnich
Krdlovské ceské spolecnosti nauk [Abhandlungen der Kéniglichen Bohmischen
Gesellschaft der Wissenschaften| zaloZenych roku 1775.44

Problematikou biracionélnich transformaci se v ¢eskych zemich zabyvalo néko-
lik matematikt. Velké zasluhy na tom ma zejména Emil Weyr.

41Viz Mathematische Annalen 26(1886), 304-308.

12Viz napt. Jung H. W. E., Uber die Cremonasche Transformation der Ebene, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 138(1910), 255-318.

43V 19. stoleti dochazelo ke vzniku védeckych geometrickych kol po celé Evropé. Ve Francii
se jiz koncem 18. stoleti utvorila geometricka skola vychéazejici z praci Gasparda Monge a pozdé&ji
Jeana Victora Ponceleta, od 40. let 19. stoleti zde piisobila védecka Skola rozvijejici geometrické
dilo Michela Chaslese. V Némecku vznikly po roce 1820 souc¢asné dvé vyznamné geometrické
gkoly, a to syntetickd projektivni $kola vychéazejici z praci Jacoba Steinera a Christiana von
Staudta (1798-1867) a analyticko-algebraicka $kola rozvijejici ideje Julia Pliickera. Italskou
skolu algebraické geometrie od 60. let 19. stoleti kromé L. Cremony reprezentovali Francesco
Brioschi, Eugenio Beltrami (1835-1900) a Enrico Betti.

44 Poget publikovanych matematickych praci rostl od konce 60. let 19. stoleti az do konce sto-
leti celkem linearné. Zatimco v pfedchozim obdobi byly publikovany ro¢né primérné pouze
dvé matematické prace, bylo v letech 1870 az 1890 publikovano ro¢né prumérné vice nez
11 praci. Geometrické prace pfitom v tomto obdobi tvofily téméf 60 procent vSech publiko-
vanych matematickych praci. Viz Folta J., Ceskd geometrickd skola — Historickd analijza, Studie
Ceskoslovenské akademie véd 9, Academia, Praha, 1982.
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Emil Weyr

Emil Weyr (1848-1894), vyznamny ¢esky matematik 2. poloviny 19. stoleti, se
geometrif zacal zabyvat kolem roku 1868, kdy jesté béhem studia zacal pracovat
jako asistent profesora J. H. K. Durége (1821-1893) na prazské polytechnice.
V roce 1869 ziskal doktoréat filozofie v Lipsku, roku 1870 byl jmenovan soukromym
docentem novéjsi geometrie na prazské univerzité. O rok pozdéji ziskal misto
mimoradného profesora matematiky na ceské polytechnice v Praze. Roku 1875
byl povolan jako fadny profesor na videnskou univerzitu, aby tam prenesl a rozsitil
novou geometrii isp&sné rozvijenou pravé v Praze.*?

s

[y
Z2q W/C;Z/)/V‘

Obr. 33: Emil Weyr

Emil Weyr se zpoc¢atku zajimal o jedno-vicezna¢né geometrické transforma-
ce, k nimZ dospél rozsifenim principu korespondence naznaceného v Chaslesové
Apercu historique®® z roku 1837. V obsahlych, némecky psanych monografiich*”
ukézal, ze vedle bijektivniho vztahu vyjadiujiciho jedno-jednoznaénou projektivni
transformaci existuji mezi dvéma tutvary také zobrazeni, ktera danému prvku jed-
noho ttvaru pfifazuji vice prvka utvaru druhého a naopak. Navic poukazal na
skute¢nost, ze zobrazeni jedno-dvojznacéna jsou v uzké souvislosti s teorii kfivek
3. stupné s jednim dvojnym bodem, resp. tfeti tfidy s jednou dvojnou te¢nou
a s teorii pfimkovych ploch 3. stupné. Ve svych pracich se Emil Weyr snazil ome-
zovat pouziti analytické geometrie a v co nejvétsi mife, pokud to bylo mozné,
pouzivat ryze syntetické metody.

45 O Emilu Weyrovi viz Panek A., O Zivoté a piisobeni Dr. Emila Weyra, éasopis pro péstovani
mathematiky a fysiky 24(1895), 161-224; Be¢var J., Sto let od smrti Emila Weyra, Pokroky
matematiky, fysiky a astronomie 39(1994), 102-107.

46Viz Chasles M., Apercu historique sur lorigine et le développement des méthodes en
géométrie, particulicrement de celles qui se rapportent a la géométrie moderne, suivi d’un
Mémoire de géométrie sur deuz principes généraux de la science, la dualité et I’homographie,
M. Hayez, imprimeur de I’Académie Royale, Bruxelles, 1837, 851 stran.

4TWeyr E., Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der algebraischen
Curven und Fldchen als deren Erzeugnisse, Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran; Weyr E., Geo-
metrie der raumlichen Erzeugnisse ein-zwei—deutiger Gebilde, insbesondere der Regelflachen
dritter Ordnung, Teubner, Leipzig, 1870, 175 stran.
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Ve skolnim roce 1870/71 Emil Weyr absolvoval studijni pobyt v Milané, pii

kterém navézal pracovni i pratelské vztahy s L. Cremonou. Nav§tévoval zde je-
ho prednasky, diskutovali spolu o geometrickych otézkach.*® Byl prvnim ¢eskym
matematikem, jenz pochopil zasadni vyznam Cremonovych geometrickych praci
a jeho biracionélnich transformaci pro dalsi rozvoj projektivni geometrie. Dvé nej-
vyznamnéjsi Cremonovy prace proto pielozil do éestiny.?® Své pieklady s L. Cre-
monou konzultoval jednak pfi svych pobytech v It4lii, jednak v korespondenci.
\Y éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky vyslo v roce 1874 v ramci literar-
niho véstniku nasledujici ozndmeni:®!
Konecné oznamujeme, Ze dokoncen jest jiZ cesky preklad klassického
spisu Uvod do geometrické theorie kifivek rovinnyjch, jejz sepsal dr. Lud-
vik Cremona a do cestiny prevedl Emil Weyr. Zvldstniho odporucent
spis tento nepotrebuje; patrit mezi spisy svétové. Mimo to neni snad
jediného ctendfe téchto listiu, ktery by si preklad tento nebyl zjednal;
podle vlastniho sezndng ustdlil se tedy zajisté u kaZdého naseho ctendre
Jisty usudek, o némz nepochybujeme, Ze jest na nejuys pochvalnyj t pro
spisovatele pro prekladatele i pro vydavatele.

V dubnu 1873 pobyval Emil Weyr opét v Italii. Jednim z motiva této ces-
ty byly konzultace s L. Cremonou a ufedni jednani tykajici se prekladu druhé
Cremonovy knihy.

Emil Weyr je spolecné se svym bratrem Eduardem Weyrem (1852-1903) auto-
rem prvni ¢esky psané ucebnice projektivni geometrie nazvané Zdkladové vyssi
geometrie, jez vychézela od roku 1871 ve tfech pokracovanich jako pfiloha ¢aso-
pisu Ziva.?? Byla napséna s vyuzitim francouzskych a némeckych zdroj, obsahuje

48 Poznamenejme, 7e Emil Weyr piivodné zamyslel podniknout studijni cestu do Paiize, aviak
z divodu vypuknuti prusko-francouzské valky dne 2. srpna 1870 se nakonec rozhodl odjet do
Italie. V Archivu AV CR (fond FrantiSek Weyr) je ulozen denik, jenz si Emil Weyr béhem svého
italského pobytu vedl. Popisoval v ném setkani s italskymi matematiky a atmosféru tehdejsi
Italie. Zpocatku psal denik némecky, pozdéji presel do Cestiny, ktera obsahuje fadu chyb. Viz
Becvar J., Be¢varova M., Skoda. J., Emil Weyr a jeho pobyt v Itdlii v roce 1870/71, edice Dé&jiny
matematiky, svazek 28, CVUT, Praha, 2006, 166 stran.

9Weyr E., Cremonovy geometrické transformace titvari. rovinnyjch, Ziva, sbornik védecky
Musea kralovstvi (jeského7 odbor pfirodovédecky a mathematicky ¢. X, nakladem Musea
kralovstvi Ceského7 Praha, 1872, 47 stran; Uvod do geometrické theorie kiivek rovinngch, sepsal
Dr. Ludvik Cremona, ¢eské, spisovatelem rozmnozené a opravené vydani, jez usporadal Emil
Weyr, majetkem a nékladem Jednoty ¢eskych mathematiki, Praha, 1873, 176 stran. S oprava-
mi gramatickych a tiskovych chyb Emilu Weyrovi poméhali fyzik a astronom Augustin Seydler
(1849-1891) a matematik Karel Zahradnik (1848-1916).

50 Celkem 27 dopistt Emila Weyra zaslanych L. Cremonovi v letech 1870 az 1891 je uloZeno
v Dipartimento di Matematica Istituto ,,Guido Castelnuovo”, Universita degli Studi di Roma
»La Sapienza‘“. Pfevzato z [Be2|, str. 264.

51Vig, éasopis pro péstovani mathematiky a fysiky 3(1874), str. 291.

52Viz Weyrové Em. a Ed., Zdkladové vyssi geometrie, dil 1. Theorie promitavijch ttvari
prvoradych, dil 1I. Theorie kFivek stupné druhého, dil III. O pFimocarych plochdch druhého
stupn€ a o vztahu kollinedrném a reciprokém zdakladnich witvari druhotadiych o tietitadijch, Ziva,
sbornik védecky Musea kralovstvi Ceského, odbor prirodovédecky a mathematicky & VIII, XI,
XII, nakladem Musea kralovstvi Ceského, Praha, 1871, 1874, 1878, 114 + 186 + 167 stran.
Recenze viz éasopis pro péstovani mathematiky a fysiky 8(1879), 141-143.
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zékladni i specidlni latku doplnénou o vlastni védecké vysledky a ve své dobé
vyrazné presdhla troven tehdejsi ¢eské odborné literatury.

Po navratu z Italie se Emil Weyr dale vénoval studiu specialnich typt jedno-
vicezna¢nych transformaci, které nazval involucemi vyssich stupnt a t¥id. Za in-
voluci n-tého stupné a k-té tiidy povazoval takovy vztah mezi prvky néjakého
dtvaru rodu nula, pii kterém je volbou ur¢itého poctu k prvkia stanoveno dalsich
n — k prvki (n > k) tohoto ttvaru tak, Ze pro né plati tzv. uplna zaménnost, tj.
ze kterychkoliv k& prvki daného ttvaru lze povazovat za prvky urcujici vSechny
ostatni prvky tohoto n-&lenného ttvaru.’® Téchto transformaci Emil Weyr vyuzi-
val ke studiu kiivek rodu nula. Radu svych pojednani z této problematiky shrnul
v praci Beitrige zur Curvenlehre,®® kterou znaéné prispél k vybudovéani teorie
racionalnich kiivek a ploch.

Dalsi matematici v ¢eskych zemich

Ve stejné dobé jako Emil Weyr se Cremonovymi transformacemi v ¢eskych
zemich zabyvalo i nékolik dalsich matematiki.

Soukromy docent némecké univerzity v Praze Seligmann Kantor (1857-1902)
ve své préaci vénované biracionalnim transformacim vyfesil tlohu zadanou neapol-
skou akademii, a to nalézt v roviné periodické Cremonovy transformace, které po
n-nasobném uziti prevadi geometricky objekt sam v sebe.?® S. Kantor tuto tlohu
vyftesil zcela obecné, do té doby byly popsany pouze nékteré specialni pripady.

Ceska matematické komunita byla koncem 19. a na pocatku 20. stoleti s Cre-
monovymi geometrickymi pracemi i diky Emilu Weyrovi pomérné dobfe sezna-
mena. Alois Strnad®® nékteré Cremonovy vysledky vyuzil ve svém pojednani
Uvod do theorie kvadratickyjch transformact rovinngjch.>” V éasopisu pro pésto-
vani mathematiky a fysiky je v ramci literarniho véstniku uveden mimo jiné tento
popis a hodnoceni:5®

Pan spisovatel vyklddd v prund ¢dsti svého pojedndni pojem transfor-
mace vibec, zminuje se po nékolika historickych pozndmkdch krdtce
o transformaci linedrné a prechdzi potom k vlastnimu predmétu svého

53 Weyrovu definici involuce se snazili brat¥i Josef Silvestr (1848-1922) a Mat&j Norbert
(1859-1922) Vanéckové kolem roku 1882 rozsifit téz na utvary prostorové. Jejich snaha vsak
skoncila uvedenim definice a nékolika specialnich, nepfili§ naro¢nych piikladii. Roku 1884
publikovali sérii t¥i kratkych, francouzsky psanych ¢lanka; viz Vanéckové J. S. a M. N,
Sur Uinvolution des dimensions supérieures, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de
I’Académie des Sciences Paris 99(1884), 742-744, 856-857, 909-911.

54 Alfred Holder, K. k. Hof- und Universitdtsbuchhéindler Wilhelm Braumiiller, Wien, 1880,
64 stran.

5 Viz Kantor S., La trasformazione birazionale. Relazione di E. Caporali, Napoli, 1883.
S. Kantor se vSak touto problematikou zabyval jiz v nékolika ¢lancich z roku 1880.

56 Alois Strnad (1852-1911), ¢esky matematik, od roku 1873 asistent deskriptivni geometrie
na Ceské polytechnice v Praze. V letech 1876 az 1891 vyucoval na redlce v Hradci Kralové, poté
pét let ptisobil na redlce v Praze. V roce 1896 byl jmenovan feditelem realky v Kutné Hofe.
Vénoval se zejména projektivni geometrii, je autorem nékolika stfedoskolskych ucebnic.

57 Viz Vyroéni zprava c. k. vyssi realné skoly v Hradci Kralové za gkolni rok 1886-87.

58 Viz Casopis pro péstovéni mathematiky a fysiky 17(1888), 140-141.
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pojedndnd. ... vSimd si z téchto transformaci bedlivéji kvadratické in-
verse a v ni obsaZené inverse kruhové; mimo to zavddi movou ne-
imwvolucni transformaci, obecnéjsi nezZ inverse kvadratickd, jiz nazgvd
transformaci pomoci ¢ty bodi kuZelosecky. ... Pojedndni toto stdvd
se cennygm 32 volbou duleZitého predmétu, o némz nebylo dosud u nds
soustavné pojedndno. Mimo to vynikd jasnym vgkladem a prehlednym
latky uspotrdddnim, kteréZ vlastnosti ndleZi k prednostem vsech praci
pdné Strnadovych.

Na vyse uvedené Strnadovo pojednani se pozdgji odvolaval Bedfich Prochazka,?
jenz v éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky uverejnil ¢lanek O kfivosti
krivky odvozené transformaci kvadratickou.%® S vyuZitim kinematické geometrie
poukazal na moznost konstrukce teéen a stiedu k¥ivosti kfivek, jez ziskdme kvadra-
tickou transformaci libovolné kiivky. Ve stejné dobé publikoval v Casopisu pro
péstovani mathematiky a fysiky Karel Zahradnik®! ve t¥ech &astech pojednani
O jisté birationdlni kubické transformaci a jejim upotiebenti v theorii kiivek.5?

Cremonuv vliv u néas pak doznival jesté po 1. svétové valce, konkrétné v néko-
lika pracich Bohumila Bydzovského®. Na téma Cremonovych transformaci sepsal
celkem 13 ¢lanki, z toho 6 Eesky a 7 francouzsky.%* Jesté pred 1. svétovou valkou,
v roce 1909, publikoval ¢lanek O jisté nekonecné grupé Cremonovijch transforma-
1,9 v ném7 zkoumal, zda vzadjemné jednoznaénym transformacim v roving, které
zachovavaji kubickou kiivku, neodpovidaji vzajemné jednozna¢éné transformace
celé roviny. Z dalsich ¢esky psanych praci jmenujme napf. ¢lanky O nékterych
grupdch Cremonovyjch transformact v rovine®® a O zldstnim drubu grup Cremo-
novyjch involuci v rovine®”. O grupach Cremonovych transformaci pfednagel i na
8. mezinarodnim kongresu matematiki v Bologni v zarf 1928.5

59 Bedtich Prochazka (1855-1934), Gesky matematik, od roku 1876 asistent deskriptivni geo-
metrie na némecké a po roce na eské technice. Vyucoval matematiku a deskriptivni geometrii
na né&kolika stfednich Skolach v Praze, pozdéji si ucitelskou aprobaci rozsifil o fyziku. Roku
1884 se habilitoval na ¢eské technice v Praze, avSak ani titul soukromého docenta mu nezajistil
misto na zadné vysoké skole. V nésledujicich letech pusobil na st¥ednich skolach v Chrudimi,
v Pardubicich a v Praze. Roku 1897 byl jmenovéan feditelem nové zalozené realky v Nachodé.
V roce 1904 ziskal misto profesora deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Brné, roku 1908
presel na Ceskou techniku do Prahy, kde byl v nasledujicim roce zvolen rektorem.

60 Vig Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 32-36.

61 Karel Zahradnik (1848-1916), ¢esky matematik, od roku 1872 asistent na &eské technice
v Praze. V letech 1876 az 1899 pusobil jako radny profesor matematiky na chorvatské univerzité
v Zahtebu. V roce 1899 se stal prvnim rektorem ¢eské vysoké skoly technické v Brné.

62 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 34(1905), 105-123, 329-341; 38(1909),
6-25. Poznamenejme pro uplnost, ze druha a tfeti ¢ast maji v nazvu slovo ,biracionalni* misto
,birationalni“. O préaci podrobné viz Be¢varova M., Cizmar J., Karel Zahradnik (1848-1916),
Praha — Zdhieb — Brno, edice Dé&jiny matematiky, svazek 46, Matfyzpress, Praha, 2011, 194-205.

63 Bohumil Bydzovsky (1880-1969), profesor matematiky na prazské univerzité. O jeho Zivoté
a dile viz Francova L., Zivot a dilo Bohumila BydZzovského, disertacni prace, Univerzita Karlova,
Matematicko-fyzikalni fakulta, Praha, 2001; Olejnickova J., Védecké dilo Bohumila BydZovského,
diserta¢ni prace, Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikalni fakulta, Praha, 2005.

64 Nekteré z praci se viak tematicky piekryvaji, nebo se jedna o pieklady mezi ob&ma jazyky.

%5 Viz Rozpravy I t¥idy Ceské Akademie véd a uméni 18(1909), 8 stran.

66 Viz Zpravy sjezdu eskoslovenskych piirodozpytct a lékaii, 1928.

87 Viz Zpravy sjezdu matematikt zemi slovanskych, Varsava, 1929, 314-317.

68 Viz Bydzovsky B., Remarque sur les groupes finis de transformations de Cremona, Atti del
Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna, 3-10 Settembre 1928, Tomo IV, 43-44.
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Nejvétsi pozornost vénoval tzv. kvadratickym involucim n-rozmérného pro-
storu. V élanku Kvadratické involuce v prostoru n-rozmérném5® odvodil ve vhodné
zvolené soustavé soufadnic rovnice obecné kvadratické Cremonovy transformace.
Ocitujme tvodni odstavec, v ném# B. BydZovsky shrnul obsah svého &lanku:™

V' tomto metodickém prispévku k teorii Cremonovych transformact
v obecném prostoru projektivnim jsou odvozeny nutné podminky pro
homaloidni soustavu kvadratickjch nadploch a z toho vyvozeny (zndmé)
rovnice nejobecnéjsi kvadrokvadratické™ transformace Cremonovy ve
vhodné volené soustavé souradné. Odtud snadno plynou rovnice pro
kvadratickou involuci; je-li tato involuce inversi, lze ji vyjddriti velmi
jednoduse i pro obecnou soustavu soutradnou. Ke konci je odvozena
podminka pro to, aby dvé inverse sloZeny ddvaly opét kvadratickou in-
voluci.

B. Bydzovsky ve svém ¢lanku dospél k zavéru, ze k dané inverzi existuje nekoneéné
mnoho inverzi, které jsou s ni zaménné a jejichZ slozenim s uvazovanou inverzi
ziskdme kvadratickou involuci. Kazda takova inverze je urena svym stfedem,
jenz je v8ak libovolny. V nékolika dalsich pracich pak B. Bydzovsky vyse uvedené
transformace pouzil jako pomocny néstroj ke zkoumani algebraickych kiivek.

Muzeme konstatovat, ze ve druhé poloviné 19. stoleti byla problematika geo-
metrickych transformaci, feSitelna prostiedky syntetické geometrie, uzavienou
oblasti. Témata zvladnutelna ¢isté konstrukénimi prostiedky jiz byla vyéerpéna.
spocivalo ve vyuziti metod a vysledku dalsich matematickych disciplin. Studium
Cremonovych transformaci do tohoto celosvétového trendu presné zapada, nebot
vyzaduje velké naroky na geometrickou pfedstavivost a uzit{ algebraickych metod.

69 Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 60(1931), 214-224.

70 Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 60(1931), str. 214.

7L B. Bydzovsky uzival termin kvadrokvadraticks transformace pro transformaci ,kvadratic-
kou v obou smérech*.
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