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Cdst I

GEOMETRIE
NA POVRCHU TELESA

Kdyz zaCneme vySetfovat geometrické vlastnosti né-
kterého télesa, seznamujeme se nejprve s jeho povrchem.
Povrch se skladd bud z obrazcti, kieré u zndme z plani-
metrie, jako je tomu napf. u hranolu a jehlanu, nebo obsa-
huje n&které zakfivené plochy, neznimé z planimetrie;
takové plochy najdeme napf. u vilce, kuZele a koule.

Povrch télesa z prvni skupiny dovedeme zobrazit velmi
1ednodusc v roviné: narysujeme v nikresné ve vhodné vzi-
jemné poloze obrazce, z kterych se sklidd povrch télesa,
a vysledny obrazec je tzv. sif télesa. Jist€ si vzpominite,
jak jste sestrojovali napf. sit krychle, kdyZ jste chtéli vy-
robit model krychle z lepenky nebo plechu.

Sité viak slouZi v geometrii i k jinym delim neZ k se-
strojovani modelu télesa. Proto jim budeme vénovat trochu
pozornosti. Zalneme se siti nenednodusmho télesa —
Ctyfsténu. Nazev Ctyfstén snad zndte: jinak lze Fici, Ze je
to trojboky jehlan. Pro¢ jsme jej nazvali ne)]ednodu§sun
télesem ? Ctyrstén md nejmendi moZny polet stén — Ctyfi
— a jeho st€ny jsou nejjednodusii mnohothelniky — troj-
thelniky. Stény Ctyfsténu mohou byt ovSem trojuhelniky
ruznostranné a navzijem nikoli shodné; ve zvlaStnim pfi-
padé jsou stény Ctyfsténu Ctyfi shodné rovnostranné troj-
thelniky ; takovy Ctyfstén nazyviame pravidelny. Prvni ulo-
ha, kterou rozifesime, se bude tykat siti pravidelného &tyf-
sténu.



Uloha 1. Kolik riznych sitf md dany pravidelny Sryfstén ?

Refent. Dtive ne zalneme Ffesit jakoukoli matematickou
ulohu, musime se pfesvédc‘.it, zda jsme dobfe porozuméli
jejimu textu. Text nai ulohy je velmi jednoduchy; domni-
vdme se, Ze rozumime ndzvu ,,sit”; ale pfi jeho vysvétleni
jsme pouZili pfed chvili mlhavych slov ,,0brazce ve vhodné
vzajemné poloze”. Co z toho vyplyvd? Pro feSeni ulohy
musime zpfesnit, co rozumime slovem ,,sit“. Mluvme p¥i-
mo o siti pravidelného Ctyfsténu; tato sit se bude skladat

ze &yt shodnych rovnostrannych trojihelniki, které bu-

dou vyhovovat témto podminkam:

a) Z4adné dva z trojuhelnikii se nepfekryvaji.
b) KaZdy z trojihelniki sité ma spolenou stranu aspori
s jednim dalSim trojihelnikem sit¥ (neni ,,izolovany*).
¢) Dva trojuhelniky sit& mohou (ale nemus1) mit spolec-
nou jen takovou stranu, kterou maji spoleénou jako
stény télesa.
Nyni je$té musime vysvétlit vyznam slova ,,rizny*. ,,Riz-
nymi sitémi budeme rozumét néco obdobného jako ,,rtiz-
nymi feSenimi® pfi sestrojovani trojihelnika: dve sité bu-
deme pokladat za riizné, jestlize pfisluSné rovinné obrazce
nejsou shodné, tj. nelze-li je na sebe poloZit tak, aby se
kryly. Tato Umluva je zcela ptirozend, nebot stény pravi-
delného &tyfsténu se nijak na-
¢ vzdjem nerozli$uji.

Viimné&te si, kolik price nim
T dalo vysvétleni textu ulohy; zato
d 2 /, viak nyni pracujeme s jasnymi
b pojmy a feSeni dulohy bude

snadné.
V jakékoli siti daného tyFsté-
a nu se vyskytuje zcela jist& obra-
obr. 1 zec narysovany v obr. 1;je to




Obr. 2a

Obr. 2b

kosoftverecsloZenyze dvou
rovnostrannych trojihel-
nikd T,, T,, které zobra-
zuji dvé stény Cryfsténu.
K nim je tfeba ptipojit dal-
§i dva trojihelniky sit&.

PovaZujeme-linapf. troj-
dhelnik T, za podstavu
Ctyfsténu, je T, jedna sté-
na plast€; pak zbyvajici
dvé stény plasté¢ — troj-
thelniky T, T, — mohou
byt pfipojeny jednim z
téchto ti-zpisoba:

a) T,i T, jsou pFipoje-
ny k T;

b) T, je ptipojenk T,

4 2

c) T, je ptipojen k T,,

4 3

Prvni zplsob da& sit
zobrazenounaobr.2a. Dru-
hy zpiasob: piipojime-li
trojuhelnik T; ke strang
oznalené na obr. 1 pisme-
nem a, nelze ptipojit troj-

M dhelnik T,k strang b, ne-

bot strana b je na télese
spolefnd trojuhelnikiim T,
T, a nikoli trojihelnikim
T,, T,. Piipojime tedy T,
ke strané ¢ a vznikne sit
z obr. 2b. Ptipojime-li T,
ke strané d, je tieba pfipo-
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jit T, ke stran¢ b a dostaaneme sit shodnou se siti
z obr. 2b.

V poslednim ptipad¢ pfipojime trojihelnik T, napf.
ke stran€¢ b (obr. 3). Trojuhelnik T, pak nelze pfipojit
ke strané, ktera je na obr. 3 oznaCena e, nebot na télese né-
leZi tato strana sténdm T',, T a nikoli T, T,; proto je tieba
pfipojit trojihelnik T, ke stran& f, jak naznaCuje obr. 3.
Sit z obr. 3 je shodn4 se siti z obr. 2b; také sit, kterou by-
chom dostali pfipojenim T ke strang ¢ (na obr. 3 vycirko-
vand), je shodna se siti z obr. 2b.

Obr. 3

Pravidelny Cétyfstén miZe mit tedy jen dvé ruzné sit,
narysované na obr. 2a, 2b. Snadno se pfesvéd¢ime, Ze oba
tyto obrazce jsou skutelné sité pravidelného Etyfsténu;
Z kaZdé z nich sloZime model t&lesa.

Kdyby dany Ctyfstén nebyl pravidelny, bylo by feSeni
ulohy sloZit&jsi a CtyfStén by mél vice riiznych siti neZ dvé.
Vetsi pocet siti dostaneme také u télesa o vétsim poltu stén.
Tak napf. krychle — pravidelny Sestistén — ma4 11 raz-
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nych sfti. Pokuste se o feSeni n&které z uvedenych tloh
(pocet siti livobolného &tyfst€nu, polet siti krychle); tloha
1 vim aspoil ¢istené ukdzala cestu, kterou muZete po-
stupovat.

Také druhd uloha se tyka sit¢ pravidelného &tyFsténu.

Uloha 2. Je din pravidelny &ty#stén ABCD; oznalme P
té%15t€ trojuhelnika ABC, Q stFed usecky omezené vrcholem
D a t&%i5tém trojuhelnika ABD. Mdme uréit nejkratsi lome-
nou &dru spojujici po povrchu Cty¥sténu body P, Q, a to tak,
aby prochdzela a) pres stény ABC, ABD; b) pies stény
ABC, BCD, ABD; c) pies stény ABC, BCD, ACD, ABD.
Mdme porovnar délky viech t¥{ lomenych éar.

Resent. Pti fefeni ka?dé z uloh a), b), c) musime sestrojit
takovou sit, aby kaZdé dva za sebou nasledujici trojiihelni-
ky, pfes néZ spojnice postupn& prochdzi, mély spole¢nou
stranu. Tyto sité jsou nakresleny na obr. 4abc.

Vyznam oznaCeni vrcholt je z obrizki zfejmy. SloZi-
me-li napf. sit z obr.
4a v model t&lesa, sply-
nou body D, D', D”
v jediny vrchol; obdob-
né tomu je u ostatnich
dvousiti. Navsechobra-
zech jsou vyznaceny bo-
dy P, Q; usecka, ktera
je spojuje, lezi v sid,
nebot sif je bud troj-
thelnik (obr. 4a), nebo
rovnob&znik (obr. 4b,
c). Proto je kazd4 z t&ch-
to useCek obrazem nej-
krat3i spojnice bodl P,

D" C D
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Q, kterd vede po povrchu étyfsténu pfes pfedepsané stény.
Vypolteme délky téchto tfi uselek; oznalime je d,, d,,
d,; dle oznadime a délku hrany Ctyfst€nu. Pak na obr. 4a

le?i body C, D, P, Q v ptimce a plati CD = a|/3, CP =
= %]/5, DQ = %1/3_,atedy

dy = %]/3 = 0,866 a. (1)

Pro vypolet d, (obr. 4b) pouZijeme pravoihlého troj-

tihelnika POR. Platf PR = a, QR = %]/i a tedy podle
Pythagorovy véty

dy = ]/az + ((av3) —a l/g = 1,04a. (2)

Délku d; vypolteme z pravouhlého trojihelnika PQT (obr.

4. Zde je QT =a + & Za,BT_lz I3, PB=

= %Vi, atedy PT = %]/5 - '1_2V§ = TV3' Podle Pytha-
gorovy véty pak dostaneme

@)
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Z (1), (2), (3) vyplyva po- A, 5
rovnani . 2
d, < d; < d.

Tim ovSem neni nijak
dokizdno, Ze nejkratsi
spojnice dvou bodi na po-
vrchu Ctyfstnu jde vidy
jen pfes dvé stény a Ze
délka spojnice se zvétiuje,
prochazi-li tato spojnice
ples vice stén. Zkuste
napf. nahradit v pfedchi-
zejici uloze bod P stfedem
M useCky CP; pak bude
vysledek jiny ; nejkrat$i bu- . Obr. 4¢
de spojnice d,. ‘

Uloha 3. Je ddn (libovolny ) étyFstén ABCD. Mdme sta-
novit podminku pro to, aby se krufnice vepsané sténdm
(trojuhelnikim) ABD, ACD dotykaly. Jak zni obdobnd
podminka pro zbyvajict dvé stény Eryfsténu?

Refeni. Promyilite-li si
text ulohy, zjistite, Ze ndm
neni znim pojem dotyku
dvou kruZnic, které npele-
Zi v roviné. Stény ACD,
ABD daného Ctyisténu le-
Zi ve dvou rovinich, které
maji spoletnou jen pfimku
AD a nazyvaji se rizno-
bééné; spoleénd pfimka AD
je jejich prisecnice. Defi-
obr. 5 nici dotyku kruZnic leZf-
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cich v riznob&?nych rovindch snadno uhodneme: dvé kruz-
nice leZici v riznobéZnych rovinich se dotykaji, doty-
ka-li se ka’dd z nich prisecnice obou rovin, a to v témZ
bodé.

Jesté je tfeba vysvétlit viznam slov ,,stanovit podminku*,
ktera se vyskytuji v textu lohy. Cty¥stén, ktery mé %4da-
nou vlastnost, tj. Ze kruZnice vepsané trojithelnikiim ABD,
ACD se dotykaji, neni asi zcela libovolny; mezi délkami
jeho hran je asi néjaky vztah. Pfi odvozovani tohoto vztahu
budeme tedy vychdzet z ptedpokladu, Ze se kruZnice k,, k4
dotykaji v bodé T leZicim na hran& AD. Na obr. 5 je za-
kreslena &ast sité Etyfsténu ABCD, skladajici se z trojihel-
nikda ACD, ABD i s vepsanymi kruZnicemi k&,, &, a s jejich
bodem dotyku T. Oznacime-li U, V body dotyku kruZnice
ky se stranami AC, CD, plati AT = AU, CU = CV,
DV =DT. Je tedy CU= AC— AT, DV =CD —
— AC + AT, AT = AD — CD + AC — AT odtud

2AT = AC+ AD — CD. 4)

Obdobné vyjde z trojihelnika 4BD
2AT = AB + AD — BD. (5)

Spojenim vztahd (4), (5) dostaneme
AC+ BD = AB + CD (6)

Z dotyku kruZnic k,, k3 tedy nutné vyplyvé rovnost (6);
proto fikidme, Ze rovnost (6) jc nutnd podminka pro dotyk
krugnic ky, ks

Pfirozené se nabizi otdzka, zda také obricen& ze vztahu
(6) plyne dotyk kruZnic ks, k,, 1j. zda vztah (6) szaéf k tomu,
aby se kruZnice k,, k; dotykaly. Bude-li tomu tak, bude
ZWZOSI (6) také postalujict podminkou pro dotyk kruZnic

2y F*3.
Pfi zkoumdni této otdzky budeme pfedpoklidat, Ze se
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kruZnice k,, k; dotykaji ptimky AD v bodech T, T, které
mohou byt rizné nebo splynout (o tom zatim nic nevime).
Podle planimetrické véty, kterou jsme odvodili, plati pak

2 AT, = AG + AD — CD,

2 AT, = AB + AD — BD. 9
Ze vztahu (6), jehoZ platnost nyni pfepoklidddme, plyne
AC — CD = AB — BD. 8

Dosadime-li z (8) do (7), zjistime, Ze je AT, = AT,, tj.
T,= T, (body T,, T, leZi totiZ na téZe polopfimce AD).
Tim je dokdzéno, Ze rovnost (6) je nutnou i postacujicf pod-
minkou pro to, aby se kruZnice k,, k; dotykaly. Stru¢né
fikime, Ze kruZnice k,, k, se dotykaji prdod rehdy, kdyZ
plati rovnost (6).

Obdobnou podminku pro obé zbyvajici stény étyfsténu
dostaneme, vyménime-li mezi sebou dvojice vrchold B, C
a A, D; vyjde

BA + DC = BD + AC,
coZ je rovnost (6).

Z vysledku tlohy 3 lze odvodit dalsi zavéry: dotykaji-li
se kruznice vepsané st€éndm ABD, ACD, plati rovnost (6);
plati-li viak rovnost (6), dotykaji se i kruZnice vepsané
sténdm BCA, BCD..Z toho vyplyva, Ze pokud jde o dotyk
kruZnic vepsanych sténdm, je moZno Ctyfstény roztfidit
do tfi skupin. Pokuste se najit tyto skupiny a charakteri-
zujte kaZzdou z nich vztahy mezi délkami hran &tyfsténu.

Dalii ulohy se tykaji povrchu krychle a kvadru.

Uloha 4. Je ddna krychle ABCDA'B'C'D’; U je stied
jeji horni stény A'B'C’D’, V je stFed jeji pFednt stény ABB'A’.
Mdme spojit body U, V lomenou arou vedenou po povrchu
krychle sloZenou ze ti{ shodnych useCek a prochdzejict pFes
pravou sténu BCC'B’.
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D’ c’ Relent. Situaci si zobra-

U zime na nizorném obrazu

X krychle (obr. 6). Hledana

B lomena ara se skladad ze

tfi shodnych useek UX,

XY, YV, které lezi pofa-

/Y d& ve sténich A'B'C'D,

v BCC’'B’y, ABB’A’. Je

D _ —_Jc oviem tfeba si uvédomit,

s Ze rleni ,,urlete lomenou

e ¢arujistychvlastnosti““zna-

A - B mena nalézt vSechny lome-

Obr. 6 né ¢iry Zadanych vlastno-

‘ st, pravé tak jako tiloha

»Sestrojte kruZnmici vyho-

vujici danym podminkim* znamend sestrojit vSechny

kruZnice vyhovujici témto podminkim.

Ulohu 4 rozfesime nejprve pomoci vypoétu. Oznatime

a délku hrany dané krychle, x, y délky use¢ek B'X, B'Y.
Snadno odvodime podle Pythagorovy véty tyto vztahy:

2
a 2

2 __ (4 a _
Ux ———(2) + ) x| »
XY2 =2+ % 9
. 2 2
2 (4 é _
VY —(2) + 7~y

ProtoZe je podle pfedpokladu UX = V'Y, dostaneme
z 1. a 3. rovnice (9) po tprave

x—3E+y—a=0 (10)

Z rovnice (10) plynebudx — y = 0,nebox +y —a = 0.
Je-li x — y = 0, dosadime do 2. rovnice (9) y = x a po-
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uZijeme vztahu UX = XY: Z 1. a 2. rovnice (9) dostaneme
po upravé kvadratickou rovnici
2

x’—{-ax—%:o,

kterd ma jediny kladny koten
13—1
2

Pro tento kofen plati nerovnosti 0 < x < a; dosadime-li

do(9)y=x= %a (3 — 1), dostaneme UX = XY =
= V'Y; proto vztah (11) dévé jedno feSeni ulohy.

Je-i x +y — a=0 (druhd moZnost, kterd vyplyvi

z rovnice (10), dosadime do 2. rovnice (9) y =a — x

a pouZijeme opét vztahu UX = XY. Dostaneme kva-
dratickou rovnici

= 0,366 a.*) (11)

2
x’—ax+%=0;

ta viak nemd Zadny redlny kofen, proto v tomto pfipadé
nedostaneme Zadné dalsi feSeni dlohy.**)

Rozfesime tilohu 4 je$t& jednou pomoci sité. Na obr. 7
je Cdst sité, kterd obsahuje ty tfi stény, pl‘es n&% hledani
lomend &4ra prochézi, a je tu zakreslen 1 obraz / lomené
¢ary AXYV. Budeme nejprve zkoumat, zda &ara / je sou-
mérnd podle pfimky B’C, jak se tomu zd4 nasv&dcovat
nizor. K tomu ulelu oznacime T stfed stény BCC’'B’;

2 342
_*) Rovnici miZeme upravit na tvar (x + %) = 32 néhoZ ply-

ne pHmo vztah (11). . .
**) Rovnici miZeme upravit na tvar (x — g) = — %, z né&hoZ
plyne vyslovené tvrzend.
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+ 24X,TB

24UTB =

protoZe body U, T jsou
soumérné sdruZeny po-
dle ptimky B'C’,je

UX=TX; (123)
z obdobného divodu je
VY =TY. (12b)

Spojenim vztahti (12a)
(12b) s podminkou UX
= XY = VY vyply-
vi, Ze trojdhelnik XY T
je rovnostranny.

K danému bodu Y
useCky BB’ mohou pfi-
sluset jen dva body X,
X, strany B'C’, pro n€z

/ plati TY = TX,=TX,

(obr. 8); jeden z téchto
bodd — bod X, — je
soumérné sdruZen s bo-
dem Y podle pfimky
B'C, druhy — bod X,
— je soumérné sdruZzen
s bodem X, podle pfim-
ky UT. Snadno doké-
Zeme, Ze plati

XX, TY=24X,TU+
90°; proto trojihelnik

X, YT neni rovnostranny. Bod X hledané lomené Ciry /
je tedy soumérné sdruZen s bodem Y podle pfimky B'C.

Odtud vyplyva

X XTB'= X YTB'= <. XUB' = < YVB =30
tim je lomena Cara nalez_ena. Zkouskou si ovéfime, Ze tato
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b/r i b~
! —+ c /4'- = c
| 1 » |
)— J /,l )I'— ————— - -4
s WL o
// I,’_ b // /, b
a a

Obr. 9ab

¢ara ma skuten& poZadovanou vlastnost UX = XY =
= YV.

*

Dalsi tloha se tykd povrchu kvidru, a to zcela praktic-
kého problému — pfevazovini krabice motouzem. Nejprve
uvedeme nékolik vysvétlivek. Na obr. 9a, b, c je zobrazena
krabice ve tvaru kvidru o rozmérech a, b, ¢ pfevazana tro-
jim zplsobem a) jednoduSe kfiZem, b) dvojité kfiZem,
C) ,,pies rohy*.

Oboje vazini kfiZem je jednoduché a jasné. Vazéni ,,pFes
rohy” je viak tfeba vysvétlit. Vazani se skldda ze dvou lo-
menych &ar (jedna z nich je na obr. 9c vyznaCena tlusté,
druhi Cerchované); v pra-
xi jsou ovSem obé lomené
&iry vytvofeny z jednoho
kusu provazku. Ma-li byt
toto vdzani pevné, nesmi se
motouz posouvat po hra-
nich krabice; to znameni4,
Ze napf. spojnice bodi P, R
pEekracujici hranu 4 v bo-
dé Q musi byt co nejkratsi
(obr. 9c). Sestrojime-li &ast




b
R

4
/// d

c 4

P a
Obr. 10
model kviddru.

sit¢ sloZenou z plredni a homni stény
kvddru, zobrazi se vni lomend &ira
POR jako usecka (obr. 10). Sestrojime
nyni sit kvddru, v niZ se budou nékte-
ré stény opakovat tak, aby se v ni
zobrazila celd tlust® vyznalend Cira;
z pfedchizejiciho je zfejmé, Ze se tato
lomena C&dra zobrazi jako uselka.
Konstrukce je provedena na obr. 11,
stény, pfes né% lomena ¢4ra postupné
pfechazi, jsou oznateny zkratkami ; pfi
sloZeni modelu télesa splynou body P,
P’. Sestrojte si takovou sit a sloZte z ni

Viechno, co pfedchézelo, bylo objasnéni pojmu ,,vizéni
pfes rohy*; nyni uZ maZeme vyslovit dlohu.

I__P: _____ T a ¢c P a
I i T hor leva
/ b
e /' dol
zad c a
I
a I ¢
hor prava }/
/ °
B dol
pr Jal ¢ a
c
P a
Obr. 11



Uloha 5. Krabice toaru kvddru md dané rozméry a, b, c.
Mdme rozhodnout, ktery druh vdzdni spotFebuje ne]mené'
motouzu: zda jednoduché vdzdni kitfem, i dvojité vdzdni
kfiZem nebo vdzdni ,,pFes rohy.*)

Reseni. Oznaime d,, d,, dy potfebné délky motouzu.
Ziejmé je
d, = 2a 4 2b + 4c,
d, — 4a + 4b + 4c. (13)

Vézini ,,pfes rohy se sklddd ze dvou lomenych Car téZe
délky (viz obr. 9c, 11); podle obr. 11 je % d, = PP'. Uset-
ka PP’ je pfepona pravouhi¢ho trojihelnika PP'P”, jehoZ
odvésny maji velikosti PP’ = 2(b 4 ¢), P'P" = 2(a + ¢);
je tedy podle Pythagorovy véty

dy=2PP' = 4@+ o + @ + o~ (14)

Vypoc‘ftemel d? — d})**); po upravé vyjde
4 p

l( §—df)=3a’+3b2—2ab+4c2+4ac+4bc=

4
=2+ 20+ (@a— b2+ 4cla+b+c¢c) >0,
dy ~ dy. (15)
Dile vypoéteme (da d%); vyjde po upravé

t.

*) Pfitom oviem nepfihliZime k motouzu spotfebovanému na vy-
tvofen! uzld.

**) Porovnime druhé mocniny kladnych &fsel d,, d;, abychom se
vyhnuli potftdni s odmocninami.
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: |
E(dg—da) — ¢ — 2ab,

tj. dy < d, pravé tehdy, je-lic < }/2ab.

)

—_———

Obr. 12

(16)

Odpovéd na otdzku ulohy tedy zni: Jednoduché vazini
kfizem je vidy krat$i neZ vizini pfes rohy. Vazéni pfes
rohy je krat$i neZ dvojité vizini kfiZem jen v pfipadg, Ze
platf pro rozméry krabice vztah ¢ < |/2ab . Tak napt.
mé-li krabice ¢tvercové dno (a = b), je vazini pfes rohy
vyhodnéj§i neZ dvojité vazini kfiZem, je-li vySka krabice

(¢) men3i ne? uhloptika dna (a}2).
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Na obr. 12 je zakreslena sit rotatniho vilce, kterou jist&
viichni dobfe zndte. Tato sit se skladd ze dvou shodnych
kruhti (podstav) a z obdélnika O, ktery vznikl rozvinutim
plast& vélce do roviny. Rozméry tohoto obdélnika jsou
vySka vdlce a délka obvodu podstavy, tj. délka kruZmice.
Je-li din polomér r podstavy a vyska, nedovedeme sestroiit
obdélnik O eukleidovskymi konstrukcemi pfesné, ale zniame
piibliZné konstrukce; jednou z nich j¢ tzv. Kochariského
konstrukce, kterd je provedena na obr. 13a. Useka KL je
prumérem kruZnice 2 = ('S; r), pfimka KM je jeji teCnou;
dale plati x KSM = 30°, MN = 3r. Délka usetky LN
je priblizné délka polokruZnice %.

Jako pfi kazdé pfiblizné konstrukci musime i pfi Kochan-
ského konstrukei zjistit chybu, které se dopoustime. Zisada
pro pouZiti pfiblizné konstrukce je totiZ tato: konefni
chyba nesmi pfekrodit tzv. grafickou chybu, tj. 0,2 mm;
s takovouto pfesnosti dovedeme totiz pracovat v seSité
béZnymi rysovacimi prostfedky.

V nafem pripadéur&ime délky tsedek: KM = — , KN =

3

= r(3 - l%) , podle Pythagorovy véty LN* = 4r® 4

2 !
+r2(3 - %): (l% — 2|/3)r= ~ 9,869232r%, a tedy

LN = 3,141r. Rozdil sprivné délky nr polokruZnice a pfi-
blizné délky LN je kladny a plati .
0 < ar — LN < 0,001r.

Mai-li byt 0,001 < 0,2 mm, musibytr < 0,2.10* mm =
= 200 mm = 2 dm. Pro vSechny konstrukce na listu pa-
piru, kde poloméry kruZnic nepfesahuji zpravidia 1 dm,
Ize tedy pouzit Kochaniského konstrukce.

Vritime se znovu k obr. 12. Je na ném zakreslena jest&
useCka CD, ktera neni rovnob&Zna s Zadnou stranou obdél-
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nika O. Svineme-li obdélnik O v plast vilce, pfejde usecka
CD v oblouk % kfivky zvané Sroubovice. Tato kfivka md
totiZ tvar §roubového zivitu. Na obr. 13bjezakreslen oblouk
k na viélci.

M 3r
} - + A
K

/”T“\f

7
A,V ___L__ > B/

Obr. 13a Obr. 13b

Uloha 8. Podstava rotaéntho vdlce md primér AB = 2r.
Na strandch AA'y, BB’ tohoto vdlce lesf body C, D; jejich
vzddlenosti od bodii A, B jsou AC = a, BD = b (a < b).
Mdme porovnat délky dvou spojnic bodit C, D vedoucich
p¢:4 povrchu vdlce: a) oblouku Sroubovice, b) lomené ldry
CABD.

Refenf. Délku d oblouku 3roubovice vypofteme jako
délku useCky CD v siti vilce, a to z pravoudhlého trojihel-
nika CDE. Plati DE = b — a, CD = nr; je tedy

d? = (b— a)® + a2 an
Pro délku d’ lomené &ary CABD plati
d=a+b+2r (18)
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Ze vztahti (17), (18) dostaneme
2
d’® — d® = 4ab + 4r(a + b) + 4 (1 — 24-) (19)

Délka lomené ary je tedy mensi neZ délka oblouku Srou-
bovice préve tehdy, plati-li podle (19)

2
ab+ rla +b) < (—— l)
délime-li tuto nerovnost kladnym d&islem 72, dostaneme

a b a b n?
Z nerovnosti (20) je vidét, Ze vysledek zdvisi jen na podilech

2 , %, nikoliv na {slech a, b, r samych. Zvolime-li napt.

r
1 2 .a 1 b 2 a b
a=gnb=gniet=3,0=2. 0 L4 T+ ]=
= 19—1 = 1,22 < 1,47; proto je krat$i lomend ¢4ra. Zvolime-li
r 2r . a 1 b 2 a b a
a=gpb=gn e r=gie=n oyt t
+ g = %= 1,5 > 1,47, proto je kratdi oblouk Sroubovice.

Uloha 7. Je ddn rotaént kusel s vrcholem V a bod A ob-
vodu jeho podstavy; B je stied strany AV. Mdme zjistit, zda
Ize sestrojit rovnostranny trojiihelnik ABC tak, aby vrchol
C lezel na pldsti kuzele a mdme sestrojit obraz bodu C v siti
kuZele.

Resent. Vrchol C rovnostranného trojtihelnika ABC leZi
na jisté stran€ VD daného kuZele (obr. 14); je tfeba zjistit
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délku t&tivy AD. Useka AD je zdkladna rovnoramenného
trojahelnika VAD, jehoZ ramena VA, VD jsou strany
daného kuZele a jemuz je ,,vepsdn‘ rovnostranny trojihel-
nik ABC. Sestrojime tedy useCku AV, na ni bod B; nad
useCkou AB sestrojime rovnostranny trojuhelnik ABC, na

v

Obr. 14 Obr. 15a

poloptimce V'C urtime bod D tak, aby platilo VD = VA4
(obr. 15a). Bod C padne vidy mezi body V, D, nebot troj-
uhelnik AVC ma vnitfni Ghly < 4 = 60° < C = 60° 4+
+ a > < A, proto je VA > VC. Tim je urfena délka
uselky AD.

Nyni se zamyslete nad tim, pro€ naSe uloha neni je$té
Fe¥ena, aC jsme uréili tétivu AD i obraz bodu C.Na obr. 15a
je useCka AD tétivou kruZnice %', jejiz polomér je s > r.
Na kuZeli bude t4Z usetka AD tétivou kruZnice % o polo-
méru r < s. Musi tedy platit AD < 2r; to je hledand pod-
minka feSitelnosti, nebot tato nerovnost zaruuje moZnost
sestrojit na té¢lese stranu VD.
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Rotacni kuZel je zpravidla dén polomérem r podstavy
a vy3kou v. Kteroukoli jeho stranu urcime pak jako pfepo-
nu pravoihiého trojuhelnika, jehoZ odvésny maji dél]lt)y 7, .

Vyjadiime podminku feSitelnosti tlohy 7 (tj. nutnou
a postacujici podminku) jako vztah mezi Cisly 7, v. ProtoZe
je AB = BV = BC, je trojihelnik BVC rovnoramenny
a pro jeho tuhly plati «a = 60° — «, tj. « = 30°, Usetka
AC je tedy vysSkou rovnoramenného trojihelnika VAD
a plati

52
4‘4D2 = —4— + CD2, (21)
CD*= (s — VC):.
Trojuhelnik VAC je pravothly a pfi vrcholu V' mé thel
velikosti 30°; proto je

Ve =213 (22)

Spojime-li vztahy (21), (22), dostaneme
2 _—
AD* = %(s — 4)3) = 22 — |/3). (23)

ProtoZe je s = v® + r%, vyjde podminka felitelnosti ve
tvaru _ '

@+ 2 —13) =4
neboli po Gpravé B 3

v¥(2 — )3) = (2 + |/3)

adile _
¥ 24173 =
5 = — = (2 + /3 2,
FSz= @l
odtud .
v=(24 |3 =3,732r. (24)
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Nerovnost (24) vy3la tedy jako nutnd podminka Feditel-
nosti tlohy. Obrécenim pfedchoziho postupu se pfesvéd-
dime, e ze vztahu (24) plyne nerovnost AD < 2r; tim je
dok4zino, e nerovnost (24)je také
Vi postalujict podminkou pro FeSitel-
nost tilohy — strutné feleno, je
podminkou FeSitelnosti nadf Glohy.
Zbyva sestrojit obraz C, bodu
C v siti kuZele (v siti jeho pl4sté;)
je to provedeno na obr. 15 b. Obr.
15b se 1i3i velmi mélo od obr. 15a;
obr. 15a znizorfluje situaci v fezu,
kdeZto obr. 15b situaci v sfzi. Plati
V]_A 1 = VA, V]_B 1T = VB,
v.C, = VC, VD, = VD, ale
A, - D, ¥ 4D, -« AD,A,C, + AC,B,C, =
' ! = BC;prouhel v, = <A4,V,D,
Obr. 15b plati nerovnost w, = 30°.
Pfi urleni velikosti w, si pomii-
Zeme vypoltem. ProtoZe na obr. 15b je znizorn&na sff ku-
Zele, je délka oblouku 4 ,D, kruZnice &, rovna délce oblou-
ku AD kruZnice % (obr. 14).
Oznalime-li w velikost stfedového thlu <t ASD (S je
stfed kruZnice k), plati

Arw  Aswy

180 180
a odtud
w, = -: . w. (25)
Velikost hlu w urime z trojihelnika ADS podle vztahu
... w AD
sin 5 = 2= 3 (26)
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pfitom délka AD je déna vzorcem (23). Zvolime-li nap¥.

v = 15—2 r = 2,4r — coZ je moZné vzhledem k podmince
(24) — dostaneme s = ?r, a ddle podle (23), (26)
AD = Zr. 12 -3,
sin % = 1,3 - /0,2679.
Odtud plyne
0 = 84935, 0, = 15—3 © = 32032,

Uhel velikosti w, narysujeme napf. uZitim tangenty: z ta-
bulek zjistime tg w, = 0,638.

*

Dosud jsme se zabyvali takovymi télesy, jejichz povrch
bylo moZno bez deformaci rozvinout do roviny. Rozvinuti
bez deformaci znamend — ndzorné feCeno — toto: Je-li
povrch t€lesa zhotoven z nepruZného materidly, napt. z ple-
chu, nevyskytnou se pfi jeho rozvinuti do roviny a pfi vy-
tvofeni sité ani zborceniny, ani trhliny.

Tuto vlastnost vSak nemaji viechna t€lesa. Tak napf.
povrch koule &ili plochu kulovou nelze rozvinout do
roviny bez deformaci. Proto jste se nikdy nesetkali se siti
koule a ulohy tykajici se povrchu koule musime feSit jinak.

Mohlo by se vim v3ak zdét, Ze neni pravda to, co jsme
pravé Fekli, vzpomenete-li si, jak se sedivd plaSt mice
z n&kolika tfeba riznobarevnych pruht. Tyto pruhy jsou
rovinné obrazce, omezené oblouky kruZnic. Zd4 se, Ze pfi
sefivani se viibec nedeformuji; ale neni tomu tak. Defor-
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mace nastavd vidycky, jenom Ze je tim men3f, &im ,,u23{‘
jsou pruhy, tj. ¢im je jejich polet v&tsi.

Pravdépodobné vite, Ze kaZd4 rovinnd kfivka, kterd lezi
na kulové ploSe, je kruZnice. Polomér ¢ takové kruZnice je
bud mensi neZ polomér r dané koule, nebo je ¢ =r.
V prvnim pfipad€ se nazyvd kruZnice vedlejsf, v druhém
hlavnf. Dvéma riznymi body 4, B kulové plochy, které
neomezuji jeji pramér, lze vést jedinou hlavni krugnici;
dostaneme ji jako prisek kulové plochy s rovinou, kterd
prochazi body A4, B a stfedem plochy.

Di se dokazat, Ze nejkratst spojnice dvou riiznych bodii A,
B kulové plochy po této plose je jeden z obloukii hlavni krus-
nice, kterd body A, B prochdzi. Vyslovena véta plati i v p¥i-
pade¢, Ze body A4, B omezuji primér kulové plochy. Expe-
rimentalng si maZete ovéfit tuto vétu tak, Ze na modelu
koule (tfeba na globu) upevnite gumi¢ku ve dvou pevnych
bodech. Gumicka zaujme tvar oblouku hlavni kruZnice.

Ovéfime si nasi vyslovenou vétu vypoctem, a to tak, Ze
porovndme délky oblouki hlavni a vedlejsi kruznice, které
dané dva body A4, B spojuji. _

[ Uloha 8. Mésta Praha
' a Kujbysev lezf pfiblizné na
tése rovnobésce 500 s. .
jejich zemépisné délky jsou
pFiblizné 14° a 50° v. d.
Mdme zjistit, jaky je roz-
dil jejich vzddlenosti méfe-
nych jednak po rovnobéice,
jednak po hlavni kruZnici.

Resent. Prahaa Kujbysev
pfedstavujidva riizné body
A, B na povrchu Zem¢;
Obr. 16a povrch Zem¢ pokléddme
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Obr. 16bc

za plochu kulovou o polomé&ru 6370 km, tj. zanedbivime
zploSt€ni Zeme€. Pro v&t3i nizornost si znizornime obé
kruZnice spojujici body 4, B — rovnobé&Zku i hlavni kruz-
nici — v té%e roviné. Na obr. 16a znadi S stfed Zem¢,
k hlavni kruZnici prochazejici body A, B. V rovin& ABS je
sestrojena jeSté kruZnice k' se stfedem M’, shodnd se
zemépisnou rovnobé&zkou prochézejici body A4, B. Polo-
meér p této rovnobézky urcime pomoci obr. 16b, na kterém
je zakreslena situace v rovin€ praZského poledniku. Z pra-
vouhlého trojihelnika AMS plyne

o=r.cos50° . 27
Vzdilenost bodi 4, B po rovnobéZce, kterou oznadime v,
uréime pomoci obr. 16¢, ktery ptedstavuje situaci v roving
praZské rovnob&zky. Ziejmé je

X AMB = 50° — 14° = 36° (28)
a tedy podle (27), (28)
_ 36me 1 ]
v, = W_gm'cosSO .
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Numericky vypocet da

v, = 0,2.3,14.6370 . 0,643 = 2570 (km)  (29)
Vzdalenost v, bodit 4, B m&tenou po hlavni kruZnici vy-
pocteme pomoci obr. 16a. Oznadime-li C stfed uselky AB,
pak je AC= AM’.sin SAM'C = o . sin% XAM'B —
= ¢ sin 18% a dile podle (27):

. 1 0
sin o — Arc AL 18 _ sin18°- cos 50% (30)

pfitom je w = X ASC. Pro vzdalenost v, tedy dostaneme

20 - ar ©
%=1 9™ 31
Numericky vypolet: Z (30) dostaneme sinw = 0,199,
w = 11,5% z (31) dostaneme

v, = 0,128 . 3,14 . 6370 = 2550 (km). (32)

Srovnani vysledka (29), (32) ukazuje, Ze vzdilenost Prahy
a KujbySeva méfena po hlavni kruZnici je skute¢né mensi
neZ jejich vzdilenost méfend po zemépisné rovnobéZce.
Rozdil je v8ak celkem nepatrny (asi 20 km), nebot obé
mista jsou pomérné blizkd. Kdybychom zvolili dvé vzda-
lené&j3i mista, napf. Tokio a San Francisco, byl by rozdil
obou vzdilenosti znacny. V takovém pfipad¢ je rozdil
rozhodujici ve vzduchoplavbé: letadlo nepoleti z Tokia do
San Francisca pfimo na vychod, tfebaze ob& mista leZi
pfibliZné na téZe rovnob&Zce. Zkrati si cestu tim, Ze poleti
po oblouku hlavni kruZnice, kterd se odchyluje od rovno-
béZky k severu.

Znizornéte si spojnici Tokia a San Francisca na globu
gumilkou a vypoltéte rozdil obou vzdilenosti jako v tiloze 8.
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