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Cdst 111

KOULE
A PLOCHA KULOVA

Skolskd planimetrie vnuje zvlistni pozornost dvéma
obrazcum: trojihelniku a kruhu. Obdobou téchto wtvart
v prostoru jsou Ctyfstén a koule. V prvnich dvou ¢4stech
naSeho textu jsme roziesili nékolik tloh o &tyksténu, v této
¢asti se budeme zabyvat n€kterymi lohami o kouli & o ku-
lové plose. _

Koule je t&leso, které vznikne rotaci kruhu kolem jeho
libovolného priméru AB (obr. 29). Kulovi plocha vznikne
otilenim kruZnice kolem jejiho priméru AB. Pfitom

!O
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kaZdy bod M kruZnice 4 s vyjimkou bodii 4, B se pohybuje
po vedlejdi nebo po hlavni kruZnici kulové plochy (viz
str. 30). Tak napf. povich Zemé& miZeme poklddat pfi-
blizpé€ za plochu, kterd vznikla rotaci n€které polednikové
kruZnice kolem zemské osy. Jednotlivé body polednikové
kruZnice s vyjimkou péla se pohybuji po zemépisnych
rovnobé&Zzkach.

Mé-li rovina s kulovou plochou spolené aspori dva body,
pretne ji v kruZnici hlavni nebo vedlejsi; hlavni kruZnice
vznikne tehdy, prochazi-li rovina fezu stfedem kulové
plochy.

Uvedenych vlastnost! koule a kulové plochy &asto vy-
uZivime, chceme-li pfenést nékteré véty o kruhu a kruZnici
do prostoru. Stali nechat pfisluSny utvar otacet kolem
vhodné osy a odtud vyvodit pfisluSné zavéry pro prosto-
rovy titvar. Tak napf. v planimetrii plati véta: Geometrické
misto stfedu kruZnic, které prochédzeji danymi dv&ma body
A, B, je osa o usefky AB (obr. 30). Nechame-li cely utvar
otiCet kolem pfimky o, dospéjeme k vété: Geometrické
misto stfedd kulovych ploch, které protinaji rovinu o
v dané kruZnici £ = (O;r), je kolmice o v bod€ O k roviné .

Jiny ptiklad: Obdobou planimetrické véty o sené kruz-
nice je ve stereometrii véta o secné roviné kulové plochy.

KaZda rovina p, kterd ma od stfedu S kulové plochy
o poloméru r vzdalenost ¥ < r, protne tuto kulovou plochu
v kruZnici / (obr. 29). Stfedem kruZnice / je pata O kolmice
vedené bodem S k roviné p.

Uloha 18. Fe ddna krychle ABCDA'B'C'D’ o hrané d.
Oznaéime k krusnici vepsanou étverci ABCD. Mdme urdit
konstruktioné i pocetné polomér r kulové plochy, kterd obsa-
huje kruznici k a bod A’.

Rejeni. Abychom mohli urdit polomér r, musime znit
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stfed S hledané kulové plochy. Tato kulovd plocha » ma
obsahovat kruZnici %; jeji stted S leZi proto na kolmici
o vztylené ve stfedu M &tverce ABCD k roviné tohoto
&tverce. (obr. 31a). Proto rovina ¢ urlend pfimkou oabodem
A’, prochazejici sttedem S plochy x, protne tuto plochu
v jisté kruZnici 4.
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Obr. 31a Obr. 31b

Dile budeme provddét viechny konstrukce v roviné g,
kterd obsahuje Ghlopfi¢ny fez ACC’A’ dané krychle.

Piimka AC roviny g protne kruZnici %, tedy i kulovou
plochu x ve dvou bodech R, Q soumérné sdruZenych podlé
bodu M. KruZnice % tedy prochazi body R, Q, 4', tj. je
opsédna trojuhelniku RQA’. Stfed S kruZnice 4 je pak stfe-
dem jediné kulové plochy, ktera je feSenim tlohy (obr. 31b).

Jako v planimetrii se pfi feSeni konstruktivni ulohy vZdy
dokazuje, Ze sestrojeny utvar skute¢né spliuje vSechny
podminky ulohy, tak i v nasi dloze musime dokézat, Ze ku-
lové plocha se stfedem S a prochézejici bodem A’ spliuje
podminky ulohy 18; pokuste se o to sami tim, Ze obritite
postup pfedchoziho rozboru.

Nyni uréime konstruktivné a poletné polomér r kulové
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plochy x. Sestrojime trojihelnik RQA’ ve skutetné veli-
kostl (obr. 31b) a uréime stfed S kruZnice / opsané tomuto
trojuhelniku; jeji polomér r je hledany polomér kulové
plochy .
Z planimetrie vime, Ze polomér r kruZnice opsané libo-
volnému trojthelniku ABC lze vypolitat podle vzorce
abc
=i W
kde a, b, ¢ jsou velikosti stran a P obsah trojahelniku.
Vypotteme nejprve délky viech stran tromhelniku RQA’.
Vime, 2e RQ ='d. Zbyvajici dvé strany jsou pfepony pra-
vouhlych trojihelnikid ARA’ AQA'. ProtoZe je AR =

= 7(1(1/2 — 1,40 =5 d(V2 + 1), plati podle Pythago-
rovy véty
AR = —dV7 22, 40 = —dV7 +2)2.
Dile vypoéteme obsah P trojihelnika RQA’
1 , 1
P=5RQ.-A4 =5 d.

r =

Ze vzorce (1) dostaneme po upravé
= 5 VT —2J2) (7 1 22) = gdV/aT = 0.84.

Obdobnym zpisobem jako tloha 18 se daji feSit také
tlohy na vyhledévani stfedu kulové plochy prochazejici
¢tyfmi danymi body nebo obsahujici jisté dvé kruZnice
apod.

*

NeZ zalneme fedit nisledujici dlohu, ukiZeme si daldi
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zajimavou vlastnost kulové plochy. Pfitom opét uZijeme
znalost{ z planimetrie. Tam jste poznali vétu: Geometrické
misto vrchold V' pravych uhld, jejichz ramena prochazeji
danymi body 4, B, je kruZnice opsand nad pramérem 4B,
zvand Thaletova.

Ve stereometrii plati obdobnd véta o kulové plode: Geo-
metrickym mistem vrchol V pravych 1hli, jejichZ ramena
prochizeji body A4, B, je kulovd plocha sestrojend nad
primérem AB.

Uloha 19. Letadlo pielétd ve vyice v krajinu po pitmé
trati nad misty A, B. Za letu se md vyfotografovat usek silnice
oznaleny na mapé (obr. 32) useckou CD.K dispozici je foto-

Obr, 32

apardz s objektivem typu Dagor, kterym milEeme fotografovar
maximdlné pod zornym ihlem 90° (béZné apardry maji zorny
tthel mensi). Mdme urcit, z kterych mist lze poidit snimek
celého objektu CD. (Krajinu povaZujeme za &ist roviny).
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Refent. Potfebujeme zjistit mno¥inu bodii, z nich? je
vidét tseCku CD v ostrém nebo pravém zorném uhlu.
Viimnéme si nejdfive pravych zornych uhla. Podle Tha-
letovy vEty o kulové plosSe je geometrickym mistem vrchold
pravych zornych thli pro dse¢ku CD kulovd plocha x
o pruméru CD, a to pouze jeji ¢ist nad povrchem Zemé.
Z nézoru se zd4, Ze z vnéjsich bodu této kulové plochy bude
vidét body C, D pod ostrym zornym thlem. Tak tomu také
je. To snadno sami odivodnite uZitim planimetrickych
vztahi.

Pokud bude letadlo vn& kulové plochy x, bude moZno
bezpecné& vyfotografovat cely objekt CD. Vzhledem k tomu
jde v dané tloze o urCeni prusetiki P, Q drahy letadla
s kulovou plochou ». :

Letadlo leti po pfimce p vedené ve vySce v nad terénem
(obr. 33). Ptimkou p proloZime svislou rovinu g, sestrojime
jeji fez s kulovou plochou x; spoletné body pfimky p
s obvodem tohoto fezu jsou hledané body P, Q. Hlavni
kruZnici kulové plochy x ve vodorovné rovin¢ terénu ozna-
¢ime h. Jeji prasediky s pfimkou AB necht jsou K, L.
Rovina g protin kulovou plochu x v kruZnici %, kterd ma
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useCku KL za sviij prumér (proc?). Prusetiky P, Q pfim-
ky & jsou spoleéné body kruZnice % a kulové plochy x.
Konstrukce je na obr. 32 zakreslena v pHsludném zmenSeni
pfimo do plinu.

Obr. 34abe

Snadno jiZ sami usoudite, jak fefeni zévisi na vy3ce
v letadla. Déle si dobfe promyslete zpisob, kterym jsme
urtili priseciky pfimky s kulovou plochou a pokuste se ho
pouZit na libovolnou plochu nebo téleso. MuzZete se také
pokusit rozfedit obdobnou tlohu o vyfotografovini mostu
z paluby parniku plujiciho kolmo na osu mostu i v ptpadé,
¥e se nejedna o zorny thel velikosti 90°. Ulohu Thaletovy
kulové plochy nahradi oviem jin plocha.

w

Vime, Ze rovina, ktera ma od stfedu kulové plochy vzdai-
lenost mensi neZ polomér,md s ni spole¢nou kruZnici (obr.
34a). Viimnéme si tedy zbyvajicich pfipadu. Rotaci kruz-
nice k& a jeji te€ny ¢ kolem spole¢né osy o dospé&jeme k v&te:

Rovina, kterd m4 od stfedu S kulové plochy » vzdalenost
rovnou jejimu poloméru, mé s ni spoletny jediny bod T.
Takovou rovinu nazyvime tenou rovinou plochy xabod T
je bodem dotyku (obr. 34b). Je zfejmé, %e telnd rovina
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s bodem dotyku T je kolma k polomérd ST kulové plochy.

Obdobn¢ usoudite ze vzijemné polohy kruZnice a jeji
neselny: rovina, kterd mi od stfedu kulové plochy vzda-
lenost v&tsi neZ polomér, nemd s ni Zadny spoletny bod,
je to tzv. nesecnd rovina (obr. 34c).

Uloha 20. ¥e ddn éty#stén ABCD. Bod X probihd hranu
AB. Mdme vysetiit geometrické misto pat P kolmic vedenych
2 vrcholu D na piimky CX.

Obr. 35

Reteni. Prvni, ¢eho si viimneme, je, %e¢ uhel <CPD
ma byt pravy. Body C, D jsou pfitom pevné. Hledané body
P lezi na Thaletové kulové ploSe » sestrojené nad pra-
mérem CD. Body P musi leZet také na pfimkich CX. Tyto
pfimky vyplni dvojici vrcholovych uhla y = ¥ ACD, y'.
Viechny body P musime hledat tudi? v priniku kulové
plochy » s dvojici Ghlt y, ¥’ (obr. 35).
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Nyni musime zjistit, zda také naopak kaZdy bod tohoto
priniku mé poZadovanou vlastnost. Zvolme proto libo-
volny bod P spole¢ny kulové plose » a uhlum y, 9'. Je-li
P = C, potom nalezi hledanému geometrickému mistu M,
nebot rovina CDP protne rovinu ABC v _pfimce, kterd
prochdzi dutym uhlem ACB a protind usefku 4B v bodé
X. Bod P je pak ziejmée pata kolmice spusténé z bodu D
na p¥imku CX. Necht je P = C; bod C pak nile¥i hleda-
nému geometrickému mistu M jen v tom pnpadé kdyz
timto bodem prochézi aspon jedna pfimka patfici dvojici
vrcholovych dhla y, » a kolmé k CD. Tento pfipad na-
stane napf. vidy, je-li hrana CD kolmd k roviné ABC

Tak dostaneme vysledek:

MnozZina M je primik dvojice vrcholovych uhli v, y
s kulovou plochou », nékdy bez bodu C, jindy s bodem C.

Viimnéme si jesté podrobngji priniku plochy » a dvo-
jice hld y, y'. Médme tedy vy3etfovat spolené body dvou
prostorovych dtvard. Ale i tento problém miZeme pfevést
Vv podstat¢ na planimetrickou ulohu. Zjistime nejdfive,
jaky utvar je spolecny roviné ABC a kulové ploSe » a pak
mizZeme jiZ zkoumat jenom pranik tohoto vitvaru s dvojici
ahli y, .

Rovina ABC mé s kulovou plochou » spoleny v kazdém
pfipadé bod C (prot ?), mohou tedy nastat pouze dvé mo-
nosti: Rovina 4BC je bud tecnou rovinou plochy x» a nema
tedy s » kromé& bodu C Zadny dalsi spole¢ny bod, anebo je
seCnou rovinou a ma s » spoletnou kruZnici k.

a) Je-li rovina ABC teéni, potom je CD | ABC. Bod C
pak patfi hledané mnoZin¢ M a je to soucasné jeji jediny
bod.

b) Necht rovina ABC ma s kulovou plochou » spole¢nou
kruZnici k. Prinik této kruZnice s dvojici ahla y, 9’ miiZe
byt rozmanity (viz obr. 36abc). Protoze kruZnice k procha-
zi vidy bodem C, sklddd se tento prinik vZdy z jistého
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Obr. 36 abc

oblouku KL kruZnice  a z bodu C, ktery bud zminénému
oblouku patfi (obr. 36bc) nebo nepatfi (obr. 36a). Vime,
Ze tento oblouk aZ snad na bod C hledané mnoZiné¢ M
patfi; zbyvi tudi? prozkoumat bod C.

Aby bod C patfil mnoZin€ M, musi jim prochizet pfim-
ka ¢ kolma k CD a pattici dvojici dhla y, y’. ProtoZe ma
byt ¢ | CD, musi pfimka ¢ leZet v teCné roviné kulové
plochy » vedené bodem C. Pak viak kromé& bodu C nesmi
mit s plochou » %4dny spoletny bod a tedy také nesmi
mit, spoleény bod s kruZnici %, kterd na x leZi. Této pod-
mince vyhovuje v roviné ABC jediné teCna ¢ kruZnice &
v bodé C. Jestlize tedy tecna ¢ kruZnice & v bod¢ C nalezi
dvojici vrcholovych uhli y, 9, pak bod C patff mnoZiné¢ M
(obr. 36bc), v opatném pfipadé bod C mnoZziné M nepatfi
(obr. 36a). :

Pfi fefeni tlohy 20 jsme se nezminili o tom, jak lze se-
strojit stfed S kruZnice 2. Pokuste se o to sami. Podafi-li
se vam to, pokuste se urcit stfed S v siti daného Cty¥sténu.

Jist€ jste si v§imli vyhodného postupu pfi vySetfovani
praniku dvou geometrickych titvari, z nichz jeden je Casti
roviny. Zjistéte podobng, co muZe byt napf. prinikem
Cryfsténu nebo krychle s danou kruZnici.

Uloha 20 pattila do skupiny ptikladd na vySetfovani geo-
metrickych mist bodu. Pravdépodobné jste vytesili uz ce-
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lou fadu takovych uloh. Zamysleli jste se viak nékdy nad
tim, Ze vedle geometrickych mist bodid neboli mnoZin
viech bodii dané vlastnosti mohou existovat i mnoZiny jinych
geometrickych drvard? Na ukizku uvedeme jeden priklad.

Uloha 21. Je ddna tsecka AB velikosti a a &slo d > a.
Mdme vySetiit mnoginu vech rovin, které maji od krajnich
bod usecky AB stdly soucet vzddlenosti, rovny d.

Refeni. Nejdtive si musime uvédomit, jaky miiZeme oce-
kadvat asi vysledek naSeho vySetfovani. NaSe znalosti riz-
nych mnoZin rovin jsou velmi skrovné (znite jisté¢ mnoZinu
rovin svazku apod.); zaméfime proto své snaZeni k tomu,
abychom nasli néjakou jednoduchou konstrukci umoziujici
sestrojit snadno libovolnou rovinu hledané mnoZiny. Bu-
deme — podobné jako u konstruktivnich uloh — pfedpo-
kladat, Ze znime libovolnou rovinu hledané mnoZiny M,
a budeme hledat nutné podminky pro jeji sestrojeni.

Necht tedy ma rovina
: ¢ (obr. 37) od krajnich
, k; bodu tisetky AB soudet
vzdilenosti d. OznaCme
A,, B, paty kolmic spus-
ténych z bodt A, B na
rovinu g. DokdZeme, Ze

e
=\ AA, + BB, =d.
A '¢§\ B, ProtoZe kolmice k té-

T G 2%
t | eprochizejici pfim-

kou AB. Roviny 7 a ¢
Obt. 37 nici r, kterd mi od bo-

maji spoletnou prusec-
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dd A, B stejny souet vzddlenosti jako rovina ¢. Znidme-li
viak v roviné 7 pfimku r, dovedeme uZ pfisluSnou rovi-
nu p sestrojit. Stai proto zkoumat v libovolné roviné =
prochdzejici pfimkou AB mnoZinu pfimek r, které maji
od bodu 4, B soulet vzddlenosti d.

Piimka r je zfejmé& spoleCnou teCnou kruZnic k, =
= (4, AA,), k, = (B, BB,), kde AA, + BB, = d. Pro-
toZe stfednd AB = a kruZnic %,, k, je kratdi neZ soulet
polomérii (¢ < d), nemohou tyto kruZnice mit spole¢nou
vnitini tetnu. Z4dn4 ptimka r neprotiné tedy usetku AB.
Pokud rovnob&Zné pfimky AA, BB, nesplyvaji, jsou
body A4, 4,, B,, B (v tomto pofadi) vrcholy lichob&Zniku
AA BB se zékladnami A4, BB,. Pro jeho stfedni pficku
SS, plati

1 1
SSO= E(AAO + BBo) - 7d.

ProtoZe jsou zdkladny AA,, BB, lichobéZnika AA,B,B
kolmé k pfimce 7, je i jeho stfedni pficka SS, kolmd k pfim-
ce r. M tedy pfimka r od stfedu § uselky AB vzdélenost
1
3 d.

K stejnému vysledku dojdeme i v piipadé, Ze pfimky
AA,, BB, splyvaji. Zfejmé& plati o ka%dé pfimce vzdalené

od bodu § o délku %d, Ze soulet jejich vzdalenosti od

bodu A4, B je roven d.
Mnozinu pfimek r roviny t tvofi viechny teCny kruz-

nice k = (S; %d). Odtud ji% snadno odvodite tvrzeni: Kas-
dd rovina ¢ z hledané mnoZiny M ndle#{ mezi tecné roviny

kulové plochy se stfedem v bod¢ S a s polomérem rovnym %d.
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Obracené plau, Ze kaZd4 te¢nd rovina kulové plochy x
patfi hledané mnoZiné M ; to si miZete ovéfit sami.

Jist& byla tato Gloha pro vds novd. Doporutujeme vim
proto, abyste se pokusili rozieSit obdobnou ilohu pro
tfi rizné body leZici v ptimce.

MiZeme vySetfovat i rizné mnoZiny pimek danych
vlastnosti. Pokuste se vy3etfit napf. mnoZinu pfimek nebo
rovin, které maji v prostoru od dvou riznych bodu A4, B
dany pomér vzdglenosti.

*

Uvedeme jeité jednu tvlohu o geometrickych mistech
bodl, a to pfiklad jiného typu, neZz byly diivéjsi. Pied-
stavte si néjaké téleso, které se mizZe libovoln¢ pohybovat
uvnitf druhého télesa. MiiZe nds napf. zajimat, jakou mno-
Zinu vyplni pfi téchto pohybech urcity pevné zvoleny bod
onoho volné se pohybujiciho t&lesa, Nebo miZeme stu-
dovat mnoZinu bodd, kterou vyplni viechny body pohy-
bujiciho se télesa.

Uloha 22. fe ddn pravidelny duty étyistén ABCD, jeho#
hrana md délku a. Uvnité ryfsténu po jeho dné (podstave
ABC) se volné pohybuje kulovy mic. Feho polomér je mensi
ne# polomér r koule vepsané do daného Cty¥sténu. Mdme vy-
Setfit mnoginu vsech bodi, kiteré mife zaujmout st¥ed mice.

Reseni. Ptedné si musime vysvétlit, co bude cilem nadeho
vySetfovani. Jednak chceme védét, jaky tutvar vyplni stfed
pohybuiici se koule, jednak chceme zjistit, jak se d4 tento
utvar narysovat, resp. jak se daji vypoditat jeho uréujici
prvky z dané délky a a z poloméru .

Neni téZké uhodnout, Ze stfedy micq, tj. kouli '» o po-
loméru o se pohybuji v roving ¢, kter4 mé od roviny ABC
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vzdélenost g, a Ze stfedy kouli vyplni jisty trojahelnik

(obr. 38) leZici v roving g a uvnitf étyfsténu ABCD.
Narazi-li mi¢ napf. na sténu ABD, miZe se podle ni

pohybovat stile se ji detykaje po jisté useéce A,B, rov-

D

Obr. 38

nob&’né s hranou AB. Tato nizornd pfedstava se zcela
zptesni, uZijeme-li misto popisu ndzorného valeni mice
matematicky pfesného pojmu posunuti koule » v prostoru
ve sméru pfimky AB. Body dotyku koule » se sténami
ABC, ABD se potom opravdu posunuji v téchto rovinich,
nebot se jedna o posunuti ve sméru jejich prise€nice.
Podobné tivahy plati pro ostatni pobofné stény ¢étyfsténu
ABCD. Vyplni tedy stredy kouli x jisty trojuhelnik 4,B,C,,
jehoZ strany jsou rovnobéZné s piisluSnymi stranami troi-
thelnika ABC. Proto je trojihelnik 4,B,C, rovnostranny.

Pfedstavme si nyni mi¢, ktery md stfed v bodé A4,,
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potom se krom& podstavy dotyka st&én ABD a ACD. Mysle-
me si, e mi¢ vice nafukujeme (nebo naopak vypoustime
vzduch), pfi¢em? poZadujeme, aby se neustdle dotykal
uvedenych tfi st€n. Pfi nafukovéni splyne nakonec stfed
nafouklého mice se sttedem S koule vepsané &étyfst€nu
ABCD. Dile jej nelze zvé&tovat, protoze by se bez defor-
mace do &tyfsténu nevelel. PH vypuSténi veSkerého vzdu-
chu zménil by se mi¢ v bod splyvajicf s bodem A. P
téchto zménich se stted proménlivého mi¢e pohybuje po
uselce AS. Tuto pfedstavu muZeme opét zpfesnit, po-
uZijeme-li misto ni pojmu prostorové stejnolehlosti o stfe-
du A4.Obdobnou tuvahu lze provést pro ostatni vrcholy
B,, C, trojiihelnika 4,B,C;.

Z toho vyplyva: Body A4,, B, C, lezi na pHsludnych
pobolnych hranich A4S, BS, CS &tyfsténu ABCS. Troj-
thelnik 4,B,C, je pak fezem tohoto ltyfsténu s rovi-
nou o.

Pfipomefime jest€ jednou: Body 4,, B,, C, le¥i na po-
loptimkach S4, SB, SC a ptitom je 4,B, || 4B, B,C, ||
|| BC, 4,C, | AC. Z toho podobn¢ jako v planimetrii od-
vodime, Ze trojihelniky ABC, A,B,C,; jsou stejnolehlé
(prostorove) se stfedem stejnolehlosti S. ProtoZe roviny
A,B,C,, ABC majf od bodu S po fad¢€ vzdilenosti r — o,

r—e
r

r, je pomér této stejnolehlosti £ = . Proto, je-li a,

délka strany trojihelniku 4,B,C,, potom je a, = ka =

=T : © a. Pokuste se vyslovit definici stejnolehlosti

v prostoru a odiivodnit nalezeny vysledek.
Hledand mnofina M stfedit koulf je tedy rovnostranny

trojiihelntk, ktery md stranu a, = L — &

r
Tim je dloha v podstaté rozfelena. Ale zajimavé je jit

a.
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ve vySetfovani je§té dile: urlit podminky FeSitelnosti a vy-
jadFit velikost @, pouze pomoci poloméru ¢ a velikosti a.
MuZete se pfesvédcit, Ze pro ¢ plati podminka

a —
0<p< ﬁ]/6 =r.
Pro velikost a, pak vyjde

a1=a—29V€.

ReSeni uvedeného piikladu bylo do jisté miry jen né-
znakové., Ukazuje vSak dileZitou véc. KdyZz patrdme po
feSeni ulohy, nemtiZeme se vyhybat pokusiim, dohadim

Obr. 39

a v geometrii ani ndzoru a méfeni. Oviem vysledek, ktery
takto ziskime, musime vZdy dokazat. ‘

*

Prozatim jsme v naSich ulohich studovali jedinou kouli
nebo kulovou plochu. Viimnéme si na ukizku alespod
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jednoho pfikladu, kde pujde o vzijemnou polohu dvou
kulovych ploch. Pfedstavme si v libovolné roviné ¢ dve&
kruZnice &, k, dotykajici se vné v bodé T. Budou-li se tyto
kruZnice' otaet kolem své osy o, vzniknou dvé kulové
plochy s, », (obr. 39), které maji jediny spolecny bod T
tikédme, Ze se dotykaji v bodé T. Jejich spoletnd tetna ro-
vina 7 vznikne rotaci spolecné teCny ¢ kruZmic %,, k,.
Méme-li naopak dvé& kulové plochy x,, », dotykajici se
vn¢ v bod¢ T a protneme je rovinou prochézejici jejich
osou, dostaneme dvé kruZnice k,, 2, dotykajici se také
vné v bodé T.

Podle toho na zikladé vzijemné polohy dvou kruZnic
v roviné miZete sami provést Uplnou klasifikaci vzdjemné
polohy dvou kulovych ploch.

Uloha 23. V krabici tvaru krychle maji byt umistény
dva dotykajici se stejné velké mice o priméru d. Jeden z nich
se md dotykat dna a dvou sousednich pobacnych stén, drul'y
vtka krabice g zbyvajicich pobocnych stén. Mdme urcit po-
Cetné i konstruktivné rozmér krabice.

Resent. Krabice necht je krychle ABCDEFGH. Snadno
uhodneme, Ze stftedy S, S, uvaZovanych kulovych ploch
%4, %y (micu) budou leZet na nékteré télesové uhlopiicce
krychle ABCDEFGH, napt. na Ghlopti¢ce AG (obr.40a).*)
To plyne z toho, Ze kulové plochy x,, x, se dotykaji po fadé
kaZda t¥{ stén o speleném vrcholu A4, resp. G, které jsou
soumérné sdruZené podle stfedu S krychle. Odtud také
vyplyva, Ze plochy x4, x, se v bodé S dotykaji.

Bod dotyku T, kulové plochy x, s podstavou ABCD
krychle le?i na kolmici 7, vedené stfedem S, k roviné&
ABCD. Podobné bod dotyku T, kulové plochy », s pod-

*) Pokuste se tento fakt dokdzat.
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Obr. 40ab

stavou EFGH le# na
kolmici », vedené z bo-
du S, k roviné EFGH.
PHmky 7,, n, lezivro-
viné ¢ = ACGE qthlo-
pfitného fezu krychle.
Protneme-li nyni nasi
skupinu téles rovinou g,
pfevedeme tlohu 23 na
dlohu planimetrickou
v roviné . Rovina g
protne krychli v obdél-
niku ACGE se stfedem
S akulové plochy s, »,

. ve shodnych hlavnich

kruZnicich %,, k,, které
sev bodé S vné dotykaji
(obr. 40b). KruZnice &,
se dale dotyka pfimky
ACvbodé T, akrui-
nice k, pfimky EG
v bodé T,. NaSe uloha
se tak pfevidi na ur-
Ceni vélikosti a kratsi
strany obdélnika ACGE
ze vztahl patrnych z

obr. 40b. ProtoZe je trojihelnik AT,S, podobny trojihel-

niku ACG (podle véty u u), plati
AS,=8:T,- 13

.
_7‘1']5'

Jsou-li tedy dany kruZnice k,, k,, dovedeme sestrojit (ihlo-
pfiCku AG obdélnika ACGE a tim i tento obdélnik.
Zbyva vypocist délku strany AE = a. Velikost thlo-
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pHtky AG muZeme vyjadfit dvojim zpusobem, pomoci
priméru d a pomoci a takto:

AG =2(AS, + S$,5) =2 (%d]/? + %d) =d(3+ 1),

AG=a.|3. )
Odtud jiZ snadno vypotteme
1 —
a=?d(3—|—]/3). (3)

Nynf je tfeba jeSté ukizat, Ze lze do krychle o hrané
a= %d(3 +)/3) umistit vje uvedenym zpasobem dvé

kulové plochy o priméru d, tj. provést zkouSku spravnosti
naSeho FeSeni. Postupem, jehoZ jsme vySe pouZili, zjistime:
JestliZe jsou v krychli o hrané a uloZeny poZadovanym zpid-
sobem dvé shodné koule, pak lze urcit jejich polomér 4’
ze vztahii obdobnych vztahiim (2). Snadno pak vypolteme,

Ze _
&= %0(3— I3).

Dosadime-li za a ze vzorce (3), vyjde opravdu d’ = d.

Ulohu 23 muZeme rizné obméfiovat. MuZeme ménit
tvar krabice, poet mii i jejich poloméry apod. Udinime-li
pfedem uimluvu, jak maji byt koule rozmistény, nelini
obyZejné feleni pfisluiné vlohy velkych potizi. Casto také
uhodneme i nejvyhodnéjsi zpasob uloZeni kouli, pfi kte-
rém ma krabice daného tvaru nejmensi rozméry. Dikazy
v3ak byvaji mnohem obtiZné;si.

*

V ptedchézejicich dlohich jsme dosud nevénovali po-
zornost vzijemné poloze pfimky a kulové plochy. Povsim-
neme si jednoho ptipadu — kulové plochy a jeji teny.
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Teéna kulové plochy je piimka, kterd mé s kulovou
plochou jediny spoletny bod (bod dotyku).

Pfedstavte si ddle kruZnici % a jeji teny t,, t,.s body
dotyku T,, T,, vedené libovolnym bodem R, ktery leZi
v roving€ kruZnice k. Vime, Ze délky teden ¢, ¢,, tj. velikosti
usefek RT,, RT, jsou si rovny. Pfimka o = RS je osou
thlu & T,RT,. Nechidme-li tento utvar otdcet kolem p¥im-
ky o, vznikne otitenim kruZnice % kulové plocha ». Pfimky
¢, t; vyplni pfi tomto pohybu rotaéni kuZelovou plochu 2,
plochu te€en kulové plochy x, které jsou k ni vedeny z bodu
R (obr. 41). KuZelovi plocha 4 se dotykd kulové plochy
x podél kruZnice /, kterd vznikne otifenim bodu T,, T,
kolem osy 0. Délky viech te¢en z bodu R ke kulové plo3e x
jsou si zfejmé rovny.

Uloha 24. Na Zemi jsou &ty¥i pozorovaci stanice S, S,
Sgs Si. Bod S, je v daném okamZiku jediné misto na Zems,
z kterého muiZeme (teoreticky) pozorovat soucasné druice
A,, A, Tutés vlastnost md v témse okamsiku bod S, a dru-
Zice Ay, Ay, ddle bod Sy a drusice A,, A, a konecné bod S,




a druice Ay, Ay Mdme dokdzat, Ze body S,, S; S3 S,
le2f na kruZnici. (Zemi pokldddme za kouli.)

Refenf. Predn® si musime uvédomit vzdjemné polohy
jednotlivych stanic a pfisluSnych dvojic druZic. Napf.
druzici 4, je vidét ze vSech mist pfivricené &asti povrchu

Obr. 42

Zemég, kterd je omezena dotykovou kruZnici I, kuZelové
plochy 4, telen vedenych z bodu A, k povichu Zem¢
(obr. 42). Tato ¢ast kulové plochy je uréity kulovy vrchiik.
V pfipadé, ktery je nakreslen v obr. 41, mohou napf.
vzaniknout dva vrchliky otd¢enim obloukd 7' ,MT,a T,NT,
kolem pfimky o.

Podobné druZice A4, je viditelna z vrchliku, ktery je ome-
zen dotykovou kruZnici /, kuXelové plochy 2, tefen vede-
nych z bodu A4, k povrchu Zem¢ (obr. 42). Oba zmin&né
vrchliky musi mit podle podminky dlohy jediny spoleny
bod §,. To miZe nastat pouze v pfipadé, %e kruZnice /,, I,
maji jediny spoleény bod — totiZ bod §;. Rovina ¢ =
= A,A4,0, kde O je stfed kulové plochy %, je spolenou
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rovinou soumérnosti kuZelovych ploch 4,, 4, i kulové
glochy x. Kdyby bod S, leZel mimo rovinu o, lezel by
od S1 soumérné sdruZeny s S, podle o jak na kulové
plose x, tak na kuZelovych plochich 4,, 4,, a tedy i na kruz-
nicich /,, l,. Tyto kruZnice by pak mély spole¢né dva
body S, Si. Dokézali jsme tedy, Ze bod S, leZi v roviné o.
PHimky A,S, 4,5, jsou tedny kulové plochy v bodé S,
a pfitom le2i v téZe rovin¢ o; proto splynou, tj. body 4,,
As, S, leZi v pFimce.

Obr. 43

Vzhledem k tomu miZeme formulovat tlohu 24 geo-
metricky takto (obr. 43): Je ddna kulovd plocha x, které se
dotykaji usecky A,A,, AyAs, AsA,, A,A, pofadd v bo-
dech §,, S,, S5 S;. Méme dokazat, Ze tyto body leZi na
kruZnici. '

ProtoZe body S, S,, S3, S, leZi na kulové plose, staci
o nich dokdzat, Ze leZi v jedné rovin€. K tomu opét stali
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dokazat, Ze pfimky p = §,8,, ¢ = S35, jsou bud rovno-
b&Zné nebo ruznobéZné. To dokiZeme takto:

ProtoZe jsou si rovny délky viech tecen vedenych z bodu
A, ke kulové ploSe, miiZeme zavést oznaCeni: 4,5, =
== AIS4 =u,; a Odebné Azsl = AzSz =90, AaSz =
= A3S; = x3 A,S3 = A,S, = y. Vedme bodem A, rov-
nob&Zky p’, ¢’ s pfimkami p = §,S,, ¢ = S35, (obr. 43).
Oznatme P = p'.A,4,, Q = ¢'. A;A4,. Z podobnych troj-
ﬁhelnikﬁ A28182, AzA 1P plyne PSg = Alsl = u. Ob'
dobné odvodime QS; = 4,8, = u. Je-li u = x, splynou
P, Q s bodem A;. Potom v3ak snadno zjistime, Ze ¢ || p.

Je-li u = x, jsou body P, Q, A, navzijem rizné. Pak
stejnolehlost se sttedem A4, pfevadéjici pfimku ¢’ v pifimku
g ma tyz koeficient & jako stejnolehlost se stfedem A,
pievadéjici pfimku p’ v pfimku p. (Jak pro x > u, tak pro

x<uje k= —x—;—t—‘ . Ptesvédite se!). Je tedy obrazem

bodu A4, v obou stejnolehlostech tyZ bod R, kterym pro-
chazeji 1 pfimky p, ¢. Tim je nas kol vyfesSen.
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