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3.

iPRVOCfSLA
A CISLA SLOZENA

Cislo 1 je délitelné jedinym pfirozenym dislem, toti%
pravé Cislem 1. Zvolimg-li libovolné pfirozené Cislo n > 1,
pak vidycky existuji alespoi dvé pfirozena dCisla, kterd
déli ¢islo n. Jsou to &isla 1 a n, kterym fikame samozfejmi
délitelé Cisla n. Prirozené Cislo p > 1, které kromé samo-
zfejmych déliteli neni uZ délitelné Zadnym jinym ptiroze-
nym Cislem, se nazyvd prvodislo. Pfirozené Cislo s > 1,
které neni prvocislo, se nazyvi slofené. Ze Skoly jisté znite
ptiklady prvocisel

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,...

i pfiklady cisel sloZenych

4,6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22,...

Studium prvodisel patfi mezi nejstarsi a také nejobtiz-
n&j§{ otazky, jimiZ se matematikové zabyvaji. Vidyt u2
starofeckd matematika znala dikaz tvrzeni, Ze prvocisel je
nekonecné mnoho. Tato matematickd poucka je toti% ob-
saZena a dokizédna ve znimém dile starofeckého matema-
tika Euklida, ktery Zil v Alexandrii kolem roku 300 pfed
n. 1. Euklidav spis ,,Zaklady* obsahoval 13 knih a pra-
covali na ném vedle Euklida uZ néktefi jeho pfedchudci
(napt. Eudoxos, Theaitetos aj.)*)

*) Snad vis bude zajimat tato mal4 historka, kterou dé&jepisec pozna-
menal o setkidni Buklida s faraonem Ptolemaiem I. Farao pry poZidal
jednou Euklida, aby mu vyloZil jednoduchym zptsobem ziklady geo-
metrie. Euklides odpov&dél: ,,Neni pro krile soukromé cesty ke geo-
metrii‘‘. Na vysvétlenou uvedme, Ze krdlové mivali ke svym komnatim
v palacich soukromé schodiftg, jehaZ nesmél nikdo jiny pouZivat.
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Hledéni nepfili§ velkych prvocisel se nékdy provadi me-
todou, kterd se nazyva Eratosthenovo sito.*) Chceme-li
urdit vSechna prvocisla, ktera jsou mensi nebo nejvyse
rovna danému pfirozenému ¢islu a (vétSimu neZ 1), postu-
pujeme takto:

VypiSeme nejprve po fadé vSechna pfirozena Cisla od
&isla 1 do ¢&isla a. Cislo 1, které nepoéitdme ani mezi prvo-
¢isla ani mezi Cisla sloZend, ponechdme stranou, a dali
¢islo, tj. Cislo 2, podtrhneme. Nyni budeme v napsané po-
sloupnosti vySkrtiavat kazdé druhé pfirozené Cislo tak
dlouho, dokud vSechna napsand Cisla nevycerpame. V- al-
$im kroku se vratime opét na zaCitek napsané posloup-
nosti a vyhleddme to prvni Cislo, které neni ani podtrhnuto
ani vySkrtnuto; je to zfejmé Cislo 3, a toto &islo tedy pod-
trhneme. Dile budeme vySkrtavat kazdé treti Cislo v napsa-
né posloupnosti (pokud ovSem toto Cislo uz nevypadlo pfi
predchédzejicim vySkrtidvani). Znovu se vratime na zacatek
posloupnosti, podtrhneme Cislo 5 a zaneme vySkrtavat
kaZdé paté (dosud nevyskrtnuté) pfirozené cislo. Tyto
kroky opakujeme tak dlouho, dokud je to viibec moiné,
tj. dokud nejsou vSechna napsani &isla bud podtrZera
nebo vyskrtnuta. D4 se snadno ukdzat, Ze timto postupem
najdeme vSechna prvocisla, kterd jsou = a. Pro a = 19
vypadd konecny zapis takto (tu¢né = vySkrtnuto):

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.

Je patrné, Ze v piipadé, je-li Cislo a je dosti veliké, je
metoda Eratosthenova sita velmi pracni. Ostatné studium
velkych prvocisel patfi mezi nejobtiZnéj$i otizky jak po
strdnce teoretické, tak i po strdnce praktické. Prici si mu-
Jeme mnohdy usnadnit tim, e nahlédneme do nékterjch

*) Tato metoda je nazvina podle feckého matematika Eratosthena
z Kyrene (III. stol. pf. n. 1.).
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matematickych tabulek, které obsahuji téZ tabulku prvo-
Cisel. Tak napf. ve Skolnich matematickych tabulkach je
tabulka vSech prvolisel mensich neZ Cislo 1000, zatimco
Valouchovy Pétimistné tabulky logaritmické uva-
déji viechna prvocisla = 5 309. Nékteré cizojazycné tabulky
davaji moZnost seznamit se s prvolisly jesté vétSimi. Tak
napf. I. G. Popov vydal r. 1952 v Moskvé knizku s ndzvem
MarematuueckHe Tabauubl, kde jsou uvedena vSechna
prvocisla mensi neZ 10 000.%)

Viechny uvedené tabulky mohou dobfe slouzit ke Skol-
skym ucellim, ale pro ucely védecké je n€kdy pottebi jit
jest& déle. V posledni dobé bylo pfi sestavovani tabulky

rvocisel uZito nejmodernéjsich technickych metod. Tak
Svédsti matematikové vypocetli roku 1957 na elektronko-
vém pocitati BESK, Ze Cislo 2?27 — 1 je prvocislo. Tento
Ciselny obr, ktery ma 969 cislic, je nejvétsim prvocislem,
které dnes znime. Pokud se tyée soustavné tabulky vSech
prvocisel, tu nejdéle saha tabulka, kterou r. 1959 pfipravili
C. L. Baker a F. J. Gruenberger. Tabulka téchto autorit
je obsaZena na mikrofilmu a je v ni systematicky vypsiano
Sest milionu prvolisel. Posledni (Sestimilionté) prvocislo,
které je zde uvedeno, je Cislo psocoocco = 104 395 301.

Nemdme-li po ruce tabulky prvocisel, musime ¢asto vy-
pocCtem rozhodovat o tom, zda dané pfirozené Cislo je prvo-
Cislo nebe ¢islo slozené. V piikladé 9 si pfipomeneme jednu
pomocnou metodu, ktera je pfi takovych vypocltech velmi
uzitecna.

Priklad 9. Je-li Cislo m sloZené, pak je vZdy moZno najit
prvodislo p < |/m, které déli &islo m.

Resent. Ka?dé sloZené &islo m muizeme vyjadfit ve tvaru

*) Posledné jmenované tabulky jsou zajimavé také tim, Ze v nich na-
jdeme rozklad v prvolinitele pro kaZzdé prirozené &islo = 4850.
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m=xy,kde x > 1,y > 1, x = y. Kdyby bylo y > Vm,
bylo by té2 x > ]/m a z té&chto dvou nerovnosti by ply-
nulo xy > ([/m)2=m tedy xy > m. To viak je spor
s predpokladem xy = m, tak¥e o &isle y plati y < |[/m.
Je-li y prvocislo, jsme s hleddnim hotovi. Je-li y Cislo slo-
Zené, pak je moZno (jak vime ze Skoly) najit prvocislo p,
které déli y; ptitom je p <y a tedy i p < |/m. Cislo p
je tedy tim prvocislem, jehoZ existenci jsme méli v dané
tiloze prokazat. :

V dalsich dvou pfikladech si ukiZeme, jak se prakticky
vyuZije poznatku, se kterym jsme se seznimili v prikladé 9.

P¥iklad 10. Rozhodnéte, zda &islo 827 je prvodislo nebo
Cislo sloZené.

Reseni. Presvéd&ime se, Ze &islo 827 je prvotislo. K tomu
je tieba zjistit, Ze toto Cislo neni délitelné Zzadnym prvo-
Cislem mens$im nez 827. P tomto zkoumdni stali vSak
prezkouset jen ta prvocisla, kterd jsou mensi _nez 1827,
jak plyne z predchazejiciho ptikladu. Plati /827 - 28,7,
takZe budeme zde zkouset jen délitelnost prvocisly 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17, 19 a 23.

Prvocisly 2, 3, 5a 11 neni nase Cislo délitelné, jak plyne
ze znaku délitelnosti probiranych na stfedni $kole. Zby-
vaji ndm prvocisla 7, 13, 17, 19 a 23, u nichZ musime déli-
telnost provéfit tim, Ze provedeme pfisluSné déleni. Tak
déleni 827 : 7 vychazi se zbytkem 1, déleni 827 : 13 dava
zbytek 8 a také zbyvajici tfi pfipady ukazuji, Ze Cislo 827
neni délitelné prvodisly 17, 19, 23.

Odpovéd. Cislo 827 je prvodislo.

Priklad 11. Urlete nejmenSi Ctyfciferné Cislo, které je
prvocislem.
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Reseni. Nejmensi tyfciferné &islo vibec je &islo 1000;
je to zfejmé Cislo sloZené. V dal$ich vahach si pochopitelng
nemusime vSimat &isel sudych. Cislo 1001 je délitelné je-
denacti, takze je slozené. Dale plati 1003 = 17.59, &islo
1005 je délitelné pétia 1007 = 19.53. Ve viech téchto pfi-
padech $lo tedy o Cisla sloZend. Snadno se presv&d¢ime,
Ze Cislo 1009 je prvocislo. Pfitom budeme postupovat ob-
dobnym zptsobem, s kterym jsme se seznamili pfi FeSeni
ptikladu 10.

Odpovéd. Nejmensi Cryiciferné prvodislo je Cislo 1009.

Ze skoly jisté vite, Ze kaZdé sloZené {islo je moZno napsat
jako soulin nékolika prvocisel, a to aZ na pofadi Ciniteld
jedinym zpusobem. Prvoéisla, jejichZz soulinem je dané
sloZené Cislo, jsou tzv. proocinitelé, Vyjadfime-li dané slo-
Zené Cislo jako soutin mocnin prvociniteld, fikdme, Ze jsme
provedli jeho rozklad v proocinitele.

Pti feSeni nékterych uloh je tfeba nejprve provést roz-
klad sloZeného &isla v prvolinitele, jak uvidime v dalSim
prikladé.

Priklad 12. UrCete nejmensi pfirozené ¢islo, kterym je
tieba znasobit Cislo 1224, abychom dostali druhou mocninu
piirozeného Cisla.

Rejeni. Nejprve rozlozime &islo 1224 v prvodinitele;
plati 1224 = 23,3%,17. Prvocisla 2 a 17 jsou zde umocnéna
lichym exponentem, proto musime Cislo 1224 zndsobit
alespoii souinem 2.17, abychom dostali druhou mocninu
ptirozeného Cisla. Tato mocnina je pak rovna 24.3%2,172 =
= (22.3.17)2 = 2042,

Odpovéd. Nejmensi pfirozené Cislo, kterym musime
nasobit, je Cislo 34.

Prvodisla jsou v posloupnosti pfirozenych ¢isel rozloZena
velmi nepravidelné. V nékterych intervalech pozorujeme,
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Ze je tu nakupeno velmi mnoho prvocisel, jinde miiZeme
opét najit velikou skupinu vytvofenou vyhradné z Cisel
slozenych. O této otdzce nds trochu pouci dalsi ptiklad.

Piiklad 13. UkaZte, Ze je moZno najit tisic po sob&
jdoucich pfirozenych Cisel, jeZ jsou vesmés sloZena.

Resent. Ptikladem takové skupiny tisice po sob& jdoucich
sloZenych Cisel je skupina*)

1001! + 2, 1001! 4 3, 1001! + 4, 1001! + 5,...,
1001! + 1000, 1001! + 1001.

Cisio 1001! + 2 je zFejmé délitelné dvéma, &islo 1001! +
+ 3 tfemi a konecné Cislo 1001! 4 1001 je d&litelné &islem
1001¢ vSechna tato Cisla jsou tedy sloZena.

Poznamenejme, Ze¢ z naSi uvahy nijak nevyplyvd, Ze
v posloupnosti vSech pfirozenych &isel existuje mezi prvo-
Cisly mezera obsahujici prav& 1000 Cisel sloZzenych. V pfed-
chizejici tivaze jsme totiZ nezkoumali, zda &islo 10011 4+ 1
je sloZzené nebo neni, a na prvni pohled je patrno, Ze Cislo
1001! + 1002 je sloZené (je totiZ sudé).

Zavérem tohoto paragrafu si viimnéme jedné aritme-
tické posloupnosti, v niZ po sobé nésleduje pét prvocisel.

PFiklad 14. P&t prvolisel tvofi pét po sobé jdoucich
¢lent aritmetické posloupnosti s diferenci d = 6. Urcete
tato prvocisla.

Reseni. Nejprve ukiZeme toto: Je-li a libovolné celé
neziporné Cislo, pak alespoil jedno z &isel
a, a+6, a+12, a+ 18, a+ 24 (¢))

*) Pripomefime, Ze zipis n! (i » faktoridl) znamend soulin viech
pfirozenych &isel podinaje Eislem 1 a kon&e &slem n; je tedy napt. 4] =
=1.2.3.4 = 24.
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je délitelné péti. Podle cvifeni 9 je moZno vyjadfit Cislo a
v privé jednom ze tvara 5k, 5k 4+ 1, 5k 4+ 2, 5k 4 3,
5k + 4. Je-li a = 5k, pak prvni z Cisel v Fadku (1) je déli-
telné péti. Je-li a =5k + 1, pak a+24—5k+25—
= 5(k -+ 5), takZe posledni z lisel v (1) je péti délitelné.
Obdobné pro a = 5k + 2 vychédzia - 18 = 5(k - 4), pro
a=5k+3 je a+ 12=5(k + 3) a koneCn¢ pro a =
= 5k + 4 mime a + 6 = 5(k + 2).

Ukazali jsme tedy, Ze v fadku (1) je jedno z Cisel délitelné
péti. Podle podminek uvedenych v textu pfikladu chceme,
aby vSechna Cisla v fadku (1) byla prvocisla. Z toho vyplyvi,
Ze Cislo, pro néz jsme pfed chvili prokazali délitelnost péti,
je rovno pravé Cislu 5. Vzhledem k tomu, Ze d = 6, stoji
Cislo 5 nutné na prvnim misté mezi uvaZovanymi prvocisly,
tak’e a=15, a+6=11, a+12=17, a + 18 = 23,

a+ 24 = 29.
Zkouska ukazuje, Ze vSech pét nalezenych Cisel jsou
prvocisla.

Odpovéd. Uloze vyhovuje ]edma pétice prvodisel, totiz
5,11, 17, 23, 29.%)

Ulohy

15. Pomoci Eratosthenova sita urete viechna prvocisla
mensi nez cislo 100.

16. Rozhodnéte zda &slo 2437 je prvoc1slo nebo Cdislo
sloZzené. Obdobnou otizku zodpovézte téZ pro Cislo 2771.

17. RozloZte v prvolinitele a) 3248; b) 2418; c) 3819.

*) Ctendf se snadno’ presvedél, Ze §esty tlen uvaZované aritmetické
posloupnosti jiZ neni prvoéislo.
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18. Vyhledejte nejvétsi prvocislo, jimZ je délitelné Eislo
4812,

19. Urlete nejmensi pfirozené ¢&islo, kterym je tfeba
znasobit ¢islo 600, abychom dostali tfeti mocninu pfiroze-
ného Cisla. v

20. Rozhodnéte, zda cislo 10! + 1 je prvolislo nebo
¢islo slozené.

21. Urcete nejvétsi trojciferné prvodislo.

22. Prvociselnymi dvojcaty nazyvame. takovou dvojici
prvocisel (p, ¢), o nichZ plati ¢ = p + 2. Vyhledejte vse-
chna prvociselnd dvojtata mensi neZz 100.

23. V posloupnosti pfirozenych Cisel neni moZno najit
mezeru mezi prvoCisly obsahujici pravé tisic ¢isel sloZenych.
DokaZte.

24. Pét prvodisel tvofi pét pe sobé jdoucich Clent aritme-
tické posloupnosti s diferenci d = 12. UrCete tato prvo-
Cisla.

25. Je moZno najit pét prvocisel, kterd tvoti pét po sobé
jdoucich ¢lend aritmetické posloupnosti s diferenci d = 8?

26. KaZdé prvolislo vétsi nez 3 je moZno vyjadfit bud
ve tvaru 6k +- 1 nebo ve tvaru 6% + 5, kde & je vhodné celé
nezaporné ¢islo. Dokazte.

27. a) Rozhodnéte, zda kazdé prirczené Cislo vétdi nez 3,
které je tvaru 6% + 1, je prvocislem. b) Obdobnou otazku
zodpovézte téZ pro tvar 6k + 5.

28, Urlete nejmensi sloZené Cislo, které neni mozno vy-
jadfit jako soulet dvou prvocisel.
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