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8. LINEARNf PROGRAMOVAN{
°

Pomérné malé rozsifeni sttedoSkolského uliva o linedr-
nich rovnicich a nerovnostech nim umoZiiuje, aby<hom
v tomto Cldnku ukdzali na spolecné vlastnosti i metody
feSeni nékterych matematickych iloh, které jsou spjaty
s aktuilnimi problémy soucasného spoleCenského Zivota.
Jejich podstatu je moZno takto charakterizovat:

I. Dana dloha vede k sestaveni linedrnich rovnic nebo
nerovnosti o n neznamych, pro néz se maji nalézt reSeni
v oboru nezipornych Cisel. Pro takova feSeni budeme
uzivat ndzvu piipustnd feleni.

II. V mnoziné pfipustnych feSeni maji byt nalezena
takova, pro néZ veli¢ina stanoveni linedrnim pocetnim
vyrazem vzhledem k neznimym nabyvd hodnoty co
n¢jmensi nebo co nejvétsi, a to podle ucelu, ktery ma
feSeni dlohy sledovat. Rovnici pro stanoveni této nejmensi
(minimalni) nebo nejvétsi (maximélni) hodnoty veliciny,
kterou v nasich tlohiach budeme oznzlovat pismenem m,
nazveme ucelovou rovnici.

Reseni tloh tohoto druhu objasnime na jednoduchych
ptikladech, pfi nichZ pfistup k nému ukiZeme nejprve
geometricky a pak teprve vyloZime pocetni postup. Pro
omezeny rozsah této knizky budou pfiklady voleny tak,
aby zahrnovaly vZdy nékolik tloh.

Piiklad 1. Hledejme takové feSeni rovmnice 3 x +
+2y—15=0, pro které plati x=0, y =0 a pro
které je Cislo m = x + 2y a) co nejmensi, b) co nejvétsi.
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I. MnoZinu pfipustnych feSeni této dlohy jsme ji
hledali polemé& v pifikladu 5 &ldnku 6. Geometricky
jim odpovidd mnoZina viech bodu usecky PQ na pfimce r
v obr. 2.

II. Rovnici ¥ + 2y = 0 odpovidd pfimka OR, ozna-
cend p, v obr. 2. Body [x, y], které jsou obrazy pfipustnych
YeSeni, le2f v g (p,) 2 plati proné tedy x + 2y =m > 0.
Pro vzdilenost v bodu [x, y] v poloroviné g (p,) od pfimky

b, plati:
o x+2y _Iml_m,

) J1z+22 5 )5
Bude-li m nejmensi, bude téZ v nejmensi a obricené;
z bodua usecky PQ mad od pfimky p, nejmensi vzdilenost
bod P = [5;0] a v tom pfipadé¢ m = 5. Bude-li m nej-
vétsi, bude téZ v nejvétsi a obracené; z bodu usecky PQ
mi od pfimky p, nejvétsi vzdilenost bod Q = [0;7,5]
a v tom pfipadé m = 15.

Hledan4 feSeni danych uloh v tomto pfiklad€ jsou:
a) x=59y=0m=5, b)) x=0,y="75m=15,

Pozndmka: Kdybychom tlohy feSené v pfedchdzejicim
piikladu obménili tak, %e bychom poZadovali FeSeni
v oboru celych cisel, pak by pfipustnd feSeni byla zobra-
zena jen tfemi body [5;0], [3; 3], [1; 6] na tsecce PQ
(viz tfeti odstavec pfedchazejiciho ¢&lanku). V tomto
piipad¢ by bylo nejmensi m =5 pro x=5, y=10
a nejvétsi m pro x =1, y =6,

P¥iklad 2. Hledejme takova feSeni nerovmosti y = 0,
x=0,x4+2y—2=0,x4+4y—-20=0,
2x+y—12 <0, pro kterd m = x + 2y nabyvd hod-
noty a) nejmensi, b) nejvétsi.

I. Viechna piipustnd feSeni danych uloh jsou zobra-
zena body konvexniho pétithelnika PACBQ (viz pfiklad
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5 pfedchizejici kapitoly), jehoZ vrcholy dovedeme urlit
geometrickymi konstrukcemi i analyticky.

II. Oznalime-li p, piimku o rovmici x + 2y = 0,
pak obrazy viech bodu, jejichz soufadnice udivaji pfi-
pustnd feSeni dané ulohy, lezi opét v p (p,). Obdobnou
uvahou jako v pfedchédzejicim pfikladé dostaneme tyto
vysledky:

a) Nejmensi hodnoty m = 2 nabyvd m pro takovi
pfipustnd feSeni x, y, jejichZ obrazy [x, y] leZi na uselce
PQ. V tomto pfipadé mé tloha nekonecny pocet FeSeni.

b) Nejvétsi hodnoty m = 12 nabyvd m pro x =4,
y = 4, jehoZ obrazem je bod C, ktery je nejvzdailenéjsi
od pifimky p,. V tomto pfipad¢ ma tuloha jediné feSeni.

Pfi ruznych ulelovych rovnicich miZeme pochopitelng
dostat rtznd feSemi, i kdyZ pfipustna feSemi zustanou
stejnd. Z geometrického nidzoru je zfejmé, Ze Cislo m
nabude nékteré krajni hodnoty, at jiZ minimalni & maxi-
malni, bud jen v jednom vrcholu konvexniho geometric-
kého utvaru, jehoZ body jsou obrazy pfipustnych feseni,
nebo v jeho dvou vrcholech, pfiCemZ ma pak tiloha neko-
nelny polet feSeni, jez odpovidaji bodiim na spojnici
pfislusnych dvou sousednich vrcholi. Tento poznatek
(ktery pfijmeme za sprivny bez dikazu) nim umoZnf,
abychom celou tlohu feSili pocetné. Urdime-li totiZ
pocetné viechny vrcholy konvexniho pétiuhelnika PACBQ
postupem, ktery jsme vyloZili v pfikladu 5 pfedchazeji-
ciho ¢lianku, je moZno soufadnice téchto vrcholi dosadit
do udelové rovnice a zjistit pak pfislu$né feSeni. Snadnym
vypoftem najdeme P = [2;0], 4 = [6;0], C = [4;4],
B =[0;5], Q = [0;1]. Dosadime-li soufadnice téchto
vrcholi do udelové rovmice, dostaneme pro né cCisla
m=2, 6, 12, 10, 2. Tak najdeme dva vrcholy P, Q,
v nichZ m nabyvé minimalni hodnoty 2, a bod C, v ném#
m nabyvd maximdlni hodnoty 12.
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P#iklad 3. Vyrobni podnik md 100 strojia druhu S,
a 150 stroji druhu S,, jeZ slouzi k vyrobé nékolika typu
vyrobkid pro tuzemskou potfebu i pro vyvoz do zahranidi.
Z nich jen vyrobky typu 4 a typu B jsou exportovany
do SSSR a pfindSeji naSemu ndrodnimu hospodéfstvi
zisk 5 rubld za 1 vyrobek typu A a 4 ruble za 1 vyrobek
typu B. Ke zhotoveni jednoho vyrobku typu A je po-
trebi 2 pracovnich hodin na stroji S, a 4 pracovnich hodin
na stroji S,, zatimco pro zhotoveni jednoho vyrobku
typu B je potfebi 2 pracovnich hodin na stroji S, a 2 pra-
covnich hodin na stroji S,. Vyrobni podnik je vizin
stitnim plinem, aby zajistil denné zisk 1000 rubld pro
naSe socialistické hospodafstvi. Z provoznich duavodii
mohou pro export do SSSR pracovat stroje S, nejvys
ve 2 sménich po 8 hodinich a stroje S, nejvys v 1 sméné
8 hodin denné. Za téchto podminek mime nalézt FeSeni
tii dloh na stanoveni pracovniho planu urcujiciho pocet
exportnich vyrobkd typu 4 a typu B, aby byl splnén
tento ucel:

1. aby vyrobni podnik zajistil co nejvétsi zisk z exportu
do SSSR,

2. aby vyrabél co nejvétsi celkovy polet vyrobku pro
export do SSSR,

3. aby byla co nejmensi spotfeba uréité suroviny za pfed-
pokladu, Ze se ji spotfebuje 1 kg na jeden vyrobek

typu A nebo B.

I. Podminky omezujici vyrobu exportnich pfedméta
typu A nebo B jsou ve viech tfech ulohich stejné. Ozna-
¢ime-li x planovany pocet vyrobku typu A4 a y plianovany
pocet vyrobku typu B, pak snadno sestavime nerovmosti
2x+ 4y =100.8.2, 2x+2y=150.8.1,

5%+ 4y = 1000.
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Prvni dvé& z nich vyjadfuji, Ze polet pracovnich hodin na
strojich druhu S, nemuZe pfekrocit 100 . 8 . 2 pracovnich
hodin (100 stroji1 pracujicich nejvys ve dvou osmihodino-
vych sméndch) a na strojich druhu S, nemtZe pfekrodit
150 . 8 pracovmnich hodin (150 stroji pracujicich nejvys
8 hodin. denné). Tteti nerovnost vyjadfuje, Ze zisk z ex-
portu musi byt aspori 1000 rublii denng&. Upravou téchto
tfi nerovnosti a pfipojenim podminek, Ze disla x, y ne-
mohou byt ziporni, dostaneme tyto merovnosti:

x+2y=800, x+y=2600, 5x+4y=1000, (8.1
x=0, y=0.

Obr. 4.

N

>

Grafickou metodou nebo podetné uréime vrcholy konvex-
niho pétitheinika ABCDE, v némZ leZi obrazy vsech
bodd [x,y], jejichz soufadmice pfedstavuji pfipustna
FeSeni nasich tloh.
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Pétithelntk ABCDE je znizornén ve vhodném méfitku
na obr. 4. Chce-li vedeni vyrobniho podniku pfihlédnout
ke vSem podminkdm, které byly uvedeny ve znéni tloh,
musi pfi stanoveni vyrobnfho plinu volit takovd celd
Cisla x, y, aby vyhovovala podm’n%dm v nerovnostech
(8.1), tj. aby body [x, y] leZely v pétitihelniku ABCDE.
Rozhodne-li vedeni podniku napiiklad, Ze se denné bude
vyriabét 300 vyrobka typu A a 200 vyrobki typu B,
bude vyhovéno viem danym podminkim, nebot stroje
druhu S§; budou pracovat 1400 hodin, stroje druhu S,
1000 hodin a celkovy zisk z vyvozu do SSSR bude 2300
rublid denné. Snadno se presvédCite, Ze bod [300; 200]
je bodem pétithelnika ABCDE.

Kazdému feSeni nerovnosti (8.1) odpovidd bod péti-
tihelnika ABCDE, avSak neni pravda, Ze by kaZzdému
bodu pétithelnika odpovidalo feSeni nerovnosti (8.1),
které lze ve vyrob& realizovat. Musime totiz v tulohich
tohoto pfikladu pamatovat na to, Ze planovany pocet
vyrobkd typu 4 i B musi byt din celym nezipornym
Cislem. Proto nis z bodii pétithelnika ABCDE zajimaji
jen ty body, které jsou mfizovymi body roviny.

II. Z mnoZiny viech celodiselnych pfipustnych FeSeni,
ktera je pro vSechny tfi ulohy tohoto pfikladu spolecnd,
musime nyni vybrat takova feSeni, aby jista veliéina,
urlend udlelovou rovnici, nabyvala maximdilni nebo
minimalni hodnoty. Nyni ukdZeme postup pfi dalSim
feSeni danych dloh.

Uloha 1. Oznadime-li m celkovy zisk z exportu do
SSSR, ktery podnik denné zajiStuje, pak ucelova rovnice
zni m=5x+ 4y. Piitom se md z pfipustnych celo-
¢iselnych feSeni vybrat takové, pro které je m nejvétsi.
Oznalime-li m, (viz obr. 4) pfimku danou rovnici 5 x +
+4y=0, pak viechna pfipustnid feSeni maji obrazy
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v o (m,), takZe pro n& plati 5x + 4y =m = 0. Veli¢ina
m bude nejvétdi pro ty body pétidhelnika, které maji od
piimky m, nejvétSi vzdalenost. Tuto vlastnost md jediny
bod B pétidhelnika ABCDE. Ponévad? B = [600; 0],
plyne odtud odpovéd na poloZenou otdzku: M4-li podnik
za danych podminek dosahovat maximalniho zisku z ex-
portu do SSSR, musi vyribét denné& 600 vyrobki typu A4
a zastavit vyrobu typu B pro export; denni zisk podniku
z exportu bude 3000 rubld.

Uloha 2. Oznadime-li p celkovy polet denn& vyrdbé-
nych vyrobkil typu 4 i B, pak ucelovd rovnice m4 tvar
p = x + y, pficemZ hledime z p¥ipustnych celoéiselnych
feSeni takové, pro které je p nejvétsi. Oznafime p, pfimku
danou rovmici x + y = 0 a opét vyhleddme v pétithel-
niku ABCDE takové body, které maji od pfimky p, vzda-
lenost co nejvétsi. Smadno zjistime, Ze jsou to vrcholy
B,C a s nimi vSechny body na stran® BC. Z nich nis
zajimaji jen ty body, které jsou mfiZovymi body roviny.
Jsou to body [400;200], [401;199], [402;198], ...,
[599; 1], [600;0]. V tomto pfipadé¢ ma tedy tloha 201
feSeni, z nichZ si vedeni podniku muZe vybrat kterékoli;
pfitom bude celkovy pocet denné vyrabénych exportnich
vyrobka 600.

Pozndmka: Kdyby se poZadovalo, aby celkovy pocet
vyrobkl byl maximdlni, a soucasné téZ maximdlni zisk,
pak by existovalo jediné feSeni (x = 600, y = 0, p = 600,
m = 3000).

Uloha 3. Oznalime-li s velikost mnoZstvi spotfebované
suroviny, pak Ucelov4 rovnice mi tvar s = x + y, pfi¢emZ
viak poZadujeme, aby s bylo co moZnd nejmensi. Snadno
se ukaZe, Ze obrazem ptislusného FeSeni je bod 4 = [200;0],
ktery je nejméné vzdalen od pfimky s, = p,. V tomto
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ptipadé bude podnik vyrib&t 200 vyrobkl typu A denné,
spotfebuje 200 kg suroviny a bude pfitom plnit zivazny
plan zisku 1000 rublid denné.

Sami si jist€ roziesite viechny tfi lohy tohoto pfikladu
analyticky a bez pomoci jakychkoli na¢rtii. Pfitom budete
postupovat takto:

a) Najdete priisetiky vSech dvojic hrani¢nich pfimek
polorovin (8.1).

b) Uréite, které z nalezenych bodi vyhovuji viem
nerovnostem (8.1), tj. najdete ty body, které jsou vrcholy
geometrického utvaru popsaného nerovnostmi (8.1).

c) Uréite pro vSechny vrcholy hodnoty té velifiny,
ktera je mirou 1icelu sledovaného feSenim, a rozhodnete,
v kterych vrcholech nabyvad poZadované krajni hodnoty
(maximélni nebo minimalni).

d) Nabyva—li tato veli¢ina krajni hodnoty ve dvou vrcho-
lech, coZz mohou byt jen dva sousedni vrcholy, pak maji
tuto vlastnost téZ vSechna pfipustnd feSeni na spojnici
obou vrchola.

Ruzné otizky hospodaiského Zivota, strategické otizky
vojenské i mnohé problémy primyslové Ci zemédélské
vyroby vedou k podobnym matematickym tlohdm, s ja-
kymi jsme se setkali a které jsme fefili v tomto ¢lanku.
PonévadZ pfi matematickém feSeni téchto otazek jde o fe-
Seni linedrnich rovnic a nerovnosti s vedlej§i podminkou,
kterd je vymezena rovnéz linedrni rovnici vzhledem k ne-
znamym, dostal tento obor matematiky nédzev linedrni
programovani. Je to jeden z nejmladSich obora aplikované
matematiky, ktery zacal vyrustat pied 20 lety, kdyZ mate-
matikové za druhé svétové valky musili fesit nékteré otazky
vojenskych operaci. Dnes se ho vyuZiva k feSeni nejroz-
manit&jsich problému civilniho spoleenského Zivota. Pfi
feSeni takovych problému ze skute¢ného Zivota nejde viak
o jednoduché ulohy se dvéma nezndmymi, nybrz o feSeni
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uloh s velkym poltem neznimych, pfi‘emZ vztahy mezi
nimi jsou ureny velkym poltem lineirnich nerovnosti
nebo rovnic. ReSeni takovych tloh by viak bylo velmi
zdlouhavé a nikladné, kdyby k jejich FeSeni nebyla nalezena
fada mnohem u¢innéjSich metod (s kterymi se oviem zde
nemuZeme seznamovat) a kdyby se pro jejich providéni
nemohlo pouZivat modernich rychle pracujicich samo-
¢innych poditacich strojii. NaSe tlohy vam zatim ukézaly
jen pohled na podstatu tloh linedrniho programovini.

Ponévad? texty uloh z oboru linedrniho programovini
jsou zpravidla dlouhé, neuvddime tu dalsi jednoduché
pfiklady tdloh se dvéma neznimymi. Misto toho ukiZeme
FeSeni ﬁlohy, v niZ pfi sestaveni pfisluinych rovnic a ne-
rovnosti zavedeme Sest neznamych aviak vztahy mezi
nimi ndm dovoli vyloucit ¢tyfi z nich tak, Ze se pak feseni
ulohy da provést metodami nim jiZ znimymi.

P¥iklad 4. Dl D, t&%i denné 800 tun, dal D, 600 tun
uhli. VytéZené uhli se md dopravovat do tii spotfebnich
stfedisek S;, S,, S, z nichz S, potfebuje 500 tun, S,
500 tun, S, 400 tun denné. Jak je tfeba rozvrhnout do-
davky uhli z doli do spotfebnich stiedisek, aby dopravni
niklady byly minimalni, jestliie dopravné za 1 tunu
z dolu D, do S, S,, S, stoji 16 K¢, 10 K¢s, 15 K¢&s
a z dolu D2 do S,, S,, S stoji 10 K¢, 12 Kds, 10 Kds.

ReSeni tlohy se stane pifehledngj$im uZitim téchto
tabulek:

S, S, S, S, S, S,
D, 16 10 15 D, x y z
D, 10 12 10 D, u v W

Prvni z téchto tabulek uddvd dopravmné za 1 tunu uhli
z obou doli do spotfebnich stfedisek S;, S, S;; druhd
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tabulka obsahuje zipisy pismen, jimiZ budou oznafena
mnoZstvi uhli pfepravovaného z obou dolid do spotiebnich
stfedisek S;, S;, S, pfitemzZ za jednotku zvolime 100 tun.
Celkové dopravni niklady oznalime pismenem m a za
jejich jednotku zvolime 100 K¢s. Nyni sestavime 3 skupiny
linedrnich rovnic a nerovnosti, jejichz smysl sami po-
znate:

x+u=>5, y+ov=5, z+w=4 8.2
x+y+2=28, ut+ov+w=26 8.
x=0, y=0, 2=0, u=0, v=0, w=0. (84)

Pro celkové dopravni ndklady sestavme ucelovou
rovnici
m=16x+10y+ 152+ 10u 1204 10w,  (8.5)
Z rovnic (8.2) a (8.3) vypolteme
u=5—x, o=5—3y w=4—z, z=8—x—y
a po dosazeni do (8.4) a (8.5) dostaneme po snadné upravé
x=0,y=0,x+y=8x=5y=5x+y=4, (86)
m=2x— Ty 190. 8.7

MnoZina vSech pfipustnych feSeni, ktera vyhovuji nerov-
nostem (8.6) je zobrazena body konvexniho Sestitihelnika
ABCDEF (viz obr. 5). Z pnpustnych feSeni ma se vybrat
takové, pro které m, uréené rovnici (8.7), nabyva hodnoty
mlmmalm Rovnici x — 7 y+ 190 =0 by odpovidala
na obr. 5 pfimka protinajici soufadnicové osy x, y v bo-

dech P =[—190;0],G = [0; g)] , kterou si jen pfedsta-

vime. Je rovnobéZna s pfimkou o rovmici x — 7 y = 0,
ktera prochdzi pocitkem a je v obr. 5 zobrazena. VSechny
body Sestitthelnika ABCDEF lezi v poloroviné x —7y +
+ 190 =0 adislo m=x— 7y - 190 bude nejmensi
pro bod E = [0;5], pro ktery m = 155. Dopravni
ndklady ve vysi 15500 K& budou tedy nejmensi, kdyz
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—— Obr. 5.

B8

distribuce dodivek uhl{ bude provedena tak, jak je zfejmé
z nasledujici tabulky:

1S S S
D,|0 5 3
D,|5 o0 1

V této tabulce znamena oviem jednotka doddvku 100 tun
uhli

Analytické feSeni této ulohy provedete si jist€ sami iako
cvi¢eni, Pfi tom se jednoduchym vypoftem miZeme pie-
svédélt, Ze ro¢ni uspora na dopravném pfi ne;lepsun roz-
vrZeni miiZze pfesahovat milién K& proti jinému nepnzm-
vé&j§imu rozvrZeni dodévek, a¢ jsme zvolili pro nd§ pfiklad
jen.dva doly s nizkou téibou. Proto si jist& dovedete udélat
spravnou predstavu o usporach, jichZ je mozno dosihnout,



kdy? sc pro celostitni distribuci uhli ze viech doli pouZije
nejvyhodnéjiiho feSeni, které ziskime pracovmm.l meto-
dami linearniho progra.rnovam Obdobné je moZné do-
sdhnout velkych tspor pfi rozvrhovini dodédvek cihel
Z riznych cihelen na pocetna staveniSté, doddvek mouky
z velkomlyni do velkych pekaren apod. Z téchto pfiklada
vybranych z jediného oboru uZité matematiky si muZete
udélat predstavu o vyznamu cel¢ matematiky, kterd umoz-
fluje ve staté socialisticky organizovaném hospodarné
vyuZiti energie i pracovnich sil k prospéchu vieho lidu.
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