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KAPITOLA II

O TROJUHELNIKU
A KRUZNICI

Ve druhé kapitole si pfipomeneme tizkou souvislost moc-
nosti bodu ke kruZnici s podobnosti troiﬁhe]nikﬁ. Vyuzi-
jeme ji k odvozeni jedné nuiné a postatujici podminky
pro to, aby ¢tyfi body roviny leZely na ]edne kruZnici,
V dalSich odstavcich se budeme zabyvat vyznanymi
body, pfimkami a kruZnicemi trojihelnikd.

11. Mocnost bodu ke kruZnici. Necht je dina kruZnice
k = (S, r) a bod M neleZici na této kruZnici (obr. 15a, b).
V bod& M se protinaji (pfipadné po prodlouZeni) tétivy
AA’, BB’ kruZnice k. Pomoci obvodovych 1hli snadno
dokiZeme, %e¢ je A AMB' ~ A BMA', plati proto

Obr.15 a3, b
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MA : MB' = MB : MA' a MA.MA' = MB.MB'.
Tento soulin je konstantmi pH jakékoliv poloze sefen
AA’, BB’ prochazejicich bodem M.

LeZi-li bod M vné kruZnice a vedeme-li secnu AA’
stfedem S kruZmice (nacrméte si obrizek), je MA.MA’' =
= (MS + r) (MS — r) = MS%2 — r2 Lezi-i M uvnitf
kruznice %, ziskime stejnym postupem vztah M4A.MA’' =
r2 — MS2

Cislo MS? — r2 nazyvdme mocnostf bodu M ke krusnici
k= (S,

Je tedy mocnost vné&j§iho bodu ke kruZnici kladni
a rovna pfimo soulinu useki MA.MA’ na libovolné
secné AA’ krunice k. Mocnost vnitfnich bodi ke kruZnici
je zdpornd a rovna opacnému cCislu k soucinu MA4.M4'.
Mocnost bodi kruZnice k této kruZnici je zfejmé nulovi,

41. Je-li M vnéjiim bodem kruZnice 2 = (S, r) a bod T bodem dotyku
teény z M ke k, je mocnost bodu M ke % rovna MT2,

42. Ktery bod roviny m4 ke kruZnici nejmen3i mocnost?

43. Vyletfete mnoZinu bodd, které majl k dané kruZnici stejnou
mocnost.

44. Jakou mocnost md stfed S, kruZmice k, = (S,, r,) ke kruZnici
ky = ( Sy, r3), ktera k, kolmo protini ?

45, Sestrojte na sené AA’ kruZznice k£ bod M leZici vné k& tak, aby bod
A délil tsetku MA’ v poméru zlatého fezu. (UrZete mocnost M ke k.)
46. Je dina tétiva AB kruZnice k a bod C kruZmice & rizny od bodu
A, B. Sestrojte patu D kolmice z C na 4B a paty E, F kolmic z boda
A, B na tetnu kruZnice k v bodé C. DokaZte, Ze je CD?* = AE.BF.
[Bxistuje-li pruseéik M tefny a piimky AB, vyuZijte pravothlych
trojuhelniki s vrcholem M.)

47.* UkaZte, Ze rovnice kruZnice ve stiedovém tvaru charakterizuje
body kruZnice jako ty body roviny, které maji k dané kruZnici nulovou
mocnost,

48. Jsou-li diny usetky a, b, sestrojte pomoci vhodné zvolené kruZnice
tisetku x = V' ab.

49. Jsou-li diny tse&ky a, b, ¢, satrolte use¢ku x, pro kterou plat
ab = cx. VyuZijte vhodné mocnosti bodu ke kruZnici.

24



12. Na zikladé mocnosti bodu ke krufnici miZeme udat
postacujici podminku pro to, aby &tyfi rizné body leZely
na jedné kruZnici.

Protinaji-li se pfimky AA’'; BB’ v bodé P tak, Ze je
PA.PA' = PB.PB’ a bod P lesi souéasné uvnit¥ useCek
AA’', BB’ nebo soulasné vné téchto uselek, lesi body A,
B, A', B’ na jedné kruznici.

Obr. 16 Obr. 17

Vétu snadno doRédZete, sestrojite-li kruZnmici, kterd
prochizi body A4, A’, B. Jeji spoletny bod B” s pfimkou
BB’ lezi na polopfimce PB’ a plati pro n& PB’ =%B’",
je proto B’ = B’'. Na obr. 16 vidite, Ze podminka o poloze
bodu P vzhledem k tusetkim AA’, BB’ nemiZe byt vy-
nechina (na obrazku je P4 = PB, PA' = PB),
PA.PA' = PB.PB’, ale body A, B, A’, B’ nelezi na
jedné kruZnici).

Hravé dokazeme vétu o péti bodech leZicich na kruZnici.

Necht je ddn trojihelntk ABC, jeho# tihel B neni pravy.
Sestrojme osu o, tsecky AB a osu o, tisecky BC. Priseliky
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X =0,.BC, Y = 0,.4B, Z = o,. 0y leZ{ na jedné krus-
nici s body A, C.

Na obr. 17 je thel § tupy. Podle véty uu o podobnosti
trojuhelnikd je A BO,X ~ A BO,Y, plati proto
BO, : BX = BO, : BY, 2.BO,.BY=2. BO,.BX
a tedy také BA.BY = BC.BX. ProtoZe je bod B vrcho-
lem tupého thlu, leZi body X, Y na prodlouZenich stran
AB, BC za bod B a bod B je vnitfnim bodem obou tse-
Cek AY, CX. Podle dfive dokizané véty leZi body A4, C,
X, Y na jedné kruZmici. Ze shodnosti oblou¢kem vyzna-
cenych hla na obr. 17 vyplyvi, Ze i bod Z leZi na jedné
kruZnici s body 4, C, X, Y.

50. Dokazte, Ze body A, C, X, Y, Z leZi na jedné kruZnici i v pfipadg,
kdy je dhel § trojuhelnika ABC ostry. Jak je tomu pti f = 90°?

51. Dokazte pomoci podobnosti trojuhelnikii, Ze kazdé dvé vysky
trojuhelnika jsou tétivami jedné kruznice.

52. Je dana kruZnice k a jeji neseéna PA. Bodem P prochizi seéna
XX’ kruznice k. DokaZte, Ze kruZnice prochizejici body X, X’, 4
protnou pfimku PA v témz bodé B, at vedeme bodem P seénu XX’
jakkoliv.

13. Cim vynikd pruse&ik vySek. Pomocf podobnosti
trojihelniki miZeme dokdzat zajimavé vlastmosti vysek
trojihelnika, jejich pat a priseciku, JeSté ,,Cerstvé
véty o péti bodech na kruZnici pouZijeme k dikazu véty,
Ze body soumérné s priisectkem vysek podle stran trojuiheinika
le#t na krusnici trojihelniku opsané.

Neni-li trojuhelnik ABC pravoihly (obr. 18a), jsou
body V', V", V'’ soumérné s V podle stran trojihelnika
navzijem ruzné, Na trojuhelnik V'V"'V miZeme aplikovat
vétu o péd bodech. Zjistime, Ze body V', V", 4, B, C
leZi na jedné kruZnici. Obdobnou tvahou o trojihelniku
VV’'V'" dokdZeme, Ze i zbyvajici bod V' leZi na kruZnici
opsané trojihelniku ABC.
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Obr. 18 a, b

Je-li trojihelnik ABC pravolhly s thlem a— 30°
(obr. 18b), je V=4 a také V' = V" = V. Bod V"
soumérny s V podle pfepony BC leZi na kruZnici o pri-
méru BC, kterd obsahuje i body V' = V"' = A.

Snadno lze dokazat, Ze body soumérné s priseikem vysek
podle stfedii stran trojihelnika lesf na kruZnici trojihelniku
opsané.
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Zobrazime-li bod V' v osové soumérnosti dle pfimky
AB (obr. 19), dostaneme bod V'’ leZici na kruZmici k.
Soumérnosti podle osy strany AB ptfifadime bodu V’
bod V' kruZnice k. Je zfejmé, Ze body V, V' jsou soumérné
podie priaseCiku os pouZitych soumérnost, tj. podle
stfedu strany 4B.

53. Sestrojite-li priseéik vySek V trojihelnika ABC, ktery nenf pravo-
uhly, ziskate étvefici bodd A4, B, C, V. Kazdy z téchto bodi je priseéi-
kem vy3ek trojuhelnika uréeného ostatnimi tfemi.

54. Je-li trojuhelnik ABC vepsin do kruznice k&, déi body A4, B, C
kruznici na tfi oblouky. Preklopime-li kazdy z nich podle jeho tétivy
(strany trojuhelnika), ziskdme tfi oblouky prochazejici jednim bodem.
Ktery je to bod ?

55. Jsou-li body 4,, B,, C; patami vy3ek trojihelnika ABC a bod V
prusecikem téchto vysek, je AV.VA, = BV.VB, = CV.VC,. [Vy-
uZijte mocnosti bodu V ke kruZnici trojuhelniku opsané.)

56. Sestrojte trojithelnik ABC, je-li dan stfed kruZnice opsané, prisecik
vysek a vrchol 4.

57. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan jeho vrchol C, t¥zisté T a pra-
seCik vySek V., [Vyuzijte stfedu strany 4AB.]

14. KruZnice deviti bodi. V minulém odstavci jsme dok4-
zali, ?e na kruZnici trojihelniku opsané lezi kromé vrchold
trojihelnika je$t¢ body soumérné s prusecikem vysek
podle stran trojuhelnika a podle stiedi téchto stran.
Ziskivime tak devét bodi (nikoliv nutné rtzmych), které
leZi na kruZnici & (obr. 20). Nézev kruznice deviti bodu
viak neddvame této kruZmici, ale kruZnici s ni st3jnolehlé,
je-li stfedem stejnolehlosti bod V' a koeficientem Cislo
1
H = 4.

2
Zobrazime-li v této stejnolehlosti vSech devét bodi
kruZnice opsané, zjistime, Ze
1. patry vysek trojuhelnika,
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2. stiedy stran trojuhelnika,

3. stifedy usecek spojujicich priseitk vysek s vrcholy troj-

tihelnika, le2i na jedné kruznici.

Na obr. 20 jsou jmenované body vyznaceny jen plnym
krouzkem. Ze stejnolehlosti kruZnic okamZité vyplyva,
ze stfed D kruZmice deviti bodil je stiedem duseCky spojujici
priiseCik vySek se stiedem kruZnice rrojihelniku opsané.

Polomér kruZnice deviti bodu je roven %r.

Obr. 20 a, b

58. Jaks je vzdjemnd poloha kruZnice deviti bodi a kruZnice trojithel-
niku opsané? Kdy jsou soustiedné? [Proberte jednotlivé typy troj-
uhelnika. ] :

59. Dokazte, Ze trojihelniky ABC, BCV, CVA, VAB maji spole¢nou
kruZnici deviti bodi. Co z toho plyne pro poloméry kruZnic opsanych
témto trojihelnikim ?

60. Sestrojte trojihelnik O, Op Oy, jehoz vrcholy jsou stfedy kruznic
vné vepsanych trojihelnfku ABC. Uréete kruznici deviti boda troj-
thelnika Oy Op Oe.
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15. Eulerova pfimka. Vime, e na kruZmici deviti boda
trojuhelnika ABC leZi stfedy stran — body A', B, C'.
Trojihelnik A’B’C’ je stejnolehly s trojihelnikem ABC
podle tézist€ T, koeficient stejnolehlosti zobrazujici troj-
thelntk ABC na trojthelnik A'B'C’ je » = — .
V této stejnolehlosti se zobrazi kruZnice opsand troj-
uhelniku ABC jako kruZnice opsand trojuhelniku 4'B’'C’,
tj. jako kruZnmice deviti bodi trojuhelnika ABC (obr.
20b).

Tézisté trojuhelntka ABC je wvnitinim stfedem stefno-
lehlosti krusnice deviti bodit a kruZnice trojuhelniku opsané,

Stfed stejnolehlosti dvou kruZnic leZi na jejich stfedné
nebo splyva s jejich spoletnym stfedem (jsou-li sous-
stfedné). Neni-li trojuhelnik ABC rovnostranny, neni
t€Zisté trojuhelnika stfedem kruZnice opsané a leZi proto
na spojnici sttedu kruZnice opsané a kruznice deviti bod.
Na této piimce lezi i pruselik vysek, jak vime z od-
stavce 14.

Tézisté, priselik vysek, stied krugnice trojuhelniky opsarné
a st¥ed jeho kruZnice deviti bodi le2i na jedné piimce (tzv.
Eulerové pfimce trojthelnika) nebo splyvaji v jeden bod.

Zajimava je i poloha jmenovanych bod na EulerovZ
pfimce. Na obr. 21 je sestrojena Eulerova pfimka tupo-
uhlého trojuhelnika ABC. Bod D (stfed kruZmice deviti
bodi) je stfedem tuselky SV, bod T lezi uvnitf useCky SD
a déli ji v poméru 2:1 jako kaidou t&Znici, je
ST=2.TD.

61. Vyjadiete polohu bodu T vzhledem k bodim S, V délicim po-

mérem. .

62.* Dokazte, Ze body S, D, T, V tvofi harmonickou &tvefinu bodd
na Eulerové pfimce.

63. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dino:

a) tézi&¢ T, stfed kruZnice opsané a polomér kruZnice deviti bodd,
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Obr. 21

b) t&%isté T, stfed kruZnice deviti bodu a stfed strany AC,

c) tézidté¢ T, praselik vy3ek V' a pata jedné vyiky. [Pfi rozboru sta-
novte délici poméry vhodnych trojic bod na Eulerové piimce. Z uda-
ju ve cviceni a) lze sestrojit &tyfi vyznacné body trojuhelnika ABC,
které leZi na Eulerové pfimce, i kruZnici trojahelniku opsanou. Za-
myslete se nad tim, zda miZe byt libovolny bod této kruZnice zvolen
za vrchol 4 trojihelnika.]

'y
>

16. Trojihelnik pat vySek. Sestrojfme-li v ostrotihlém
trojihelniku ABC paty vySsek — body 4,, B;, C,, rozdé-
lime useCkami C,4,, ByA4,, C,B, dany trojihelnik na
&uyfi trojuhelniky (obr. 22).

Kasdy z trojuhelntki AB,C,, BA,C,, CB,A, je po-
dobny rtrojihelntku ABC.
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Diikaz tohoto tvrzeni miZeme zaloZit na znimé vlast-
nosti vypuklych {tyfahelnikii vepsanych do kruZnice
(soucet jejich protilehlych dhla je Ghel pfimy). V ostro-
Uthlém trojihelniku leZi body A,, B, uvnitf stran BC, AC
na kruZnici o priméru AB. Je proto < BAB; +
+ X BA,B, = 180° ataké x ABA, + <X AB,A; =180°.
Snadno vypolitite, Ze je < 4,B,C=pfa < BjA,C=a.
Podle véty uu je A A,B,C ~ A ABC. Obdobné muZete
dokézat podobnost zbyvajicich dvou trojihelniki s troj-
thelnikem A4BC.

c

1/

~

ATl
4 B;\\ &’//A'z

-—

Obr. 22 Obr. 23

64. Vyuiijte véty o obvodovém tihlu v kruZnici k dikazu véty pro
tupouhly trojihelnik.

65. DokaZte, Ze vy3ky ostrothlého trojuhelnika ABC jsou osami Ghld
trojuhelnika A,B, C, (tzv. ortického trojuhelnika). [Oznaéte si na obr. 22
viechny zndmé uhly pismeny a, £, y.]

66. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li din jeho orticky trojuhelnik
A,B,C,. [VyuZijte poznatkl ze cvi¢eni 65 a 63.]

67. Dokazte, Ze stfed kruZnice opsané trojuhelniku 0,00, ze cvifeni
60 je soumérny se stiedem kruZnice vepsané trojuhelniku ABC podle
stfedu kruZnice opsané trojahelniku ABC.

i
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17.* Kruinice Sesti bodu. Sestrojime-li orticky troj-
thelnik 4,B,C, nepravoihlého trojuhelnika ABC, mu-
Zeme sestrojii tzv. druhomé paty vysek, tj. paty kolmic
vedenych body .4,, B;, C, ke strandm trojuhelnika ABC.
Na obr. 23 je zobrazeno Sest druhomych pat A,, A5
B,, B'y, C,, C’y. Lze dokdzat, Ze Sest druhotnych pat
vysek lezi na jedné kruZnici.

Dilkaz této véty pro ostrouhly trojahelnik ABC (obr.
23) provedte v téchto krecich: _
a) dokaZte na zdkladé podobnosti trojihelniki 4BC

a A,B,C, Ze je A,B, || AB,

b) dokaite pomoci Ctyfihelnika vepsaného do kruZmice,

Ze je C,C'y /| A;B,,

c) dokazte, Ze Cryfuhelnik A,B,C,C," lze vepsat do
kruZnice,
d) dokaZte, Ze kaidy ze zbyvajicich bodi A4y, B’, leZi

na jedné kruznici s body B,,C,,C’, nebo C,,4,,4’,.

68.* Dokazte platnost vyslovené véty pro tupothly trojuhelnik.

69. Které body na obr. 1 jsou druhotnymi patami vy3ek pravouhléhn
trojuhelnika ABC? LeZi na jedné kruZnici?

70.* Pokradujte dile v sestrojovani pat kolmic (z druhomych pat vyiek
znovu kolmice na strany trojuhelnika). Ziskite 12 bodu, které ncleZf
na jedné kruznici. NeleZi viak tyto body na dvou kruZnicici~ ¢
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