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KAPITOLA 111

STEJNOLEHLA
ZOBRAZENI

V prvnich dvou kapitolich jsme hovofili o shodnych,
stejnolehlych a podobnych utvarech. Jen -na nékolika
mistech jsme se zminili o soumé&rnostech a stejnolehlostech.
V dalSich kapitolich se budeme zabyvat stejnolehlymi
a podobnymi zobrazenimi, pfedevsim jejich konstruktiv-
nim vyuZitim,

18. Zobrazeni v roviné. Vite, Ze shodnost uitvart ovéfu-
jeme pomoci premisténi. Sledujeme-li pfi pfemisténi
utvaru, jak se pfemistuji jeho jednotlivé body, miZeme
rozliSovat rizna premisténi jednoho twtvaru na druhy.

Doé piemisténi utvaru U, na urvar U, povatujeme za
riznd, pFifazwgi-li (aspori) jednomu bodu ditvaru Uj rizné
body urvaru U,.

Obdélnik ABCD na obr. 24 lze pfemistit na obdélnik
KLMN tak, 2e pfejde A - K, B - L,C - M, D -~ N.%)
Pfi jiném moZném premisténi pfiftadime napf. 4 -~ M,
B—> N, C— K, D— L. Ktera jsou dal§i moZna pfe-
misténi obdélnika ABCD na obdélnik KLMN? Ktery
bod obdélnika' ABCD ptejde ve viech téchto pfemisténich
v tyZ bod obdélnika KLMN?

*) Sipkou nahrazujeme slova ,,do bodu*, kterd bychom museli stile
opakovat. Pii zdpisu pfifazovin{ boddi hudeme uZivat Sipek.
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M Obr. 24

71. Kolika raznymi pfemisténimi Ize dosshnout toho, Ze se kryji dvé
shodné desky majici tvar pravidelnych $estiuhelnika ? Oznacte si jejich
vrcholy pismeny a zapi$te pfifazeni bodd pomoc Sipek. [Je dvanict
mozZnosti.]

Piemistujeme-li jeden rovinny utvar, napf. trojihelnik
ABC, miZeme s nim soufasn® pfemistit i libovolné
velkou &ist roviny (obr. 25). Kazdému bodu X této Cdsti
roviny pfifadime pf1 pfemisténi A - A’ B - B', C - C’
bod X’ roviny. MiiZe se stit, Ze se né&ktery bod roviny
,,vTiti na své misto*, takovy bod nazveme samodruZnym
v daném premisténi (na obr. 25 je S = §").

Pfedstavime-li si, Ze pfi pfemistén{ trojuhelnika ABC
na trojihelnik 4’B’C’ pfemistujeme celou rovinu} kryje
se pfemisténd rovina s piavodni rovinou.*) KaZdému
bodu roviny pfifazujeme timto pfemisténim privé jeden
bod roviny.

Ptedpis, kterym pfifadime kazdému bodu X roviny prdvé
jeden bod X' této roviny (je lhostejno, zda je X = X’

*) Na tom neni nic divného, vZdyt i kruh miiZeme pfemistit nekoneéné&
mnoha zpiisoby tak, Ze se kryje se svou plivodni polohou.
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Obr. 25 DN

nebo X = X'), nazyvdme zobrazenim v roviné. Bod X
nazyvdme vzorem a bod X' jeho obrazem v daném zobrazeni.

Predpis, kterym pfifadime kazdému bodu X roviny
bod X’ = §, je jistym zobrazenim v roviné, oviem madlo
zajimavym. Predpis, kterym pfifadime kaZdému bodu X
roviny bod X’ = X, urluje zobrazeni v roviné, které
nazyvame identitou. Predpis pro stfedovou soumérmost
se sttedem S miZe znit napf. takto: bodu S pfifadime
bod S, kazdému bodu X = S pfifadime bod X’ polo-
piimky opac¢né k polopfimce SX, pro ktery plati SX’ =
= SX.

72. Formulujte pfedpis pro osovou soumérnost a otofeni. Piedpis pro
posunuti je uveden ve tfetim svazku kniZnice na str. 53. [PopisSte
geometrickymi terminy konstrukci obrazu bodu ve jmenovanych zo-
brazenich.)

Budeme se zabyvat vyhradne t€mi zobrazenimi, kterd
1. prirazuji kazdym dvéma riznym bodim roviny opét dva
riizné body,
2. vyplni obrazy bodi roviny celou rovinu.
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V takovych zobrazenich je kazdy bod roviny vzorem
jednoho bodu a soudasné obrazem jednoho bodu roviny.
Shodnd zobrazeni v roviné maji ob& uvedené vlastnosti.
Zobrazeni, kterd maji vlastnosti 1. a 2. nazveme prostd
zobrazeni roviny na rovinu.

73. Ovéfte, Ze viechna znidmi shodni zobrazeni a stéjnoleh.lost jsou
prosta zobrazeni roviny na rovinu. -

19. Symbolika. Chceme-li pracovat se zobrazenimi, je
uZiteCné, abychom si je oznalili pismeny. UZivime pismen
velké latinské abecedy, napi. Z, 0, S, H, P, R, T, K. V tisku
je odlifujeme od pismen oznacujicich body polotuénym
typem pisma, v rukopise obvykle tim, Ze pouZijeme
velkych psacich pismen.

Zapis Z (X — X') ¢teme jako ,,zobrazeni Z pfiifazuje
bodu X bod X'“. Zipis Z (A ABC -~ A A'B'C’) ¢teme
slovy ,,zobrazeni Z zobrazuje trojuhelnik ABC na troj-
thelnik A'B'C’*. ,

74. Piettéte slovy tyto zipisy: H(S — S), T(AB - CD), R(<
SMD - < RUV).

75. Zapiste znadkami tyto véty:

a) Otoceni R pfifazuje bodu U bod H’ a bodu T bod N,

b) kruznice & je zobrazena posunutim T na kruZnici %;,

¢) &yifdhelnik ABCD pfechdz{ soumérnost § na &tyfuhelnik DLKV,

Oznalime-li pfi feSeni tloh né&které prosté zobrazeni
roviny na rovinu symbolem H, pouZijeme zpravidla v téZe
tloze i symbolu H-L Jestlize H(X — X'), pak H-!
(X’ - X), jde tedy o ,,0pani” zobrazeni, maji stejné
dvojice vzoru a obrazu, ale bod, ktery je v jednom vzorem,
je ve druhém obrazem a obricené. O takovych dvou
zobrazenich fkime, Ze jsou navzdjem inversni.

K otocdeni R kolem stfedu S o thel o v kladném smyslu
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je inversnim zobrazenim R-! opé&t otoeni kolem S o thel
a, ale v zdporném smyslu. Ke stejnolehlosti H se stfedem S
a koeficientem » je inversnim zobrazenim stejnolehlost

H-1 s koeficientem %

76. Jakymi vektory jsou urena navzdjem opainé posunuti ?
77. Dokazte, Ze pro osovou soumérnost O a stiedovou soumérnost
Splai 0 =0-1,8 = §1,

~

20. Stejnolehld zobrazeni. Vyznafnou vlastnosti stejno-
lehlosti je to, Ze zobrazuje kazdou pfimku p na pfimku p’
rovnobé&Znou s p. Tuto vlastnost nemaji jen stejnolehlosti,
ale také posunuti a samozfejmé identita (v identité je
? =7/, tedy wké p | p). |

Prostd zobrazeni roviny na rovinu, kterd zobrazuji kasdou
primku na primku s ni rovnobéinou, nazveme stejnolehlymi
zobrazenimi v roviné.

Zobrazime-li trojuhelnik ABC v nékterém stejnolehlém
zobrazeni, ziskime trojuhelnik 4’'B'C’, pro ktery plati
A’'B’' || AB, B'C’ [| BC, C’'A’ || CA (obr. 26) Trojahelniky
s touto vlastnosti nazveme stejnolehlymi trojuhelniky.
Plati tato véta:

Fsou-li ddny dva stejnolehlé trojuhelniky, existuje stejno-
lehlé zobrazeni, které zobrazi jeden rrojuhelnik na druhy.

Spojime-li odpovidajici si vrcholy obou trojjihelniku,
protnou se nim tyto pfimky v jednom bodé¢ nebo jsou
navzijem rovnobéZné.*) V prvnim pfipad¢ je moZno zo-
brazit jeden trojithelnik na druhy stejnolehlosti se stfe-
dem S (obr. 26), ve druhém pfipadé posunutim.

*) Predpokladime, Ze trojuhelniky jsou rizné; jsou-li totoZné, neni
tieba Zadnych konstrukci, protofe miZeme zobrazit jeden na druhy
identitou.

L
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Obr. 26

78. Zvolte stejnolehlé trojuhelniky ABC, A’B’'C’ tak, Ze je A = B’
B = A’. Sestrojte jejich stied stejnolehlosti.

79. Prodluzte strany A B, CD, EF pravidelného 3estitthelnika ABCDEF
tak, aby vznikl trojuhelnik KL M. Uréete stfedy stejnolehlosti, kterymi
lze zobrazit trojuhelnik KLM na rovnostranné trojihelniky, z nichZ
se skldd4 3estithelnik.

80.* Zobrazte v roviné€ trojihelnikovou sit a zvolte pevné jeden troj-
thelnik sité. Urfete mnozinu stfedu stejnolehlosti, kterymi lze zvoleny
trojahelnik zobrazit na ,,vét§i* trojuhelniky (sestavené ze tyf, déviti
atd. trojuhelniki sité).

Fsou-li dany dvé rovnobéiné uselky AB, A'B’ (obr. 27),
existwje prdvd jedno stejnolehlé zobrazeni, které zobrazf
A~ A,B—>B.

Libovolnému bodu X roviny, ktery neleZi na AB, pfi-
fazuje toto zobrazeni prusefik X’ pfimek vedenychsbody
A’y B’ rovnobéiné s pfimkami AX, BX. Bodu Y pfimky
AB miizeme pfifadit obraz Y’ pomoci bodd X, X’ (obr.
27).

81. Sestrojte stied stejnolehlost useéek AB, A’B’ na obr, 27.

82, Dokazte, ze pro obrazy A’, B’, C’ bodud A4, B, C v libovolném
stejnolehlém zobrazeni plati bud (4’ B’C’) = (ABC) nebo A A’B'C’
~ A ABC.
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83. Vepiste do dané kruZnice trojihelnik stejnolehly s danym pravo-
Ghlym trojuhelnikem ABC. [Zvolte v kruZnici primér rovnobéiny
s pieponou trojihelnika. Jsou dvé feSeni!]

84.* Dokazte, ze kazdé dvé paraboly s rovnobéZnymi osami jsou
stejnolehlé. Pouzijte stejnolehlosti tsecek F, V3, F,V,, urCenych ohnis-~
ky a vrcholy parabol. UkaZte, Ze touto stejnolehlosti Ize zobrazit jednu
parabolu na druhou.

21. Pomoci pojmu stejnolehlych zobrazeni miZeme od-
stranit nékteré potie pfi formulaci vét o stejnolehlosd
ttvarid a konstrukcich tvarid pomoci stejnolehlosti.

Tak napf. pfi formulaci véty o stejnolehlosti kruZnic
fikime, Ze dvé& neshodné kruZnice jsou stejnolehlé dvéma
zpusoby a shodné kruZnice jednim zpisobem (meexistuje
vnéj§i stfed stejnolehlosti shodnych kruznic). Pomoci
pojmu stejnolehlych zobrazeni miZeme vyslovit jednotnou
vétu pro oba pfipady:

Jsou-li ddany dvé libovolné kruznice k, ky v roviné, existujé
prdavé dvé stejnolehld zobrazeni, kterd zobrazi k, na k,.

Dokazte vétu diskusi vSech tfi moZnosti (%,, k£, neshodné,
shodné rizné a totozné). V poslednim pfipadé je jednim
ze stejnolehlych zobrazeni identita.

Ulohy, ve kterych se vyuZiva stejnolehlosti se stfedem
v prusefiku riznobéZek, lze FeSit v pfipadé rovnobéZek
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tak, Ze ,,zastoupime® stejnolehlost posunutim. Uvedme
jako pfiklad zniamou tlohu na sestrojent krusnice, kterd se
dotykd dvou piimek p, q a prochdz{ danym bodem M (obr.
28).

Jeji feSeni dobfe znite v ptipadé, kdy jsou p, ¢ rizno-
bézky. Tehdy sestrojime libovolnou kruZnici &, kterd se
dotykd pfimek p, ¢ a zobrazime ji ve stejnolehlosti se
stfedem S tak, aby jeden bod kruZnice % pfesSel do bodu
M. Jsou-li pfimky p, ¢ rovnobézné (text tlohy to nevylu-
fuje), miZeme Fesit ulohu zcela obdobné, kruznici & viak
nezobrazujeme ve stejnolehlosti, ale v posunuti.

V obou ptipadech zobrazujeme body M;, M, kruZnice
k do bodu M stejnolehlym zobrazenim. Body M,, M, lezi
na piimce m spojujici bod M s prusecikem S pfimek p, ¢
nebo rovnobéiné s p, q.

Ulohy tohoto typu budeme fesit v nasledujici kapitole,
pokuste se vyfeSit jednu takovou ,,dvojitou’ dlohu jiZ ted.
85. Jsou diny dvé pfimky p, ¢, bod M a smér s riznobéiny s p, q.
Sestrojte usecku PQ // s, jejiz krajni body leZ na p, ¢ a kterd je vidét
z bodu M pod thlem 60°. [V obou pfipadech sestrojte libovolnou
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usedku P,Q, // s a mnozZinu u (P, Q,, 60°). PouZijte pHmKy m jako na
obr. 28 a vhodnych stejnolehlych zobrazeni.)

22. Konstrukce ¢&tyiihelnika. Jiz ve tfetim svazku
kniZnice je struénd zminka o sestrojovani ¢tyfahelnika
pomoci posunuti. Ve zbyvajicich odstavcich této kapitoly
se seznamime dikladnéji s konstrukcemi Ctyfihelnikd po-
moci posunuti, jednoho ze stejnolehlych zobrazeni.
Konstruktivnimu vyuZiti stejnolehlosti budeme vénovat
samostatnou kapitolu. .

Zjistime-li o tfech bodech roviny, Ze jsou vrcholy
trojuhelnika, miZeme trojuhelnik jednoznacné sestrojit.
U ¢rytuhelnikd tomu tak neni, protoZe cryfuhelntk™) neni
svym vrcholy jednoznainé uréen. MuZe proto dojit k pa-
radoxni situacy, kterou vidite na obr. 29. Jsou na ném zo-
brazeny tifi ¢tyhihelniky, které nelze pfemisténim zto-
toZnit, ackoliv jejich vrcholy lze pfemisténim ztotoZnit.

D D D
A B A B A B

Obr. 29

*) Crytahelnikem rozumime ttvar, ktery je sjednocenim dvou troj-
thelnikd se spole¢nou stranou, které leZzi v riznych polorovinich
vzhledem ke spoleéné strané a nemaji zidné daldi strany na jedné
ptimce. MiiZe tedy jit o ¢ryfuhelniky vypuklé i nevypuklé,
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Cryitihelnik povasujeme za sestrojeny, je-li sestrojena lome-
nd Cdra jeho obvodu. V zépisu EtyFuhelnika uvadime vrcholy
v tom pofadi, jak jimi prochdzime pfi vyznacovani obvodu
jednim tahem. Na obr. 29 jde o &tykihelniky ABCD,
ACBD, ABDC.

Kazdd lomend édra ABCDA nemusi byt obvodem Ctyi-
tihelntka. Na obr. 30 jsou zakresleny tfi typy lomenych

D 0 A
c
c
A
A B B8 8

Obr. 30 -

¢ar, které nejsou obvody ¢tyiihelniki. Pfesto se prvni
z nich nazyvé nékdy zkfiZzenym &tyhihelnikem. Casto ndm
pfi konstrukcich vyjdou jako vysledek konstrukce i lomené
&iry z obr. 30. Je to pfirozeny disledek imluvy o sestrojo-
vani Ctyfuihelnikd (sestrojujeme lomenou &iru, kted md
jisté vlastnosti).

86. Sestrojte &tyfuhelnik ABCD, pro ktery plati:

a) AB = 3,BC = 4,AC =5,CD =6,DA =1,

b) AB = 5,AC = 4,CD = 5, ABC = 45°, & BAD = 90°,

¢) AB = 4,AC = 6, & ABC = 60°, <& ADB = 60°, & ADC = 30°
Kolik boda C, D muzZete sestrojit, umistite-i tiselku AB? Sestrojte
viechny lomené ¢ary ABCDA. Které z nich jsou obvody étyfuhelnika ?
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23. Kouzelny rovnob&znik. Ka?dé lomené fafe AB
CDA muZeme pfifadit vyznatné rovnobéZzniky. Sledujte
konstrukci jednoho z nich na obr. 31. Vyznaime si thlo-
pti¢ku BD lomené &ry a posuneme bedy B, D o vektor

B Obr. 31

AC druhé thlopfi¢ky do poloh B’, D’. Rovnobésntk DBB’D’
v sobé& ,,koncentruje® vlastnosti lomené &iry, nazveme jej
vyznalnym rovnobéintkem lomené édry ABCDA.

Strany rovnob¢Znika DBB’D’ jsou shodné s uhlopfitka-
mi BD, AC lomené &ry. Usetky CB’, CB, CD, CD’ jsou
po fadé shodné s usetkami AB, BC, CD D4 lomene &iry.
Stfed strany CD je stfedem rovnobéinika ACD'D, sttedni
pficka EF lomené &iry je rovnobéZnad s Ghloptickou BD’
vyznacného rovnobéZnika, plati zfejm& BD’ = 2_EF.

Je-li lomend &ira obvodem vypuklého Ctyfihelnika, lezi
bod C uvnmitf vyznaéneho rovnobéimka DBB'D'. Je spo-
letnym vrcholem thla o', §', ', ¢’ shodnych s vnitfnimi
ahly ctyruhe].nika (obr. 32). Uhel ¢ = < AUB je shodny
s jednim vnitfnim dhlem vyznaéného rovnobé&Znika.

Ka?dé uzaviené lomené &ife ABCDA umime pfifadit
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jeji vyznacny rovnobéinik DBB’'D’. Zvolime-li naopak
libovolny rovnobé&Znik DBB'D’ a bod C rizny od jeho
vrcholii, miuZeme sestrojit lomenou &iru ABCDA, pro
kterou je dany rovnobéZnik vyznalnym rovnobéZnikem.
Postaci, posuneme-li bod C do bodu 4 o vektor B'B.
Provedte si konstrukci na vlastnim obrazku.

4

D
ZD N Z
D
Nl VI[N
z BN [°2
Obr. 33

Obr. 32

Umistime-li pevné rovmobéinik DBB’D’, vyjde nim
podle volby bodu C lomend ¢ira ABCDA jako obvod
vypuklého, nevypuklého nebo zkiieného <Ctyfihelnika.
Zvolime-li bod C na nékteré z ptimek DB, BB’, B'D’,
D’D, dostaneme lomené ¢iry téch typt, které jsme zobra-
zili na obr. 30. Na obr. 33 jsou oznaceny pismeny V, N, Z
ty oblasti roviny, pro jejich vnitini body C dostaneme
vypukly, nevypukly nebo zkfiZeny ctyhihelnik,

87. Jaké vyznainé rovnobézniky pfisluleji &tvercim? Které &tyf-
thelniky maji vyzna¢né obdélniky ?

88. Jak muzZete charakterizovat vyznaéné rovnobé&Zniky rovnobézniki
a lichobézniku ?

89. Dokazte, Ze vyznalny rovnobéinik vypuklého &yhihelnika mé
dvojnisobny obsah neZ ¢tyfihelnik, ’
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24. Vlastnosti vyzna¢ného rovnob&Zznika lze vyhodné vyuZit
ke konstrukcim ¢&tyfihelnika. Jsou-li dény takové prvky
Ctyfiahelnika, Ze z nich snadno sestrojime 1eho vyznaény
rovnobéZnik a jeden vrchol étyi'u.helmka sestrojime snadno
hledany ctyfihelnik.

Ptiklad 2. Sestrojte étyfihelntk ABCD, jsou-li ddny
jeho uhlopiicky AC, BD, thel ¢ = < AUB jimi sevieny,
tthel a a strana CD.

Rozbor. Ma-li ¢tyfihelnik 4BCD poZadované vlastnosti
(obr. 34), ma jeho vyznacny rovnobéznik stranu BB’ = AC
a X DBB’ = ¢. Na zikladé téchto udaji miZeme rovno-
béznik DBB’'D’ sestrojit. Vrchol C hledaného Ctyfihelnika
lezi pak na kruZnici k, = (D, CD) a nileZi mnoZiné bodi
u (B, D'ya). Bod A je obrazem bodu C v posunuti
T (B'— B).

Konstrukce K,: Sestrojime rovnobéinik DBB'D'.

K,: Sestrojime krutnici k, = (D, CD).

K,: Sestrojimepu (B, D', a).

K,: Sestrojime bod C jako spolecny bod krus-
nice k a mnoZiny p.

K;: Sestrojime bod A jako obraz bodu C »
T (B'—> B).

DI Obr. 34

'B'

%
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Kg: Sestrojime lomenou édru ABCDA.
Dikaz konstrukce plynme z dfive uvedenych vlastmost
vyznalného Ctyfdhelnika.
Diskuse. Polet feSeni*) je roven po¢tu bodid C, protoZe
viechny konstrukce kromé K, jsou jednoznané. MuzZeme
ziskat nejvyse Ctyfi FeSeni.

90. Sestrojte &tyfuhelnik ABCD, je-li kromé AC, BD, ¢ ddno

a) AB,CD b)AD,f ¢ a,8 d)AD:BC=1:3,y

91. Sestrojte lichob&inik ABCD, je-li dino a) AC, BD, AB, CD,
b) AC, BD, ¢, BC.

92, Sestrojte &tyruhelnik ABCD, je-li dano AC, BD, a, ¥ a stiedni
pti¢ka EF (use¢ka spojujici stfedy stran AB, CD).

93. Sestrojte ¢tyitihelnik ABCD, je-li dano AC, BD, EF a poméry
AB : CD, BC : DA. [VyuZijte Apolloniovy kruZnice.]

va

*) Refenim rozu.nﬁme uzavienou lomenou &ru ABCDA. Nenf snadné
rozhodnout, kolik z téchto far je obvodem vypukiého &ryfuhelnika.

47



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T16:40:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




