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KAPITOLA IV

STEJNOLEHLOST
V POLOHOVYCH
ULOHACH

Stejnolehlost je jednoznacné urdena, je-li udan jeji stfed
a koeficient. MiZeme ji vak pouzit i tehdy, kdyZ nejsou
znimy oba udaje. Uvedeme ukdzky feSeni polohovych
konstruktivnich tloh, pf nichZ pouZijeme stejnolehlostd
v ptipadé, kdy .
a) zname stfed stejnolehlosti i jeji koeficient,
b) znime stfed stejnolehlosti, ale nezndme jeji koeficient,
c) neznime stied stejnolehlosti, ale zname jeji koeficient,
d) neznime stfed stejnolehlosti ani jeji koeficient.

25. Do prvni skupiny tloh patfi témé&f vSechny tlohy
fefené pomoci stfedové soumérnosti (stejnolehlosti s koe-
ficientem » = —1) ve tfetim svazku této kniZznice. Uvedme
proto nejdfive dlohy, které jsou prihlednym zobecnénim
dloh FeSenych stfedovou soumérnosti. Mezi nejjednodussi
patHi tlohy o pfickdch, které fesite i ve Skole.

Pt¥iklad 3. Je ddna krusnice k = (S, r) a bod A, ktery
lezi vné k. Sestrojte selnu XY krugnice k tak, aby prochd-
zela bodem A, protinala k v bodech X, Y a aby platilo
AX =3.A4Y.

Rozbor. Neznamymi body jsou zfejmé body X, Y. Je-li
pfimka XY feSenim tlohy (obr. 35), je bod Y obrazem
bodu X ve stejnolehlosti H se stfedem A a koeficientem
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® = % ProtoZe bod X leZi na &, leZi bod Y na obrazu &’

kruZnice % ve stejnolehlosti H. Dochédzime k zivéru: bod
Y le%i na kruZnici £ = (S, ) a na kruZnici &, kterd je
obrazem k ve stejnolehlosti H. Bod X je obrazem bodu Y
ve stejnolehlosti H-1,

Obr. 35

Konstrukce. K,: Sestrojime k' jako obraz k ve stejno-
lehlosti H.
K, : Sestrojime Y jako spoleiny bod krufnic
kR

K;: Sestro;zme X jako obraz Y ve stejno-
lehlosti H-1, .
K,: Sestrojime prz’mku XY. ?
Dikaz konstrukce. Z konstrukce K, vyplyva, Ze je AX =
= 3.AY a Ze body A4, X, Y leZi na jedné pfimce. Stejno-
lehlost H-! (k' — k) pfifazuje bodu Y kruZmice &’ bod X
kruZnice 2. Bod Y leZi na k podle konstrukce K, je tedy
XY tétivou kruZnice 2.
Diskuse. Pocet bodti Y zavisi na vzdjemné poloze kruZnic
k, k'. Jsou proto bud dv¢, jedno nebo 2idné feSeni.
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O né&co obtiznéjsi jsou ulohy o pfickich, ve kterych je
tfeba koeficient ste;nolehlosn ne)prve spoditat. Pouil)eme-h
vztahi pro délici poméry tfi bodd (odst. 5), stanovime
snadno koeficient stejnolehlosti.

G M
X,

X,
A ); 5 Obr. 36

Pi#iklad 4. Je ddn rrojihelnik ABC a bod M leftct vné
trojihelnika. Sestrojte primku prochdzejici bodem M tak,
aby protala obvod trojishelnika v bodech X, Y a aby platilo
MX =5 XY.

Rozbor. Ma-li pfimka XY poZadované vlastnosti, leZi
bud X mezi M, Y nebo Y mezi M, X (obr. 36). V prvnim
pfipadé je (MY, X;) =5a koeﬁment », stejnolehlost H,

(X, —>Y,) je v, = (Y, X M) =—. Ve druhém pfipadé

je (MY, X,) = —5ax,= (Y,XZM) = —5. Stejnou Gva-

hou jako v pfiklad¢ 3 dospé&jeme k zavéru, Ze bod Y lezi
na obvodu trojihelnika ABC a na obvodu trojuhelnika
AlBlc nebo A,B,C,, které jsou obrazy obvodu trojtihelni-

ka ABC v H, (M, ) *) a H, (M,

*) Stejnolehlost se stfedem S a koeficientem x budeme znalit symbo-
lem H (S, x).
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Konstrukce. K,: Sestrojime obraz trojihelntka ABC v

H, (M, -4) a H, (M, _g, .

K,: Sestrojime bod Y jako spolelny bod
obvodu trojiihelntka ABC s jeho obrazy
v H, nebo H,.
K;: Sestrojime primku M Y- a jeji druhy pri-
seCik X s obvodem trojuheinika ABC.
Drikaz konstrukce se provede obdobné jako v predeslém
piikladé.
Diskuse. Uloha ma nejvyse &tyfi feSeni, miZe jich miti méng,
zilezi na poloze trojuhelnika ABC a trojuhelnika A4,B,C,,
A,B,C,. Poclet feSeni se zmensi, lezi-li M na prodlouZeni
nékteré strany trojuhelnika ABC.

Pro¢ jsme pouZili pfi feseni pfikladu 4 dvou stejnolehlos-
ti, zatimco v pfikladé 3 jen jediné ? PoZadovanym vztahem
AX =3.AY je v ptikladé 3 stanoveno, Ze bod X ‘je
vzdalengjsi od 4 neZ bod Y. V pﬁklade 4 viak neni din
vztah mezi MX, MY, nemiZeme proto Fici, ktera z téchto
useCek je mens$i. Musime proto pocitat s moZnosti, Ze je
MX <MY i MY < MX. Pamatujte na to pfi feSeni
tloh ve cvicenich.

94. Je dina kruZnice % a jejf body A, B, C. Sestrojte tétivu AX kruz-
nice k tak, aby z ni jeji praseéik Y s tétivou BC oddélil érvrtinu.

95. Je dan trojuhelnik a jeho vnitini bod P. Sestrojte pfitku troj-
uhelnika prochizejici bodem P tak, Ze ji bod P déli v pomé 1:2.
Vyznatte v trojuhelniku mnoZinu bodu P, pro které ma tloha fedeni.
96. Dvé kruZnice k,, k, se protinaji v bod¢ A. Vedte jim pfimki, na
které vytind kruZnice k, dvakrat del$i tétivu neZ kruZnice k,.

26. Uvedme nyni tlohu typu c), ve které stfed stejnolehlosti
neni dan, ale Ize jej snadno sestrojit a pfevést tak dlohu na

typ a).
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P#¥iklad 5. Fsou ddny body A, B, C a rizné revnobésky
a, b, které prochdzejf A, B. Sestrojte pFimku prochdzejici
bodem C tak, aby protala pFimku a v bodé X, pFimku b v bodé
Y a aby platilo AX = 2.BY.

Rozbor. Neunidhleme se, volba bodu C za stfed stejno-
lehlosti by nebyla §tastmd! Uvédomme si, Ze usecky AX, BY
jsou stejnolehlé a Ze tedy existuje stejnolehlost, ktera
zobrazi tse¢ku BY na usecku AX, H (B— A, Y - X).
Jeji stfed S je priseikem pfimek AB, XY (obr. 37).

Pro koeficient této stejnolehlosti plati: || = % = 2,je

tedy |x| = |(ABS)| = 2. Stied S stejnolehlosti H (B —
— A, Y - X) leina AB a plati pro n¢j vztah |[(4ABS)| =
= 2. Pfimka XY prochézi bodem C a bodem S.
Konstrukce. K,: Sestrojime bod S, pro ktery plati
|(ABS)| = 2.
K,: Sestrojime pitmku SC, kterd prowme
pFimkuav bodé X a pFimku b v bodé Y.

+
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Dakaz konstrukce. Stejnolehlost H se stfedem S a |»| = 2
zobrazuje UseCku BY leZici na b na tsetku AX lefici na
allb. Je AX = |%|.BY = 2.BY a pfimka XY prochazi
bodem C.

Diskuse. Pii konstrukci K, sestrojime dva body S,
(ABS,) = 2, (ABS,) = — 2, Je-li § * C, existuje 1ed1na
pfimka SC, )e-h S = G, existuje nekonecné mnoho prunek
prochazejicich body S, C Body X, Y existuji, pokud neni
SC|| a. Uloha mi¥e mit nekonetng mnoho, dvé nebo jedno
feSeni.

97. Reste ulohu v piikladé 5, je-li misto bodu C din smér hledané
piimky XY.

98. Jsou dany riiznobé&zky a, b, bod A lezici na a, bod B leZici na b
a smér s riznobézny s a, b. Sestrojte pfimku sméru s, ktera protne
piimku ¢ v bodé X a pfimku b v bodé YV tak, ze je AX = 2.BY.
[Vedte bodem A4 pfimku a’ [/ b, sestrojte jeji prase¢ik X’ s XY a urdete
vztah usetek AX’, BY.]

!

27. Rozsdhlou skupinu tloh tvofi ulohy typu b). Uvedeme
ty ulohy tohoto typu, které pozaduji sestrojeni utvaru (lo-
mené Ciry nebo kruZnice), jehoZ vyznaéné body leZi na
dvou pifimkich. Stejnolehlosti pouZivime v pfipad¢, kdy
jsou pfimky ruznob&Zné.

Pii feSeni téchto wuloh pracujeme s mnoZinou viech
stejnolehlosti, které maji spolecny stfed. Neni to mg téZké-
ho, potfebujeme jen nisledujici véty:

Fe-li din bod S a bod A % S, je mnosinou obrazii bodu A
ve viech stejnolehlostech se stfedem S piimka AS bez bodi
A, S. Spravnost véty je ziejma. Z definice stejnolehlosti
vime, Ze obraz bodu A v libovolné stejnolehlosti se stfe-
dem S leZi na pfimce AS a je 4 3 S. Je-li obricené bod
A #* A, S libovolnym bodem pfimky A4S, existuje pravé
jedna stejnolehlost H (S, A — A’').

Je samozfejmé, ze mnosinou bodi roviny, které mohou byt
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zobrazeny do bodu A nékterou stejnolehlosti se stiedem S, je
opét primka AS bez bodii A, S.
Zatnéme snadnou tlohou o pétitihelniku.

Piiklad 6. Dvé nmesousedict strany pravidelného péti-
uhelnika byly prodlouzeny tak, as vznikl vrchol V ihlu, na
jehoZ ramenech lest strany pétivhelntka. Uvniti tohoto vihlu
je ddn bod M. Sestrojte pravidelny pétitihelnik, jehoé dvé
strany lei na ramenech uhlu a rferi prochdzi bodem M.

Resent. Hledany pétihelnik a narysovany pétithelnik
jsou stejnolehlé podle stfedu V. Existuje tedy stejnolehlost
se stfedem V, kterd zobrazuje narysovany pétitihelnik
v hledany. Podle véty vyslovené pfed textem ulohy leZi
kazdy bod M, ktery lze zobrazit do bodu M stejnolehlosti

se stiedem V, na pfimce VM. Soulasné leZzi M na né&které
strané daného pétithelnika.
Konstrukce. K,: Sestrojime bod M leZici na obvodu da-
ného pétiihelntka a na pFimce VM.
K,: Zobrazime dany pétinhelnik ve stejno-

lehlosti H (V, M — M).
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Diikaz konstrukce je trividlni.

Diskuse spo€ivd v urceni poctu boda M, protoze kon-
strukce K, je jednoznacna. Existuji zfejmé pravé dva body
M a tedy i pravé dva pétidhelniky poZadovanych vlast-
nosti.

ReSenti tlohy v pfikladé 6 bylo usnadnéno tim, %e titvar
stejmolehly s hledanym byl jiZ sestrojen. Zpravidla tomu
tak nebyva, nékdy je dokonce konstrukce takového ttvaru
»tvrdym ofiSkem®, nékdy neni jednoznacna.

Priklad 7. Je ddn rrojuheintk ABC. Sestrojte tsecku
XY tak, aby bvio AX = XY = YB a aby bod X lesel na
primce AC, bod Y na piimce BC.

Rozbor. Ptedstavme si, Ze je din thel BAC a pfimka
BC. Lomena ¢ara AXYB (obr. 39) je feSenim tlohy. Zo-
brazime-li ji ve stejnolehlosti se stfedem A, pfejde X — X7,
Y > Y, B— B’ abude platit AX' = X'Y' = Y'B,
Y'B' || CB.

Pfedpoklidejme, %e¢ mdame sestrojenu lomenou Ciru
AX'Y'B’, kterd ma vySe uvedené vlastnosti. Potom je
hiedan4 lomena Cira obrazem této Ciry ve stejnolehlosti

e
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H(A->A4, X' >X,Y —>Y, B —B). Bod Y je spo-
leénym bodem pfimky BC a AY".

Konstrukce. K,: Sestrojime lomenou ciru AX'Y'B’ s

vlastnostmi uvedenymi v rozboru ilohy*).
K,: Sestrojime bod Y jako spolecny bod
piimky AY' s pfimkou BC.
K,: Sestrojime lomenou ciru AXYB jako
obraz lomené d&iry AX'Y'B" o
H(A—-A4,Y —>Y).

Diikaz spravnosti konstrukce vyZaduje, abychom doka-
zali nejdfive spravnost konstrukce K, popsané v poznamce.
Provedte si tento dikaz, spravnost celé konstrukce je pak
zfejma z pfifazeni, které providi stejnolehlost H.

Diskuse. Konstrukce K, je jednoznacni, K, ma jediné
nebo zidné feSeni. Konstrukce K; miize mit aZ Ctyfi rizna
feSeni. Dana Gloha mad tedy nejvyse Ctyfi feSeni. Pfi kolika
z nich lezi body X, Y uvnitf stran AC, BC trojihelnika
ABC?

Obr. 40

A4 bz

*) Abychom netfi¥tili postup feSeni dané lohy, popi¥me kon-
strukci lomené &iry AX’'Y’B’ zde. Pfi volbé bodu X’ pfimky AC
lezi bod Y na & (X’, X’A’) a na rovnob&Zce vedené bodem D s AB.’
Bod D lezi na BC a plati BD = AX'. A
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Viimnéte si, Ze pfimha BC uddv4 jednak smér tsecky
YB hledané lomené &iry, jednak se uplatiiuje jako jedna
zikladni kfivka, ktera obsahuje bod Y. Uddme-li pro dsec-
ku YB samostatnou podminku sméru, miZe byt pfimka
BC nahrazena kterymkoliv Gtvarem (kruznici, obloukem
kruZnice, obvodem trojuhelnika atd.).

99. Je dana kruhov4d vyse¢ ABC (obr. 40). Sestrojte lomenou &iru
AXYZ tak, aby bod X lezel na pfimce AC, bod Y na oblouku BC, bod
Z na AB a aby pladlo AX = XY = YZ, YZ /| BC.

100. Jsou diny dvé kruZnice k,, k; 2 na kazdé z nich jeden bod. Se-
strojte dv& shodné kruznice, které se dotykaji navzijem a kaid4 z nich
je3té jedné dané kruznice v daném bodé.

28.* Uvedeme nyni tlohy, na zikladé kterych lze sestrojo-
vat pruseCiky pfimky s kuZelosetkou. Pfectéte si znovu
odst. 10 v kapitole I.

Pi#iklad 8. Je ddn tihel AVB a jeho wvnitinf bod M.
Sestrojte bod X primky AV, jehoZ vzddlenost od VB je
dvojndsobkem tsecky XM.

Rozbor. Oznadime-li pismenem Y patu kolmice z X na
VB (obr. 41), je hledany bod X vrcholem lomené Ciry
Y XM, pro kterou plad XY | VB, Y leii na VB, X leZi
na VA, XY : XM = 2 :1. Zobrazime-li hledanou Ilo-
menou iru v nékteré stejnolehlosti se stfedem V, H

Obr. 41 8 v
Y
y M
N/
N
v X X A



V-V, Y>Y, X—> X, M- M), dostaneme lome-
nou Caru Y'X'M’'; bod Y’ leZina VB, X' na VA, M’ na
VM. Jetaké X'Y’ | VBa X'V : X'M' =2:1.
Sestrojime-li lomenou ¢&iru Y'X’'M’ tak, aby méla
pravé uvedené vlastmosti, ziskime jejim zobrazenim ve
stejnolehlosti H-! (V — V, M’ — M) hledanou lomenou
¢aru YXM atim i bod X. Konstrukci lomené ¢ary Y' X' M’
muZeme provést tak, Ze zvolime libovoln& bod X’ na VA4,
sestrojime Y’ jako patu kolmice z X’ na VB a pfimku VM

pretneme kruznici 2 = (X ’ —21- X' Y’) v bod¢ M'. Dokon-
Cete sami feSeni této Ulohy; ziskate nejvysSe dvé feSeni,

101.* Je dé4no ohnisko F a fidic{ pfimka d paraboly a dal¥f pfimka p.
Sestrojte pomoci stejnolehlosti nebo posunut prasefiky piimky p
s parabolou.

102.* Jsou ddna ohniska elipsy a jeji hlavni vrcholy. Dale je dédna
pitmka p, kterd protina hlavri osu. Sestrojte priseéiky elipsy s pfimkou
P, vyuzijete-li fidicd pfimky elipsy (odst. 10 v kap. I).

29. Ctvrty zptisob konstruktivniho vyuZiti stejnolehlosti je
vhodny pfi nékterych ulohich o kruZnicich. V rozboru
takové ulohy zwolime za stied stefnolehlosti mezndmy bod.
Sestrojime jej pak na zikladé vlasmosti, které vyplyvaji
z toho, Ze je stfedem stejnolehlosti zobrazujici dany atvar
v hledany.

Piiklad 9. Fsou ddny dvé riznobésky a, b a krusnice
k, kterd se nedotykd Sddné z nich. Sestrojte krusnici, kterd
se dotykd primek a, b 1 krusnice k.

Rozbor. Hledanid kruZnice %2 a dand kruZnice % jsou
stejnolehlé podle bodu dotyku T (obr. 42). Tato stejno-
lehlost H (s neznimym koeficientem) zobrazi teny a, b
krufnice # v te¢ny &’ [/ a, b’ /| b kruZnice k. Ve stejno-
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lehlosti H (a — a’, b — b’) ptejde priiseCik P pfimek a, b
do bodu P’ (pruseciku pfimek a’, b'). AniZ znime 7,
muZzeme sestrojit pfimky a’, &' a jejich prusecik P’. Bod
T pak lezi na pfimce PP’ a na kruZnici k2. Hledana kruZnice
k je obrazem dané kruZnice ve stejnolehlosti H-* (T — T,
P —P).

Konstrukce: K,: Sestrojime tecny a', b’ krusnice k tak,
aby byloa’ [ a, b’ || b.
K,: Sestrojtme priseéik P’ p¥imek a’, b'.
K,: Sestrojime spoleény bod T krugnice k
a primky PP’.
K,: Sestrojime hjako obraz kv H-1(T > 71
P - P).

Ditkaz spravnosti konstrukce je snadny. Z konstrukcc
K, plyne, Ze kruZnice % se dotykd pfimek a’, b’. Stejno-
lehlosti H-! zobrazime a’ — a, " — b, £ — h. Dotyka se
proto kruZnice 4 pfimek a, b. ProtoZe stfed stejnolehlosti
leZi na k, je bodem dotyku kruZmice % a jejiho obrazu, tj.
kruZnice 4. Sestrojend kruZnice ma vSechny poZadované
vlastnosti.

Diskuse. Konstrukci K, ziskime dvé teCny a’ a dvé tecny
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b’ kruinice &, vesmé&s rizné od pfimek a, b. Konstrukci
K, ziskime ¢étyfi body P’ % P jako vrcholy rovnobéZnika
'opsaného kruZnici k. KaZd4 pfimka PP’ prome % ve dvou
bodech T;, T, nebo nemd s k spolecny bod. Vznikne tedy
nejvyse osm bodid T. Jaké jsou dalsi moZnosti pro pocet
bodua T? Na obr. 43 vidite polohu pfimek a, b a kruznice
k, pti které vznikne osm boda 7.

b

k

X~

103. Narysujte si osm kruZnic, které jsou feSenim ulohy na obr. 43,
104. Zvolte polohu pifimek a, b a kruZnice k tak, aby body P’ byly
vrcholy &tverce se stfedem P. Body T pak po dvou splyvaji, ale osm
stejnolehlostd zustdva, odliste si je navzdjem.

105. Jak probihd feSeni ulohy, dotyka-li se danid kruZnice k jedné
z piimek a, b nebo obou?
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