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Kapitola 1.

ZKOUMANI KONVEXITY
UTVARU

Pfedstavte si jezero s pfikrymi bfehy, jehoZ hladina mi
takovy tvar, ¢ muZeme doplavat z kteréhokoli mista na
jezefe po pfimé trati na kterékoli jiné misto.

Pfedstavte si tovarni halu nepravidelného pudorysu,
kterd ma tu vlastnost, Ze muZeme kterdkoli dvé mista v nf
spojit napjatym dratem.

Tyto dvé pfedstavy ndm budou vychodiskem pro defi-
nici konvexniho Gtvaru. Rovna hladina jezera pfedstavuje
ttvar v roving, tj. mnoZinu bodi roviny; tovirni hala
predstavuje dtvar v prostoru, tj. mnoZzinu bodd v prostoru.
Piima trat spojujici dv€ mista nebo napjaty drat pfedstavuje
useCku. Charakteristicka vlastnost hladiny jezera i tovarni
haly je zfejmé vyjidiena touto matematickou definici:

Geometricky utvar U (leZici na pfimce, v roviné nebo
v prostoru) nazyvame konvexnim, jestlize tiseCka spojujici
kterékoli jeho dva body nalezi dtvaru U.

Pfitom slovem ,utvar” rozumime jakoukoli mmnoZinu
bodii; vyrok ,,iseCka nileZi Gtvaru U znamena, Ze viecky
body této useCky nileZeji Gtvaru U,

Ptedchozi definici jest¢ doplnime: mezi konvexni utvary
budeme poditat i utvar skladajici se z jediného bodu;
brzy uvidite, pro¢ jsme vyslovili tento dopln&k definice.

Konvexni utvary tvofi dileZitou skupinu geometrickych
utvard, které maji pomérné jednoduché vlastmosti. VétSina
obrazci, téles, s nimiZ se ve §kole i v praxi setkavite, jsou
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konvexni utvary. Konvexni Gtvar miZe byt Casti pfimky
(napf. usecka), roviny (Ctverec) mebo prostoru (krychle).
V této kni¥ce budeme zkoumat hlavné konvexni tutvary
v roviné; prileZitosm¢ si vSak vSimneme i konvexnich
tvarti na pfimce a vjprostoru.

Obr. 1

P Q

FU vétsiny jednoduchych ttvartt poznime z nizoru, zda
)sou konvexni ¢i nikoli. Tak na obr. 1 vidime pét rovinnych
utvari: je to kruh (s obvodem), pds roviny (i s hranicnimi

pfimkami), tzv. nevypukly uhel (i s rameny), jisty ¢tyfahel-
nik ABCD a konetné ¢tverec PORS (s obvodem), z néhoZ
byl vynechdn bod M. Nézor nim napovida, Ze prvni dva
utvary jsou konvexni, zbyvajici tfi nekonvexni; na obrazcich
vidime v téchto pfipadech vidy tseCku XY, jejiz krajni
body X, Y nileZeji danému utvaru, ale néktery bod usecky
XY tomuto vitvaru nenaleZi.

Viimnéte si jeSt€, Ze prvni, Ctvrty a pity ttvar jsou
omezené, tj. daji se umistit do vhodné zvoleného kruhu;
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naproti tomu druhy a tfeti tvtvar tuto vlastnost nemaji,
proto se nazyvaji neomezené. Je tedy vidét, Ze konvexmi
1 nekonvexni itvar miZe byt jak omezeny, tak neomezeny.

K odivodnéni toho, co jsme si pravé ukdzali, se jeSté
vritime.

Nejjednodussi konvexni wtvary jsou prostor, rovina
a pfimka. Piijmeme za sprivné (bez dikazu), Ze také
poloprostor i vmitfek poloprostoru (tj. poloprostor bez hra-
nicni roviny) jsou konvexnf utvary.

A nyni uvedeme jednu vétu, kterd umoZiuje tvofit ze
znamych konvexnich vitvara dalsi; tato véta zni:

L. Maji-li dva konvexni drvary spolecny aspori jeden bod,
pak je jejich prinik také konvexnt ttvar.

Co znamena v matematice slovo ,,pranik™? Viecky spo-
le¢né prvky dvou mnoZin tvofi novou mnoZinu, zvanou
prunik. V naSem pfipad€ jde o mnoZinu bodi spoleénych
dvéma konvexnim titvarim U, , U,; jejich prinik budeme
zapisovat U, N U,

P#iklad 1. a) Mame dokdzat vétu Ib). Pomoci véty I mi-
me oduvodnit, Ze polorovina, vnitfek poloroviny, polo-
pfimka, vnitfek polopfimky, duty uhel (i s rameny), troj-
thelnik (s obvodem) jsou konvexni 1tvary.

Refeni. a) Obsahuje-li mnozina U, N U, jediny bod, je
konvexni podle dopliku definice konvexniho utvaru.
Obsahuje-li mnoZina U, N U, aspori dva razné body X,
Y, pak libovolny bod Z usecky XY nileZi jednak do U,
(nebot U, je konvexni), jednak do U, (nebot U, je konvex-
ni). Proto néleZi Z i do utvaru U, N U,, 4. celd usecka XY
naleZi do U; N U, a tento prinik je tedy konvexni utvar,

b) Polorovina je prinik poloprostoru a roviny, tj. dvou
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konvexnich dtvard. Vnitfek poloprostoru je zfejmé& kon-
vexni utvar. Vnitfek poloroviny je primik vnitfku polo-
prostoru a roviny.

Polopfimka (vnitfek polophmky) je pranik poloprostoru
(vnitfku poloprostoru) a pfimk

)

Obr. 2

Duty thel <ABC je prunik polorovin ABC a BCA.
Trojthelnik ABC je prunik dutého thlu xA4BC a po-
loroviny ACB.

P#iklad 2. M4me dokdzat, Ze kruh i vnitfek kruhu jsou
konvexni dtvary.

Reseni. Dokazme nejprve, %e kruh (i s obvodem) je
konvexni tutvar. Je din kruh o stfedu S a poloméru r.
Zvolime dva rizné body X, Y tohoto kruhu; kazdy z nich
miize nileZet bud obvodu kruhu nebo jeho vnitfku. Mo-
hou nastat v podstat€ tfi pfipady, které jsou nalrtnuty na
obr. 2abc (tyto pfipady se tykaji vzajemné polohy bodil
S, X, Y — popiste je!). V kazdém z té€chto tfi ptipadu
mime dokdzat, Ze libovolny bod Z tsecky XY ndlezi
kruhu, tj., Ze plati SZ = r. Diikaz v situacich z obr. 2ab
ponechdvime ¢tenaiim. Vznikne-li viak trojihelnik SXY
jako na obr. 2c, pak uZijeme této planimetrické véty:
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Kazdd pticka SZ v rrojuhelntkuy SXY, kde Z je bod mezi
X, Y, je mensi nez del§i ze stran SX, SY. Z této véty vyply-
va nerovnost SZ < r a tim je konvexita kruhu dokizana.

Oduavodnéte obdobné sami, Ze vnitfek kruhu je konvexni
Gtvar!

Konvexitu kruhu viak muiZeme dokézat i jinak pouZitim
véty 1. '

Pfiklad 3. Je din kruh K se stfedem S; pfimka ¢ je
jeho libovolna tecna. Mdme zjistit, ktery tvar je vyplnén
viemi spolenymi body nekonecn¢ mmnoha polorovin tS.

Resent. Nézor ndm napovida, %e hledany ttvar U je dany
kruh K. Abychom dokaizali toto tvrzehi, musime odivodnit
dvé véci:

a) Ze kaZdy bod kruhu K nileZi utvaru U, neboli Ze
kruh K je ¢4sti (tvaru U — zdpis KC U;

b) Ze kaZdy bod ttvaru U nilezi kruhu K, neboli Ze
ttvar U je ¢asti mnoziny K — zapis U C K.

Vztah KC U je zfejmy, nebot kruh K leZi v kaZzdé
poloroviné ¢S, proto kaZdy bod kruhu K je spolecnym
bodem vsech polorovin 8.

Vztah UC K odivodnime takto: zvolime libovolny
bod, ktery nenalezi kruhu K (obr. 3) a dokiZeme, Ze existu-
je asponl jednma z polorovin ¢S, ve které X nelezi. Tato
polorovina 'S je sestrojena ma obr. 3; tim je feleni
piikladu 3 provedeno.

Ve vé&té 1 jsme hovoiili o priniku dvou utvart jako
o mnoZiné viech boda spolecnych témto dvéma dtvarum.
Ptiklad 3 ukazuje, Ze mizeme utvofit prinik vice dtvard,
dokonce prunik nekonecné mnoha utvard. V pfikladé 3 je
kruh K prinikem viech polorovin zS.

Vétu I miZeme pak zobecnit takto:



I'. Maji-li vSecky urvary jisté mnoginy konvexnich itvari
spoleény aspori jeden bod, pak je primik viech téchto urvard
konvexnt utvar.

Uloha 1.

Uloha 2.

Uloha 3.*
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Obr. 3

DokaZte vétu I' tymZ zpisobem jako vétu I.
Pomoci véty I’ a vysledku pifikladu 3 odivod-
néte znovu, Ze kruh je konvexni utvar.

a) Utvar U, se sklddd z vnittku kruhu a pét
bodl na jeho obvodu. Zjistéte, zda utvar U,
je konvexni.

b) Utvar U, se skladd z vnittku étverce a ze
dvou jeho stran (i s vrcholy). Zjistéte, zda je
konvexni.

¢) Utvar U, se sklddd z vnitfku trojuhelnika
a ze dvou bodi jeho obvodu. Zjistéte, zda je
konvexni.

a) Jsou dany dva &tverce ABCF, FCDE (viz
obr. 4a); oblouky k;, k., k3, &, kruZnic maji
po fadé stfedy G, F, H, C. DokaZte, Ze se tyto
kruZnice po dvou dotykaji v bodech 4, B, D,
E a Ze Céra sloZena z obloukd k,, &, kj, &,
omezuje konvexni utvar. (Postupujte tak jako
v uloze 1.)
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b) Je din rovnoramenny lichob&inik ABDE
(viz obr. 4b), C je bod ramene BD, ktery lezi
na ose o ramene AE; obdobné F je bod ra-
mene AE, ktery leZi na ose ramene BD. Ob-

ks
E D
H
k
F c|?
A 8
ky
a)
Obr. 4

louky k,, k,, k4, B, kruZnic maji po fadé stfedy
G, F, H, C. Rozfeste obdobnou tlohu, jako je
tloha 3a.

Céra na obr. 4a je soumémi podle dvou os (kterych ?)
a podle stfedu. Céra na obr. 4b je souméma podle jediné
osy. Obé tyto &ary jsou tzv. ovdly.

Uloha 4.* Sestrojte konvexni ¢tyfihelnik 4BCD, pro
ktery plati AB + CD = AD + BC (tzv.
tecnovy). Sestrojte oblouky k,, &y, kg, k, kruz-
nic se stfedy A4, B, C, D tak, aby se dotykaly
v bodech M, N, P, Q jako v obr. 5. Zjistéte,
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zda vznikld Cira omezuje konvexni utvar.
Tato ¢ira nemusi byt souméma podle Zidné
osy ani podle Zidného stfedu.

P¥iklad 4. V soustavé pravouhlych soufadnic 'ie déna
mnoZina U viech bodi [x, y], pro které plati y = x2. Ma-
me dokazat, Ze U je konvexni dtvar.

Obr. 5 Obr. 6

Reseni. Graf funkce y = x2 je — jak zndmo — parabola,
jejiz vrchol je v pocatku soufadnic a ktera se otvird ve
smyslu kladné poloosy y (obr. 6). MnoZina U se skladi
z bodi paraboly a z boda leZicich ,,nad kfivkou®. Nazor
nasvédCuje tomu, Ze je tato mnoZina konvexni utvar; po-
chybnosti oviem miizeme mit o dvojicich bodd velmi vzda-
lenych od vrcholu. MnoZina U je totiZ neomezeni a ne-
muZeme ji celou pfehlédnout.
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Deduktivni dukaz konvexnosti mnoZiny U provedeme
takto (obr. 6): Zvolime libovolné dva body X, Y z U
o soufadnicich X = [x;, 31}, Y = [x,, 3.]; 1e tedy N =
2 xj, ¥» Z x;. Sestrojime usecku 4B, kde 4 = [x,, x}),
B = [x, x1]; A B jsou body paraboly 1e21c1 na rovno-
bézkich s osou y, které prochizeji po fadé body X, Y.
Dokaieme-h, e kaZdy bod C useCky AB naleZi titvaru U,
plati to i 0 kaZdém bodu Z tsecky X'Y'; to si sami snadno
odtivodnéte s pomoci obr. 6.

Bod C m4 soufadnici x,, pro niZ plati x;<x;=<x,
(pfedpoklddime, Ze je x, < x,). Soufadnici y bodu C vy-
pocteme z rovnice pfimky AB = p. Tato rovnice md tvar

ax +by +¢c=0;
koeficienty a, b, ¢ ur¢ime z podminek

ax, + bx* 4 ¢ = 0 (bod A lezi na p), 1
ax, + bx} + ¢ = 0 (bod B le%i na p). M

‘Odectenim obou rovnic (1) vyjde
a(xy — %) +b(x; — x3) = 0.

Délime-li kladnym Cislem x, — x,, dostaneme

a= — b(x, + xy). @
Dosadime z (2) do prvni rovnice (1) a vyjadfime c:
c = bxlxz.

i(ovni;:e pfimky p tedy zni (délime ¢islem b, nebot je
#0
y=(% +%x)x — x %

a bod C m4 soufadnice
[xs; (%1 + x2) %3 — x; x5].
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Abychom zjistili, zda bod C nileZi utvaru U, vypolteme
pro jeho soufadnice rozdil y — x2; vyjde
(1 + %) X3 — X%, — x5 = (% — %3) (X3 — xy).
Oba (¢initelé na pravé strané jsou nezidporni Cisla, nebot
je x, = x3 = x,; plati tedy pro bod C nerovmost y —
— x2 = 0 neboli y = x2 a bod C naleZi utvaru U.
Tim je dikaz Gplné proveden.

-

y yex3

Obr. 7

Uloha 5. Utvar U je mnoZina viech bodd, jejich? kar-
tézské soufadnmice [x, y] spliiuji nerovnost

x>0,y = % Zjistéte, zda je tvar U konvexni.

Utvar je st roviny leZici nad jednou vétvi
rovnoosé hyperboly; dilkkaz konvexity prove-
dete obdobné jako u pfikladu 4.

Uloha 6. Utvar U je mnozina viech bodi, jejich? kar-
tézské soufadmice [x, y] spliuji nerovmosti
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Uloha 7.*

Uloha 8.*

Uloha 9.

Uloha 10.

x 2 0,y = x3 Zijistéte, zda je utvar U kon-
vexni. Na obr. 7 je narysovana kfivka o rovnici
y = x3; utvar U je vySrafovani neomezeni
¢ist roviny. PH diukazu konvexity pouZijte
opét postupu z prikladu 4.

Je déna ptimka p a na ni bod F. Utvar U je
mnozina vSech bodi X roviny, pro jejichz
vzdilenosti x,, x, od ptimky p a od bodu F plad
% +x =1

Naérméte ttvar U a zjistéte, zda je konvexni.
Lze zjistit, Ze utvar U je omezen dvéma oblou-
ky shodnych parabol. Dikaz konvexity mu-
Zete provést tak, Ze pouzijete vysledku prikladu
4avéty L

Nadrtnéte graf funkce y = %xz . Udejte

soufadnice viech bodu vypliujicich ¢ast U ro-
viny omezenou grafem a osou x. Vyslovte
domnénku, zda je dtvar U konvexni nebo
nikoli. DokaZte vyslovenou domnénku! (K du-
kazu, Ze ttvar neni konvexni, stadi najit jednu
dvojici takovych jeho bodu A, B, Ze GseCka AB
nendleZi danému utvaru. Zvolte za bod A
v naSem pfipadé¢ bod [0, 1].)

Dokazte, Ze mnohoudhelnik ¢étivovy, tj. mnoho-
uhelnik, jehoZz vSecky vrcholy leZi na kruZnici,
je konvexni utvar. K mnohouhelniku pocitejte
i body jeho obvodu. Pfi dikazu pouZijte pti-
mek, v nichZ leZi strany mnohotihelnika,
DokaZte, Ze kazdy hranol (kolmy nebo kosy),
jehoz podstavou je konvexni mnohouhelmk, je
konvexni utvar. Pfitom body povrchu pocitejte
k hranolu.
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Uloha 11.

Uloha 12.
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Dokazte, Ze Ctyfstén i rotatni kuZel jsou kon-
vexni atvary. [Ndvod: Vytvofte hranol, (tyf-
stén i1 kuZel jako priniky poloprostori a po-
uZijte véty L]

Dokaite, %e koule, vnitfek koule, kulova tse
a vrstva jsou konvexni dtvary. PouZijte obdob-
ného postupu jako u kruhu.
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