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Kapitola 2.

HRANICE KONVEXNIHO
UTVARU

Vyklad této kapitoly vychazi z pojmu okolf bodu. Za-
byvame-li se jen body jedné pfimky p, rozumime okolim
bodu M jakoukoli useCku leZici v pfimce p (i s krajnimi

a) b)
Obr. 8

body), jejimZ stfedem je bod M (obr. 8a). V planimetrii
rozumime okolim bodu M kruh (i s obvodem), jehoZ
stfedem je bod M, ve stereometrii je pak okoli bodu M
koule (i s povrchem), jejiZ stfed je op&t bod M (obr. 8bc).
pojmii; hned v dal$im uvidime jeho upotfebeni.

Na obr. 9 je narysovin v roviné ¢tverec ABCD a jsou
tu vyznaceny tfi body K, L, M. Bod K, ktery leZi uvnitf
¢tverce, md tu vlastnost, Ze lze najit aspoii jedno jeho
okoli, které obsahuje vesmés body ctverce ABCD. Bod L
leZici na obvod€ m4 tu vlastnost, Ze v kazdém jeho okoli
jsou body ¢étverce a body, které Ctverci nenaleZeji. Bod M
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je mimo Ctverec; na obr. 9 je zakresleno okoli bodu M,
které neobsahuje Zadny bod ¢tverce.

Zavedeme tyto nazvy:

Bod X je vmitinim bodem utvaru U, kdyZ aspoii jedno
jeho okoli obsahuje vesmeés body atvaru U.
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Obr. 9

Bod Y je Araniénim bodem vtvaru U, kdyZ v ka?dém jeho
okoli jsou body ttvaru i body, které atvaru U nenileZeji.

Bod Z je vnéjsim bodem drvaru U, kdyz aspoi jedno jeho
okoli neobsahuje Z2adny bod utvaru U.

Ve viech téchto tfech pfipadech miiZe byt ttvar kon-
vexni nebo nekonvexni.

V nasem pfikladé z obr. 9 je tedy bod K vnitfnim bodem
¢tverce, bod L jeho hrani¢nim bodem, bod M jeho vnéj-
$im bodem.

Uloha 13. Udejte soufadnice (nejprve numericky) nékte-
rého vnitfniho bodu utvaru U z dlohy 5.
Udejte jeho okoli, které obsahuje vesmés body
ttvaru U. Které body jsou hranicni pro tento
utvar U?

Uloha 14.*Utvar z obr. 5 v tiloze 4 mi (podle nazoru)
vnitini bod A4. Sestrojte okoli bodu 4 s polo-
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mérem co moZnd nejvétSim, které obsahuje
vesmeés body utvaru.

P¥iklad 6. Utvar U z ptikladu 4 (&4st roviny omezens
parabolou) mé zfejmé vnitfni bod ¥ = [0, 2]. Mdme urcit
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Obr. 10

okoli bodu ¥ s polomérem co moZna nejvétsim, které obsa-
huje vesmé&s body utvaru U

Refeni. Néazor napov1da, Ze toto okoli je omezeno
kruZnici &, kterd ma stfed v bod€ ¥ a dotyka se paraboly P
0 Tovnici y= x2 OznaCme r polomér kruZnice k; jeji rovni-

ce pak zni
x24+(y— 22 =12 3

Soufadnice x spolenych bodidi kruZnice 2 a paraboly
p vypocCteme, kdyZz do (3) dosadime y = x2; po upravé

vyjde rovnice
x—3x24+d—1r)=0. 4)
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Rovnice (4) je kvadratickd v x2; jeji diskriminant je D =
= 472—7. Na obr. 10 jsou zakresleny ¢tyfi kruZnice k,,
ko, ks, ks se stfedem ¥ a poloméry », = 4, r, = 1}]/7,
ra = 2, r, = 3. KruZnice %, md s parabolou p privé dva
spolecné body (v nich se paraboly dotyké). Kruhy omezené
kruZnicemi kg, &, obsahujl 1 vnéjsi body Gtvaru U. Polomér
kruZnice k, byl urlen z podminky, aby rovnice (4) méla
jediny kofen x2, tj. aby o diskriminantu D rovnice (4)
platilo D = 0. Kruh omezeny kruZmici %, se zd4 byt podle
ndzoru hledanym okolim. Zbyva dokazat, Ze vSecky body
tohoto okoli naleZeji utvaru U; k tomu vSak postaci doka-
zat, Ze vSecky body kruZnice %, nileZeji titvaru U.

Rovnici kruZnice %, dostaneme z rovnice (3) pro r =

= 4 |/7; po tpravé vyjde
x4y — 4y —I-%:O. 5)

Vypoétéme pro body kruZnice k, vyraz y — x2; pomoci (3)
dostaneme

9 9
y—xt=y +3:—4y +Z=y2—3y +Z=
E—] J— 3 2

To viak znamen4, Ze kaZdy bod kruZnice &, nileZi titvaru
U; dm je feSeni tiplné provedeno.

MnoZina viech hrani¢nich boda ttvaru se nazyva jeho
hranice. Tak napf. hranice kruhu je jeho obvod, hranice
vnitfku kruhu je také jeho obvod. Hranice trojuhelnika
je jeho obvod, hranice vnitfku trojihelnika je také jeho
obvod. Hranice krychle je jeji povrch, hranice poloprostoru
oA je rovina g.
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Utvar, ktery obsahuje svou hranici, se nazyva uzavieny.
Je tedy napf. kruh uzavieny ttvar, naproti tomu vnitfek
kruhu neni uzavieny utvar. Vyslovime si na tomto misté
umluvu, Ze nadale vsecky drvary, které budeme studovat,
budou uzaviené; to znamend, e k nim budeme pocitat
viecky jejich hrani¢ni body.

D c
\E
A 8
Obr. 11

Uloha 15. Urlete hranici ttvaru U z obr. 11; ttvar U
se sklidda z uzavieného &tverce ABCD a tselky
CE. Je vysledek tyZ, pokladdme-li utvar U za
st roviny nebo za Cast prostoru? [Uvédomte
si, jak je definovano okoli v roviné a jak v pro-
storu.] Je dtvar U konvexni ?

Hovofili jsme uZ o konvexnich 1tvarech na pfimce;
mimo mnoZinu o jednom bod¢ jsou to usecka (s jednim
nebo ob&éma krajnimi body, nebo vnitfek tsecky), polo-
pfimka (s politkem nebo bez ného) a sama pfimka. Jiny
konvexni Utvar na pfimce si nedovedeme pfedstavit. Tuto
skutetnost vyslovujeme vétou, kterd je jednou z nejdile-
Zitgj8ich vét geometrie:

IX. Omezeny konvexni utvar na piimce, ktery md aspori
dva body, je tisecka*).
:) Tato véta je geometrickym znénim tzv. Dedekindova axiomu spo-
jitosti.
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Z véty II vyplyva tato zikladni vlastmost konvexnich
Utvari:

II1. Pfimka, kterd obsahuje aspori jeden vnitini bod ome-
zeného konvexniho utvaru v roviné nebo v prostoru, protind
jeho hranici prdavé ve dvou bodech.

Obr. 12a

~ PFiklad 7. Mame dokézat vétu III pro konvexni Gtvary
v rovin¢ pomoci véty II.

Reseni. Oznaéme U dany konvexni utvar v roving, p
pfimku, kterd obsahuje jeho vnitfni bod A4 (obr. 12a).
Dile ozna¢ime O okoli bodu A, které obsahuje vesmés bo-
dy ttvaru U. Prinik P piimky p s ttvarem U je podle
véty 1 konvexni 1utvar; protoze utvar U je omezeny, je
i Utvar P omezeny. Mimo to obsahuje titvar P pranik
ptimky p s okolim O (proc?), tj. obsahuje nekonecné
mnoho bodil. Je tedy podle véty II utvar P jistd useCka
H,H,. Krajni body H,, H, této usecky jsou hrani¢ni body
atvaru U; nebot napf. v kazdém okoli O, bodu H, jsou
body pfimky p, které naleZeji tvaru U (GseCce H,H,)
a body, které mu nenaleZeji.

Podle na$i dmluvy o uzavfenosti titvari naleZeji body
H,, H, utvaru U. Vedeme-li z nich tefny ke kruZnici
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omezujici okoli O, dostaneme vySrafovanou &ast roviny
(obr. 12a), jejiz vSecky body naleZeji utvaru U (proc?).
Nyni snadno sestrojime ke kazdému bodu X leZicimu mezi
H,, H, okoli O’, které obsahuje vesmés body utvaru U;
vyloZte jeho konstrukci podrobné podle obr. 12a.

H, Ho p

Obr. 12b

Zdvér. Kazdy bod pfimky p lezici mezi H,, H, je vnitini
bod utvaru U; bod leZici vné useCky H,H,, nenileZi
utvaru U, proto neni ani vnitini, ani hrani¢ni. Na pfimce
p leZi tedy jen dva hranicni body H,, H,.

A nakonec vSeteCnd otdzka: Co kdyby situace vypadala
napk. tak, jako na obr. 12b?

Uloha 16. DokaZte v&tu III pro konvexni utvary v pro-
storu.

Uloha 17. Utvar V je primik tGtvaru U z tlohy 5 a polo-
roviny mP, kde P je pocatek soufadnic a m
je ptimka o rovnici x + y — 4 = 0. Nacrtnéte
obrizek, vyjadfete ttvar V nerovnostmi a zjisté~
te, zda bod 4 = [1; 2] je jeho vnitinim bo-
dem. Urcete hrani¢ni body utvaru V, které
lezi na pfimce AP.

P#iklad 8. Utvar V je prinik utvaru U z piikladu 4 a po-
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loroviny mP, kde P je politek soufadnic a m je pfimka
o rovnici y = 4. Bod J = [0; 2] je vnitinim bodem utva-
ru V. Mame jim vést takovou pfimku, aby hranice utvara
V na ni vytala usecku délky nejvyse 3.

y
92
__A C Ko/ B _ _m
v \
- J K.
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2 X
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Obr. 13

Resent. Obr. 13 znazorfiuje situaci. Z¥ejmé posta&i zkou-
mat jen pfimky prochazejici bodem ¥, které maji nezi-
porné smérnice, nebot utvar V a bod ¥ jsou soumérné
podle osy y. Dvé z téchto pfimek jsou na obr. 13 zakresle-
ny: je to pfimka g;, kterd protind hranici titvaru V v hra-
ni¢nich bodech H,, K;, jeZz oba ndleZeji parabole; dile je
to pfimka ¢,, kterd protina hranici dtvaru V v bodé H,
ndleZejicim parabole a v bod¢ K, naleZejicim pfimce m.

Oznacme a (= 0) smémici piimky ¢,, jejiZ rovnice pak

je
y=ax+2. (6)
Soufadnice x bodu H,, K; dostaneme FeSenim kvadratické

rovnice
x2—ax—2=0.
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Tato rovnice ma kofeny

x=laj;l/la2+2. @)

Soutadnice y bodd H,, K; vypocteme z rovnice (6) pomoci
(7); vyjde

N 1., .,
y—2a +2:[:a]/4a +2.

Je tedy
T, .. 1 1/71 . T
H, = [—a— 4a2+2 —a2+2—a —Zaz—l—Z s
(7)
K, =[la+- .la2+2 ~a2+2 +a ia2+2-
1 2 4 ) 4 ]
Ptitom pro ¢islo a mime tyto nerovnosti
0=sax1l,

nebot pfimka ¢, ma nejvétsi smérnici, splyne-li s pfimkou
JB (viz obr. 13).

Vzdilenost H,K; vypocteme podle znimého vzorce pro
vzdélenost dvou bodd H; = [x}, 31], K; = [x5, 3]

d=J(xa — %)* +(¥2 — 3% 5
v naSem pfipadé je podle (7')

HK: = 4(%a2 —1—2) +4a2(%a2 4.—2) =
= (a® + 8)(a® + 1). (8)
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Podle podminky tlohy mé byt H K, < 3, tj. podle (8)
(a® +8) (¢? + 1) = 9 neboli po upravé

at +9a = 1.
To je kvadratickd nerovnost pro a?; rozfe$ime ji ipravami

85
4’

9\2 _85
(=+3) =%
V85 —9.

2 >
protoZe je a neziporné, dostivime

a« = ]/V_3_52;9 0,33, ©)

Obriceni postupu ukdZe, Ze pro viecka a spliujici ne-
rovnost (9) je skutetné H, K, = 3.

Zbyva dokdzat to, co ndm napovida nazor: Ze totiZ pro
viecky pfimky ¢, je H,K, > 3. Pfedné je K, > JC = 2
(viz obr. 13). Nyni pouZijeme vysledku z pfikladu 6; tam

jsme zjistili, Ze kruZnice se stfedem ¥ a polomérem% V7
nileZi Gtvaru U (a tedy i ttvaru V); proto je jist¢ H, ¥ =
= %]ﬁ Secteme-li nerovnosti FK,> 2, H,¥ ;lVT,
dostaneme

HK,> 2 +%]/7 <24132=332> 3.

ProtoZe je také CP = 4 > 3, jsou pfimky Zddané vlastnosti
jen nalezené pfimky ¢, a pfimky s nimi soumérné sdruzené
podle osy y.

at 4+9a? —I—STI =

a =
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V3ecka feSeni lohy jsou zakreslena na obr. 14; pfisluiné
tsecky vypliiuji vysrafovanou ¢dst roviny.

P#iklad 9. Je dina krychle ABCDA'B'C’'D’ o hran¢
délky 1, M je bod thlopficky BC’, pro ktery plati C'M =
= 3 BM. Z krychle je oddélen ¢tyfstén ABCB' a je se-

y
A c B o) o
! / I3
v A X/
ll
J T /
/
4M
X /”Y :’_:/ ! C
P A X2 8
Obr. 14 Obr. 15a

strojen stfed X useCky AM. Mame dokizat, Ze bod X je
vnitinim bodem Ctyfsténu a mdme urcit nejvétsi okoli bo-
du X, které naleZi Ctyfsténu.

Reseni. Na obr. 15a jsou My, X, paty kolmic sputénych
po fadé€ z bodi M, X na rovinu ABC. Bod X nileZi usecce
AM a neni bodem povrchu ¢tyfsténu ABCB’, je tedy jeho
bodem vnitinim. Vzdalenost bodu X od roviny ABC je
délka usecky XX, ; pro ni plati

1 1 1., 1
—EMMO _f'ZCC =5 (10)
Vzdalenost bodu X od roviny ABB’ je taZ jako vzdalenost

27
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bodu X, od ptimky AB, tj.;- BM, =~ - + BC = . Vadi-
lenost bodu X od roviny BCB’ je tiZ jako vzdalenost bodu
X, od ptimky BC, tj. 5 AB = .

B! Y X 2
’ 9

Obr. 15¢

Obr. 15b

Bod X ma tedy od rovin tfi stén Ctyfsténu ABCB’

vzdilenosti %, %, %; zbyva zjistit jeho vzdalenost od ro-
viny ACB’. K tomu pouZijeme pravothlého trojihelnika
YZT (viz obr. 15a), ktery dostaneme jako prusek Ctyfsténu
ABCB'’ s rovinou ¢ kolmou k pfimce AC vedenou bodem
X. Rovina ¢ je urcena pfimkou XX, | AC a pfimkou
YZ | AC. Chceme-li trojuhelnik YZT narysovat, mu-
sime zjistit skutecné délky jeho stran; to je moZné pomoci
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s{t& Ctyfsténu, kterd je narysovdna na obr. 15b. Ze sit&
zjistime také skuteCnou délku usetky YX,, z obr. 15a
skuteCnou délku tvsecky XX;; pak dovedeme narysovat
obr. 15c a z n¢ho uréime vzdéilenost VX bodu X od rovi-
ny ACB'.

Popsanou konstrukci budeme sledovat vypodtem. Plati
(viz obr. 15b)

3

MN — CN=§AC=%V§,

1 3.

YX, = 5 MN = ]2,
1 1 5y 5us

AY = YZ=§AN=§-§V2=EV2, (11)

YT = YT, =AY tg 60° = %VG—,

ZT =2ZT,= AZ=AY)2 = %.

. ZT
Z podobnosti AYX U ~ AYZT plyne UX, = vz YX,
a déle podle (11)

UX, = % (12)

Nyni vypoéteme pomoci (10), (12)

UX=UX,— XX, —>—1-1 " a3

e °78 8 4

29



Z podobnosti AXVU ~ AYZT vyplyva podle vztahi
(11), (13)

Ux _
VX=v7 YZ= 4V3 121/ (14)

Podle (14) je tedy VX > 1—2 +1,732 > 0,144 > = . Nej-

mensi ze vzdilenosti bodu X od stén Ctyfsténu ABCB’
je tudiZ % Hiledané okoli je koule se stfedem X a polo-

mérem %; tato koule se dotyka rovin ABC, ABB’.

Uloha 18. Urdete konstruktivn€ i poetng délku vselky,

kterou Ctyfstén ABCB' z pfikladu 9 vytind na
piimce B'X.

Uloha 19. *]e din pravidelny hranol &tyiboky ABCD
A'B'C’'D’, jehoz hrana podstavy ABCD ma
délku a, hrana pobolnia AA’ mi délku o.
Bod P je stfed Ctverce A'B'C'D’, M je stfed
useCky AP. Bod X probihd obvod ctverce
ABCD. Zakreslete lomenou Caru, kterou pro-
biha druhy prisetik X’ pfimky MX s po-
vrchem kvidru. Kterd z useCek XX’ je nej-
del§i? Stadi vypocitat délky tuseCek XX’ pro
X=A4A, X=B, X =C; je tieba provést
diskusi vzhledem k proménnym a, 2.

Uloha 20. a) Kolik hrani¢nich bodii obsahuje pfimka,
prochizejici vnitfnim bodem neomezeného
konvexniho utvaru? Udejte viecky moZnosti,
odivodnéte je a uvedte pfiklady z téch kon-
vexnich atvari, které znate.



b) Utvar U v rovin€ m4 tuto vlastnost: Ka¥da
pfimka prochdzejici uréitym jeho vnitinim
bodem obsahuje pravé dva hrani¢ni body. Lze
tvrdit, Ze utvar U je konvexni?

Pozndmka. Plati-li vlastnost v tloze 20b) pro kaZdy

vnitfni bod utvaru U, pak lze tvrdit, Ze ttvar U je kon-
vexni.
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