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3. kapitola

KOMBINACE

Jsou didna dvé pfirozend Cisla k, n. Kombinace k-1é t¥idy
z n prvki jsou skupiny po 2 riznych prvcich vybrané zmno-
Ziny majici n prvka tak, Ze kaZdé dvé skupiny, které se liSi
pouze pofadim prvkid, poklidime za totoZzné. Ze Skoly
vime, Ze polet kombinaci k-té tfidy z » prvkid se rovna
kombinacnimu ¢islu (2) Pfiklady ndm zase ukaZi, jak se
pojmu kombinace uZiva pfi feSeni riznych otizek.

P¥iklad 17. Kolika zplsoby je moZno na &tvercové Sa-
chovnici s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby viechna tfi pole
neméla stejnou barvu?

Reseni. Vybirame t¥i pole ze 64 poli, tj. tvofime kombi-
nace 3. tfidy ze 64 prvkd. Téch je (634). Sachovnice mé 32
bilych a 32 Cernych poli. Podle naSeho textu nejsou pfi-
pustné trojice sloZené vesmés z bilych poli — takovych tro-
jic je (332) — ani trojice sloZené vesmés z Cernych poli —

téch je rovnéz (332) Hledany podet je tedy
(634)— 2. (332)=41 664—9920—=31744.

MuZeme viak pocitat téZ jinym zptsobem. Pole vybira-
me tak, Ze bud jedno je bilé a dvé ¢erné nebo jedno je Cerné
a dvé bild. Z toho odvodime pocet moZnosti
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32.(322)+(322).32=32.32.31=31744.
Odpovéd. Pole muZeme vybrat 31744 zptisoby.
Piiklad 18. Ktery vypukly #-uhelnik ma alespoii dva-
krat tolik uhlopficek co stran?

Reseni. Ze $koly si pamatujeme, Ze pocet tihloptitek vy-
puklého n-uhelnika lze vyjadfit ¢islem

_ n(n-=3)
()=

Ma tedy platit nerovnost

n(n—3)
2

=2n.

Upravou dostdvime
n(n—3)=4n.

ProtoZe Cislo n je kladné, miZeme obé strany timto
¢islem délit a dostaneme n—3=4, &ilin=7.

Odpovéd. Hledany n-thelnik ma alespori sedm stran.

Trochu prostorové predstavivosti budeme potfebovat
v dalsim pfikladé. Setkime se tam s jednim pravidelnym
télesem, které se nazyva pravidelny dvanictistén
(d6dekaedr). Abychom si o tomto télese ucinili lepsi
pfedstavu, podivejme se na obr. 3, ktery zachycuje pohled
na toto téleso. Stény dédekaedru jsou pravidelné pétithel-
niky.

Piiklad 19. Kolik télesovych uhlopficek*) ma pravidel-
ny dvandctistén ?

*) Télesovou uhlopfickou vypuklého télesa rozumime (jak zniamo)
usecku spojujici dva rtizné vrcholy a lezici uvnitf télesa.
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Reseni. Pravidelny dvandctistén m4 20 vrchold. Z nich
budeme vybirat dvojice, Cili tvofit kombinace 2. t¥idy
z 20 prvkia. Téch je (220)=190. To ovSem nejsou vesmés
télesové tdhlopficky, nybrZ jsou sem zahrnuty i hrany
dvandctisténu a uhlopficky ve sténich. Dvanictistén ma
30 hran, kazda jeho sténa je pravidelny pétithelnik a existu-
je tedy v ni pét dhlopfi¢ek. Ve sténich je tedy celkem
12.5 = 60 uhlopficek. Pocet télesovych uhlopricek je tedy

190 — 30 — 60 = 100.

Obr. 3.

Jiné Feseni. Urleme, kolik télesovych uhlopficek vychazi
z pevné zvoleného vrcholu. Kazdy vrchol patfi ke tfem
sténam, takZe z ného vychazeji tfi hrany a Sest sténovych
uhlopficek. Zbyva tedy jeSté deset vrchold, k nimZ ze zvo-
leného vrcholu vedou télesové tuhlopficky. Tato tvaha
plati ovSem pro kaZdy vrchol. Vrcholt je 20. Souc¢in 20.10
znamend tedy dvojndsobné brany pocet viech télesovych
thlopficek a to jiZ vede k vysledku odvozenému v pfedchi-
zejicim feSeni.
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Odpovéd. Pravidelny dvanactistén ma 100 télesovych
uhlopficek.

Priklad 20. Vratte se k pfikladu 8 na str. 13. UkaZte,
jak se zméni vysledek, Zddame-li, aby ani v oddéleni A ani
v oddéleni B neztstala dvé volna mista.

Reseni, Je zakazan kaZdy p¥ipad, kdy v A jsou dvé voln4
mista a také kaZdy pfipad, kdy v B jsou dvé volnd mista.
V oddéleni A, které ma 12 mist, lze vybrat dvé volna mista
ziejmé (122) zpiisoby. Ostatni mista (je jich 24) jsou pak
obsazena; Z4ky na n€ miiZeme umistit celkem 24! zptsoby.
Pocet zasedacich pofddkili, v michZ jsou dvé volna mista

v oddéleni A, je pak (). 24!. Podobné pro dvé voln4 mista
v oddéleni B mime (124) moZnosti a na zbylych mistech
ve tHidé lze Zdky zase rozesadit 24! zptisoby. Cislo (124). 24!
tedy udéva pocet zasedacich poradki, v nichZ jsou vizdy

dvé volna mista v oddéleni B.
Odpovéd na pavodni otazku tedy dava &islo

x=2l — (122).24!—(124).24!.
Snadno nahlédneme, Ze je x = (24!).168. Logaritmicky
vypocet dava*)
log x = 23,7927 4+ 2,2253 = 26,0180
a po odlogaritmovéani x = 1,043.10%,
Piiklad 21. V roviné jsou diny dvé rizné rovnobézky

a, b. Na pfimce a je dano m riznych bodt 4,, 4,, ...,

*) MiZete opét pouzit Vélouchovy"ch tabulek, kde lze najit pfibliznou
hodnotu ¢isla log 24!.
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A, a na pfimce b je ddno »n rliznych boda B;, B,,..., B
Urdete polet viech trojuhelnikd, jejichz viechny vrcholy
lezi na pfimkach a, b, a to pravé v bodech A4;, B;.

Reseni. Celkem se v této tiloze vyskytuje m + n réznych
bodd, ze kterych mame tvofit trojice.

Utvotime tedy nejprve vSechny kombinace 3. tfidy
zm + n prvki. Téchto kombinaci je ("%"). Toto &slo
oviem neznamena pocCet vSech trojuhelnikd, které nas
zajimaji v dané tloze. Zahrnuli jsme sem totiZ také trojice
bodli, které leZi na pfimce a a rovné&Z trojice leZici na
piimce &. Je tedy nutné odefist jednak (';'), jednak G),
takZe konelny vysledek je

+n\__ —
("3)-G)-6)

Jiné FeSeni. Priklad 21 lze feSit téZ touto uvahou. Zm + n
danych bodii budeme vybirat nejprve ty trojice, ve kterych
dva body leZi na pfimce a a jeden na pfimce b. Tvofiine
tedy kombinace 2. t¥idy z m prvkd — téch je (’;) — ake
kazdé z nich pfipojime n&ktery z bodt na pfimce 4. To
je moZno provést celkem (’g) .1 zZpusoby.

Podobnég uréime pocet téch trojic, kde jeden bod leZi na
pfimce a a dva na pfimce 5. Tu mime m(g) moZnosti.
Celkovy pocet trojtihelniki je tedy

Dvé feSeni, jeZ jsme podali u pfedchazejiciho pfikladu,
nam poskytla dva vysledky, které se na prvai pohled od se-
be lisi. Z tvahy, kterou jsme provedli, vyplyva, Ze oba
vysledky jsou si rovny, Ze tedy plati
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3= G))=G)-»+()-m
Tento vzorec je ndm ostatné uz znam z pfikladu 11, kde
jsme jej dokazovali vypoctem. Nyni jsme vlastné tedy do-
kazovali tento vzorec znova, pfiemz jsme uZili geometric-
kého znazornéni a vhodné kombinatorické uvahy. Ctenaf
necht sdm posoudi, kterd z obou cest pro diikkaz naSeho
vzorce se mu jevi schidnéjsi.

Neékdy se v matematice vyskytuji téZ tzv. kombinace
s opakovdnim; s timto pojmem se sezndmime v dalSich
fadcich. I tato otdzka vSak 1zce souvisi s jednim problémem
z teorie Cisel. Abychom této souvislosti lépe porozuméli,
vyteSime nejprve dva pfiklady, které na prvni pohled nijak
nesouviseji s kombinacemi. Pfi feSeni druhého z nich
vSak hned poznime, Ze se s vyhodou dé pouZit kombinac-
nich cisel.

Priklad 22. Je d4na rovnice .

x+y+2z2=23

Uvedte vSechny uspofadané trojice celych mezipornych
Cisel (x, y, 2), jez vyhovuji na$i rovnici.*)

Refeni. Uloha je celkem jednoduchd, jen si musime dét
pozor, abychom nezapomnéli na Zidny pfipad, ktery vy-
hovuje dané rovnici. Budeme proto postupovat systema-
ticky.

Nejvétsi z hledanych Cisel nemaze byt vétsi nez 3; tak
nachazime pfipady (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3). Nyni vezme-
me v uvahu ty trojice, ve kterych nejvétsi Cislo je 2 —
jedna z nich je (2, 1, 0) — a konecné ty, v nichZ nejvétsi

*) Setkdvime se tu tedy s daldim piipadem neuréité (diofantské)
rovnice.
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Cislo je 1 — takova je jen jedind, totiZ (1, 1, 1). Vysledek
miZeme zapsat do tohoto piehledu:

(3,0,0); (0,3,0); (0, 0, 3); (2, 1, 0); (2, 0, 1);
(1, 2, 0); (1, 0, 2); (0, 2, 1); (O, 1) 2); (1) 1, 1)'

Odpovéd, Nasli jsme celkem 10 trojic, jeZ vyhovuji da-
nym podminkam,

V dal§im piikladé se budeme zabyvat jeSté obecnéjSim
piipadem diofantské rovnice a budeme hledat pocet feSeni.
Roziesenim pfikladu 23 bude nalezena i odpovéd na pti-
22 zbyteCny. Zafadili jsme jej sem vSak pfesto — nejen
jako pfipravu k dal§i tivaze, ale aby si Ctemdf skutecné
prosel vsechny trojice vyhovujici dané rovnici.

P¥iklad 23. Je ddna rovnice
x1+x2+x3+ “ae +xr=n,
kde r, n jsou dand pfirozend (isla. Urcete, kolik existuje
uspotddanych r-tic Cisel x;, x5, X3, .. ., %r, jeZ spliuji da-
nou rovnici a jsou celd nezaporna,

Resent. Zavedeme pomocné neznimé ¥;, ¥z, Va5 + - -5 Pr
tim, Ze poloZime
n=1+4+x,
Y2 =2+ x; + X
Ys=3+ 2 + %, + X3
Ya=4+ % + X+ x5+ %y

Yr=r+x+x+x+ ...+ x.

ProtoZe plvodni nezndmé x; jsou Cisla nezdporna, plati
o novych neznamych y; zfejmé vztah

l=yn <y <y<...<y»r=n+r
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PovSimnéme si zde, Ze &islo y, je rovno &islu n 4+ r,
takZe je y,—1 = n + r — 1. Mame tedy r— 1 pfirozenych
¢isel Y15 Vos Vas + - s ¥r—,0nichZzplatil < y; =n+r — 1.

Ke kazdé r-tici celych nezipornych cisel xy, x5, X35 ...y %
umime tedy pfifadit jedinou (r—1)-tici 35, Yoy Y35 -« -»
¥,—1 a obracené lze ke kazdé (r—1)-tici ¥y, Yo V3 ...
Yr—1, jeZ spliiuje vztah

léyl <y2 <y3<.-- <yr—l §ﬂ-|—1‘—l,

najit pfisluina &isla x;, x5, x4, ..., x. Otdzka se tedy pfe-
vadi na tento tikol: Mdme ur¢it, kolika zptisoby lze vybrat
r—1 riiznych pfirozenych cisel z celkového poctun + r —
— 1 danych pfirozenych ¢isel. Vidime, e jde o kombinace
(r—1)-ni tfidy z n 4+ r — 1 prvku, takZe hledany pocet je
vyjddien kombinanim ¢islem

(n+r—1-1)'
r—

Odpovéd. Dani neurcita rovnice mé ("“::Tl) feSeni.*)

Pfistupme nyni k definici kombinaci s opakovinim.
Kombinacemi n-té tifdy z r riznych prvkil s opakovinim
nazyvame skupiny po » prvcich z danych r prvki (bez
zfetele k uspofddani ve skupin€), v nichZ se kazdy prvek
miiZze opakovat aZ n-krat. O poc¢tu kombinaci s opakova-
nim se dozvime v dal$im pfikladé.

P¥iklad 24. Jsou dina dvé pfirozen {isla n, r. Urlete
pocet kombinaci n-té tfidy z r riznych prvka s opakova-
Reseni. Danych r prvki oznaéme po fad€ a;, a,, .. ., a-
KaZdou kombinaci s opakovinim lze Gplné popsat tim,

-1

*) Pro r=3, n=3 dostivime (3 _13—21

kem dosazenym v prikladé 22,

)=10, coz souhlasi s vysled-
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Ze uvedeme, kolikrat se v ni vyskytuje prvek a; (pro i =
= 1,2, ..., r). Oznalime-li x; ndsobnost prvku a; v uva-
Jované kombinaci s opakovanim, je r-tice (x1, %z, .. .5 %)
tvofena celymi nezdpornymi Cisly a plati
X1+ x%+x+ ...+ x=mn

Tim je otdzka pfevedena na feéeni neurcité rovnice, kterou
jsme se zabyvali v pfedchéazejicim pfikladé.

Odpovéd. Pocet kombinaci n-té tfidy z r riznych prvka
s opakovinim je (”+’ )

Ulohy

14. Kolika zpusoby je moZno na Ctvercové Sachovnici
s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby vSechna neleZela v témZ
sloupci?

15. Je dan vypukly n-thelnik, jehoZ Z4dné tfi thlop¥icky
nemaji spoleCny vnitfni bod. V tomto z-uhelniky, jsou
sestrojeny viechny uhlopficky. Kolik prisecika uhlopficek
tim vznikne ?

16. Je dén pravidelny dvanictistén (dédekaedr). Kazdé
tfi jeho riizné vrcholy urcuji jednu rovinu. Kolik rovin je
celkem wureno, uvazujeme-li vSech 20 vrcholi? Kolik
z téchto rovin prochazi vnitikem dédekaedru?

17. V prostoru jsou dany dvé mimobéZky a, b. Na pfimce
a je dano m riznych bodu 4,, 4,, ..., An a na pfimce b
je ddno n riznych bodd B, B,, ..., B, UrCete podet
viech Ctyfsténd, jejichz viechny vrcholy leZi na pfimkich
a, b, a to v bodech 4;, B;. i
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