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5. kapitola

NEKOLIK OTAZEK
Z MATEMATICKE
STATISTIKY

Piedstavme si, Ze mame vySetfit vysku a vihu patndcri-
letych chlapct v nasi republice. Pfedmétem zkouméni je
tedy soubor jedincii, ktery obsahuje dosti znacny pocet
prvki. Nebylo by proto hospodarné, kdybychom k ziskani
vysledku chtéli skutecné zméfit a zvazit viechny chlapce
tohoto véku. Nebylo by to mozné tfeba ani z toho divodu,
Ze by tento experiment trval pfili§ dlouho a my médme
ptedepsdno, abychom vysledny tidaj ziskali v dobé co nej-
krat$i. Jak budeme postupovat? Misto celého velmi po-
Cetného zakladniho souboru si vezmeme jen urcity vybér,
tj. skupinu patnictiletych chlapci, ktera neni. prili§ pocetna
a ktera je vybrana podle urcitych zisad z celého souboru
zkoumanych jedincti. VySku resp. vahu pak méfime jen
u tohoto vybéru. Zminéné zasady spocivaji zejmena v tom,
Ze 74dame, aby vyber byl nahodny a co moZna repre-
zentatlvm, tj. aby v urCitém smyslu vzhledem ke zkou-
manému znaku reprezentoval cely zdkladni soubor.

MEél jsme tedy zakladni soubor, ve kterém se mél méfit
néktery kvantitativni znak (vySka, vdha) a pfeSli jsme
k mensimu vybéru. Jak se li§i tfeba aritmeticky primér
v zdkladnim souboru od aritmetického priméru ve vybéru
a jaky je vztah mezi témito Cisly? Tomuto zkoumani vé-
nujeme dal8i dvahu. Pfitom odhlédneme od konkrétniho
vyznamu kvantitativniho znaku a budeme pracovat prosté
s Cisly.

Necht je tedy dan zdkladni soubor, ktery ma N prvka.
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Na kaZdém z nich je naméfen kvantitativni znak x;, takZe
dostavame skupinu N Cisel x,, x,, X, . - ., Xn. Kromé toho
uvazujme vybér, ktery mé r prvki (1 < » = N). Takovych
vybérii existuje celkem (I:I) Cislim N, resp. r, fikime
nékdy téZ rozsah zidkladniho souboru, resp. vybéru.
Ozna¢me # aritmeticky pramér v zdkladnim souboru; je
tedy

S _ X T XXyt .. XN

x= N . (1)
Dile oznadme xM, %®, ..., x® po fadé vechny aritme-
tické praméry ve vybérech rozsahu r; je tedy s= (N)

r
Jak velky je aritmeticky pramér z Cisel %0? Odpovéd na-
jdeme v dal$im pfikladé.

Priklad 34. Urlete aritmeticky primér z vybérovych
aritmetickych praméra x®, £, ..., O,
Reseni. Pfedmétem nasi tvahy je vyraz

M4+ x@4 ... 4+x6
s

wrws

Rozsifime-li tento zlomek Cislem r, vychazi

rxM4re®4... —}—ri(’)' (2)
TS

Kazdé z Cisel rx® si miZeme pfedstavit jako soucet nékte-
rych Cisel x;, pfiCemZ sitancd je vidy r. V Citateli zlomku
(2) se tedy vyskytuji viechna ¢isla x; — pfipadné vicekrat.
Kolikrit je tu Cislo x; ? Musime ur¢it, kolikrat se Cislo x;
vyskytuje ve vybérech rozsahu r ze zakladniho souboru
rozsahu N. Kazdy vybér obsahujici prvek x;, dostaneme
tak, Ze k prvku x, pfidime libovolnou skupinu o r—1
prvcich; je tedy vybéri obsahujicich prvek x; pravé tolik,
kolik kombinaci (r— 1)-ni tfidy lze utvofit z N—1 prvku, tj.
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(I:’_—ll) Cislo x, je tedy v Citateli zlomku (2) privé (I;r__ll -
-krat a totéZ plati ovSem i o kaZdém z daliich Cisel x,,
X3, ..., xn. Citatele zlomku (2) tedy maZeme vyjadtit
ve tvaru -

(’f:ll).(x1+x,+ ).
Podle (1) ma proto Citatel tvar

N—1 __ (N=DI o NI 3
(r—l ).N.x—mm.N.x—m X.
Jmenovatel zlomku (2) je
NI NI
"“_""(Ig):"'rl(N—r)!:(f_1)!(N—r)l'

Délenim tedy dostdvame podil x.

Odpovéd. Aritmeticky pramér ze viech vybérovych
aritmetickych primérd se rovnd aritmetickému priméru
v zikladnim souboru.

Dalsi dualeZitou charakteristikou, kterd se vyskytuje
v matematické statistice, je tzv. smérodatnd odchylka o.
Jsou-li dama ¢isla x;, x5, ..., xn, pak o je definovino
vztahem

_l/(xl—-:'c)’+(x,—f)’+ v o (eN—x)?
o= N .
Smérodamé odchylka o je mirou, jak se hodnoty x; ,roz-
ptyluji* nebo ,,kupi® kolem aritmetického priiméru %; to je
vidét z toho, Ze ¢ zavisi na odchylkich x; — %. Jsou-li
odchylky malé, je ¢ malé, jsou-li odchylky velké, je o velké.
Uvedeme si numericky pfiklad. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 maji
aritmeticky pramér 3, takZe

G=V(1—3)2+(2—3)=+(3;3)’+(4—3)’+(5—3>2___V2—.
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Byvd zvykem znizorfiovat dand Cisla ma ose ¢iselné
a pfipojit tam téZ smérodatnou odchylku. Pro nas pfipad je
toto zndzornéni vidét na obr. 5.

a X

- [y
- L

wii

T2 3 &

Obr. 5.

Vratme se jeSté k vybérovym aritmetickym prumérim
a studujme otdzku, jak se tato Cisla £ , kupi“ kolem arit-
metického priméru x. Srovnidme tedy smérodatnou od-
chylku vSech téchto vybérovych aritmetickych priméri se
smérodatnou odchylkou ¢isel x; v zikladnim souboru.
Tomuto srovnani je vénovan dalsi piiklad.

P#iklad 35. Znite-li rozsah zikladniho souboru a roz-
sah vybéru (Cisla N a ) a smérodatmou odchylku ¢ v zi-
kladnim souboru, vypoctéte smérodatnou odchylku vsech
vybérovych aritmetickych pramérta x®.

Reseni. P¥ipad r = 1 je trividlni, nebot pak je hledani
smérodatmd odchylka rovna pfimo Cislu ¢. V dalS$im textu
tedy uvaZujme jen pfipad r = 2. PouZijme vysledku z pfed-
chazejiciho ptikladu, podle néhoz Cisla %% maji aritmeticky:
priumér x. Jejich smérodatnou odchylku ¢ vypocteme tedy
podle vzorce

= l/ GEO—2)+(FO—%2+...+(FZO—z)
5
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Budeme zatim pracovat jen se zlomkem pod odmocni-
nou, ktery rozsifime ¢islem 72 Dostévime tak zlomek

M —rz) 2+ (re®—rx)+... + (2 —re)?
ris ' (3)

Soucin rx® si zase miZeme pfedstavit jako soucet n&kte-
rych Cisel x;, takZe rozdil rx® — rx lze pfevést na tvar
(xa—-f)+(xb_x)+ ‘o +(xt+5‘)a
ktery se tyka jednoho vyb&ru. Citatele zlomku (3) lze tedy
vyjadfit jako soucet, v némZ jsou jednak sitanci tvaru
(xa—x)?% jednak sCitanci tvaru 2(x,—zx) (x,—%) (pfi a£b).
Kolikrat je zde séitanec (x;—x)2? Stejna tivaha jako
v pledchézejicim piikladg nis vede k vysledku (YY), Take

kaZdy ze s¢itanci
(23— %)%, (23— %), ..., (xv—%)?
ma v Citateli zlomku (3) stejnou ndsobnost.
Kolikrat se v Citateli zlomku (3) vyskytuje sCitanec tvaru
2(x;—x)(x,—%)? Jsme tu vedeni ke kombinaénimu
Eislu (’:’_—22), které se oviem tyka i daliich stitanct uvede-

ného tvaru.
Citatel zlomku (2) je tedy souétem dvou vyrazi; prvni
ma tvar

A=(1:-I-—_11) [ — 22— %) .+ (en— %)),
d_ruh}" md tvar
B=(N=2).[2x,—£)(ta— &)+ . . .+ 2wy~ ) en—)]

Vime, Ze plati
QY o G B )
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takZe v sou¢tu 4 + B si miZeme nejprve viimat jen téch
scitancil, jeZ maji u sebe jako koeficient kombinacni Cislo
(1:’__;) . Je vidét, Ze soucet téchto scitanci lze vyjadfit jako

[Cer—2)+ (= %)+ . . . +-(an—2)]%

coZ podle vzorce (1) je zfejmé rovno nule. Souet A + B
v Citateli zlomku (3) se tedy pfevddi na tvar

M) =20+ (e — 2P+ . . +(an—2)].
Podle definice smérodatné odchylky lze tento vysledek vy-
jadfit jako
N=2)!
(r—l) No*= Tr—DIN——DI" -No*.
Upravujme jesté jmenovatele zlomku (3). Mdme

N\, NI N )
ris=r (I;()_ T N= - Te=DIN=nI

Zlomek (3) se tedy rovna

N-—r
r(N 1)

Odpovéd. Smérodatnou odchylku vsech vybérovych
aritmetickych pruméra urCuje vzorec

- l/ N—r
g=—0 T—_(N-'l_)

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, se zdd na
prvni pohled trochu sloZity, avSak pro praktické pfipady
jej mizeme jesté zjednodusit. Obvykle byva totiZ Cislo N
velmi veliké a Cislo » pomémé malé. V takovém pFipadé
miZeme jeSté upravovat zlomek, ktery se vyskytuje ve
vysledném vzorci pro o. Plati
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r
N—r l_ﬁ '
r(N—1 bl ’
N
pfi¢emZ zlomek 1% je ,,pomérmé& maly*“. V praktickych pfi-
kladech muZeme dokonce pfedpokladat, Ze se rovna nule;
tim dostavame pfibliZznou rovnost
N=r .1
r(N—1) r

a pro smérodatnou odchylku pfiblizny vzorec

-, ag
0= l/;..

Zamysleme se jeSté nad tim, jaky vyznam m4 vysledek
dosaZeny v pfikladé 35. Zjistili jsme, Ze se vybérové aritme-
tické prumeéry ,,hromadi’ kolem priméru £ mnohem vice
neZ pivodné uvaZovana Cisla x;, x5, ..., xn. Smérodamad
odchylka nas poucuje o tom, jak jsou Cisla na Ciselné ose
roztrou$ena. Bereme-li z velkého zékladniho souboru napf.
vybéry rozsahu 25, pak smérodatnd odchylka ¢ je zhruba
pétinou smérodatné odchylky o. Abychom si mohli lépe
predstavit, jak se vybérové priméry hromadi kolem i,
vypocteme si jeSté jeden numericky pfiklad. V ném jsme
zvolili jen mala Cisla, protoZe pfi vétSich rozsazich a vétSich
¢islech x; velmi rychle vzristaji technické potiZe s nume-
rickym vypoctem.

P#iklad 36. V zikladnim souboru {1, 2,3,4, 5} sestrojte
viechny vybéry rozsahu 3. Vypoctéte vybérové aritmetické
pruméry a jejich smérodatnou odchylku. Znazornéte vysle-
dek graficky.

Reseni. Vime jiz (viz str. 52), e =3, o=]2=14l.
Dalsi vypocet mizeme upravit do tabulky
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vybér %) xW—zx () —z)?
1,2,3 2 -1 1
1,2, 4 21 -2 3
1,2,5 22 -3 5
1,3,4 22 -3 -
1,3,5 3 0 0
1,4,5 35 3 5
2,3, 4 3 0 0
2,3,5 33 3 +
2,4,5 a3 2 5
3,4,5 4 1 1

Secteme Cisla v poslednim sloupci a dostdvame vysledek
3%. Protoze je celkem 10 vybéru, délime
1..n 1
35:10=5
a pak odmocnime. Je tedy
- 1/1_1yx
0=V?=3—V3 ~0,58.

To je ve shodé se vzorcem pro G, ktery jsme odvodili vyse.
Podle ného je totiz

1
o=)2. l/a G- V?'
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Piiblizny vzorec pro ¢ zde oviem nemuZeme uplatnit,
nebot je

r 3
N=5=06

coZ nelze povaZovat za Cislo ,,skoro rovné” nule.

Jesté ke grafickému znazornéni. ProtoZe se zde nékteré
vybérové pruméry x® opakuji, pouZijeme ke znazornéni
tzv. sloupkového diagramu. Na ose ¢iselné u isla
x® je pfipojen sloupek, jehoZ délka uvadi, kolikrit se toto
Cislo v uvaze vyskytuje. Vysledek je vidét na obr. 6, kde

-—

G G
———>

2..
T 11 | |
0 "2 2% 28 3 3% 3% 4

Qbr. 6.

jsme také znazornili smérodatnou odchylku . Srovnejte
tento sloupkovy diagram s obr. 5, ktery se tyka zikladniho
souboru.*)

*) Piiklady, které jsme zde fedili, patf{ do oddilu matematické sta-
tistiky, nazgyvaného teorie vybérovych Setfeni (z koneinych
soubori).
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Ulohy

23. Graficky znazornéte pfiblizny vzorec
d -
V_’_—;
pfitom volte ¢ = 10, na vodorovnou osu nanisejte r a na
svislou o.

o=
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