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7. kapitola

RUZNE

V zivéru této knizky uvedeme n&kolik pfikladd s kombi-
natorickym ndmétem. Budou to otdzky, kde se zase ne-
vystaCi jen s mechanickym pouZitim hotového vzorce,
nybrz bude tfeba provést urlitou matematickou tuvahu.
N34S prvni pfiklad je z planimetrie.

PFiklad 42. V roviné je din pravidelny z-thelnik
A AA,. .. A, (kde n je sudé). Z n vrcholt 4,, 4,, Ay, . . .,
A, vyberte tii tak, aby tvofily vrcholy rovnoramenného
trojihelnika.’ Kolika zpusoby je to moZné ?
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Resent. Odpovézme nejprve na otézku, kolik zde existuje
rovnoramennych trojihelnikii s hlavnim vrcholem v bodé
A,. Oznaéme S stfed kruZnice opsané danému z-tthelniku
a sestrojme pfimku 4,S*). Z geometrie vime, Ze tato pfim-
ka prochdzi je$t¢ jednim vrcholem naSeho »-uhelnika

(vrcholem, jehoz index je >-+1). Pfimka 4, rozd&luje
rovinu na dvé poloroviny; zvolme si z nich tu, ktera obsa-
huje uvnitf bod A4,. Uvniti této poloroviny leii—;(n—— 2)

o ¥ . ; v 1 s v
vrcholi naseho n-thelnika a ¢islo 7(71—2) znamena zfejmé

i pocet rovnoramennych trojahelnikd s hlavnim vrcholem
A,. Mezi témito trojihelniky muZe ovSem existovat i troj-
thelnik rovnostranny, nebot i tento trojthelnik zahrnujeme
pod pojem trojihelnika rovmoramenného. Kdy miZe
vzniknout rovnostranny trojthelnik? Zfejmé je to moZné
pravé tehdy, je-li Cislo n délitelné tfemi. Budeme tedy roz-
liSovat dva pfipady.

Je-li n délitelné tfemi, pak pocet rovnoramennych troj-
thelnikd, jez nejsou rovnostranné a maji hlavni vrchol 4,
je

S (1—2)—1=1(n—4).

Stejny pocet oviem dostdvime, volime-li za hlavni vrchol
kterykoli z dal$ich bodd A4,, 4,, ..., A. Soutin

209

udéva tedy polet viech rovnoramennych trojihelnikd, jeZ
nejsou rovonostranné, Polet rovmostrannych trojiihelniki

*) Na obr. 9 jsme znizornili pfipad n=8. Zde je téZ te¢kované nary-
sovan jeden z rovnoramennych trojihelnik, o nichZ jednd pfiklad
42 (je to trojuhelnik A4,4,4,).
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viak uréime snadno — je totiZ roven Cislu % Je-lindélitelné
tfemi, mame tedy celkovy vysledek

(=) + 5 =%(3n—10).

Zbyvi jesté pripad, kdy » neni délitelné tfemi. Pak nelze
sestrojit Zddny rovnostranny trojuhelnik a ¢&islo %(n —2)
znamend tedy hledany pocet rovnoramennych trojihelni-
k.

Odpovéd. Je-li n délitelné tfemi, pak hledany pocet
rovooramennych trojihelniki je %(311 — 10); neni-li z dé-

litelné tfemi, je hledany pocet %(n —2).

Jist€ zndte kostku, kterou se hraji rizné spoleenské
hry (viz obr. 10). KaZda sténa kosr.ky je oznaCena nékterym
z éisel 1,2, 3, 4, 5, 6 tim, %e je na ni uveden ptislusny po-
Eet bodd (ok) v nekterych kombinatorickych ulohach, jeZ
vedou k poétu pravdépodobnosti, se vyskytuji téZ otizky
spojené s jednou nebo nékolika takovymi hracimi kostkami.

Obr. 10.
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Uvedeme nejprve jednu velmi jednoduchou variantu tako-
vého pfikladu.

P¥iklad 43. Mame dvé hraci kostky — ¢ervenou a mod-
rou. Kolika zptisoby muiZeme pfi hodu témito kostkami
dosahnout souctu 6°?

Reseni. Soulet 6 se mlZe vyskytnout napf. tak, e na
Cervené kostce padne 1 a ma modré 5. Uvédomte si, Ze
tento pfipad musime odliSovat od pfipadu, kdy na Cervené
mame 5 a na modré 1.

Celkem nam da odpovéd tato tabulka:

Cervena 1 2 3 4 5

modré 5 4 3 2 1

Soucet 6 miize padnout péti zpisoby.

Po ptipravné tivaze z predchazejiciho ptikladu se nyni
obratime k otdzce sloZit&jsi.

Priklad 44. Mdme tfi hraci kostky — ervenou, modrou
a bilou. P¥i hodu témito kostkami mohou padnout soulty
3, 4,5, ..., 17, 18. Vysetfete, kolika zpuasoby lze kazdy
z téchto souctl uskutecnit.

Reseni. Barva kostek nds zase upozorfiuje na to, Ze je
tfeba dbit na pofadi, ve kterém uvaZovany soucet padl.

Soucet 3 miizeme uskuteCnit jedinym zplsobem — na
kaZdé kostce padne 1. Soulet 4 lze uskutecnit tfemi zpid-
soby — (islo 2 padne na jedné kostce a na ostatnich dvou
jsou jedni¢ky. Postupujeme-li timto zpiisobem dale, dosta-
vame pocet moZnosti pro kazdy z uvaZovanych soucti.
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Piehledné je vysledek takového vySetfovini patrny z této
tabulky:

soudet 3|4 5’ 6 7| 8 910’1112 13/1415[16 17‘18

o

podet zpusobii 1/3]|6(1

15|21|25’27‘27‘25 21‘15 10 6| 3| 1

Byva zvykem, Ze se takova tabulka zndzorni i graficky.
Na obr. 11 vidime sloupkovy diagram, ktery odpovida nasi
dloze o tfech hracich kostkich. VSimnéte si, Ze je tento
diagram ,,soumérny“ podle svislé pfimky, kterou jsme
v obr. 11 narysovali ¢arkované.

Nasli jsme tedy odpoved na otdzku o tfech hracich kost-
kich. Zistatime vsak jeste u' této problemanky a ukaZme
si )my zpisob, kterym mitZzeme cely vypocet zformalizovat
a tim si jej podstamc usnadnit. UvaZujme pomocny Sesti-
Clen

A=x14 24 53 x84 x5 1 x®
a vytvofme mocninu 43 To je mnohoclen v proménné x
a ma tvar
A=sx34-5,x4 5254 . . . 517207 519715,

Jakou 1ilohu zde maji koeficienty s,, $45 S55 - - -5 S175 3133
Odpovézme pfikladem. NapiSeme-li 43 ]'ako soucin
A.A4.A, pak napf. koeficient s; dostaneme takto: Mocninu
x8 lze vytvofit tak, Ze v prvnim Ciniteli 4 vybereme vhodny
Clen x2, v druhém A Clen x? a ve tfetim A Clen x¢ tak, Ze
a + b + ¢ = 6. Cislo s4 tedy urcuje pocet viech zplsobi,
jimiZ tento vybér miZeme provést. Pfedstavime-li si nyni,
Ze prvni Cinitel A odpovida kostce Cervené, druhy modré
a treti bilé, plyne odtud okamZit€, Ze s, znaci pocet zpu~
sobtl, jimiZ na nasich tfech kostkich lze vytvofit soucet 6.

Nyni k technickému pouZiti pravé popsané skutecnosti.
Abychom uréili viechna ¢isla si, zabyvejme se Cisté aritme-
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tickou ulohou — totiZ umociiovinim naSeho Sestilenu na
tieti. Plati
A¥=[(x4x2+x3) 4+ x3(x4- 22+ 2=
= (e 2 (142 =
=[x 4 3x?(x24 %)+ 3x (x84 x3)24- (22 22)3] (1423 =
=(x3+ 3x%+3x54 3x54 6x8+ 3x7+ x84 3x"+ 3x8+
+x9)(14-x%)3=
=(x3+ 3x2+4 654 Tx8+ 6x7+ 3x8+ x°)(1 -+ 343+
+3x°+-2%)=
=x34-3x4 4+ 6x%-+ 10x8 - 15x74- 2158+ 25x0 2710
+-27x11 4 255124 21184 15144 10x154-6x18 - 35171 518,

Je vidét, Ze koeficienty ziskaného mnohoclenu jsou sku-
tecné Cisla, ktera jsou nam uZ zndma z pfedchazejiciho fe-
Seni tlohy o tfech hracich kostkach.

Do kombinatorické analyzy byvaji Casto zahrnoviny
i poucky o tzv. latinskych Ctvercich. Je to problema-
tika, kterd svym puvodem vlastné patfi do matematiky
rekreacni a byla studovina jiZ mnoha autory. Latinsky
¢tverec je Ctvercové schéma (tvaru Sachovnice z »? poli),
pfitemZ na ka?dé pole tohoto schématu je napsino jedno
z pfirozenych Cisel 1, 2, 3, . .. n. Pfitom ani v Zddném fad-
ku ani v Zddném sloupci se nesmi ?idné Cislo vyskytovat
vice ne? jedenkrat. Pro » = 5 zde uvidime tento pfiklad
latinského Ctverce:*)

*) Uvédomte si, Ze v jednotlivych Fidcich latinského étverce jsou
napsany nékteré permutace &isel 1, 2, 3, 4, 5.
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4 5 2 3 1

5 3 1 2 4

Latinské Ctverce sice svym puvodem patfi do matema-
tiky rekreacni, avSak v dneSni dobé hraji velmi dtleZitou
roli v matematické statistice, v tzv. plinovani Cili uspord-
ddvani pokust. Pfedstavme si napf., Ze na pokusném poli,
jez ma 5 x 5 dilcti podobné jako v naSem schématu la-
tinského Ctverce, chceme péstovat 5 odriid urcité plodiny
(nebo pfi urcité plodiné vyzkouset 5 druhd hnojeni apod.),
abychom zjistili jejich vynosnost. Odridy prosté oznacme
Cisly 1, 2, 3, 4, 5. KaZdou odridu miame vyzkouSet na
stejném pocCtu dilcd, tj. v naSem pfipadé na 5 dilcich.
Kdybychom nyni tfeba viechny dilce s odradou 1 umistili
v levém hornim rohu schématu a dostali tfeba podstatné
vyssi nebo niZs§i vynos, nevédéli bychom potom, zdali tento
vysledek byl skuteCné zpusoben kvalitou odriidy nebo
pouze tim, Ze v této oblasti pokusného pole puda ma odlis-
nou kvalitu nebo odliSnou vlhkost apod. Abychom tedy co
mozZno vyloudili vliv nestejnorodosti pidy, musime dilce
s kaZdou odrudou ,,rozptylit po celém poli. To pravé lze
ulinit schématem latinského Ctverce tak, Ze odridu 1
umistime na dilcich oznacenych Cislem 1 v latinském Ctver-
ci atd.

Jednim latinskym Ctvercem se budeme je$té zabyvat
v dal$im prikladé.
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Priklad 45. Je dino &tvercové schéma se 16 poli:

3

2

Zde jsou &étyfi pole obsazena Cisly, ostatni jsou volnd.
Napiste do volnych okének Cisla 1, 2, 3, 4 tak, aby vznikl
latinsky ¢tverec.

Resent. Viimnéme si levého horniho pole v daném sché-
matu. Zde nemuZe stit Cislo 3 (nebot tim jiz je prvni fadek
obsazen) ani Cislo 4 (tim je obsazen prvmi sloupec). Pri-
chazeji tedy v tivahu Cisla 1 a 2.

NapiSme sem tedy &islo 1. Na konci prvniho fadku pfi-
chdzi tedy v tvahu jen Cislo 4 a tim dostdva prvni fddek
tvar 1, 2, 3, 4. Podobng prvni sloupec kon¢i nutné Cislem 3
a mai tedy (ve sméru shora dolit) tvar 1, 4, 2, 3. Dile si
viimneme tfeba sloupce posledniho, kde ndm zatim chybi
dva 1udaje; zfejmé tento sloupec musi mit tvar 4, 1, 3, 2.
Podobné 1ze postupovat je§té v dalSich piipadech; dostivi-
me tak posléze tento latinsky Ctverec:

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3
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Zbyva jestd probrat ptipad, kdy v levém hornim rohu
naseho schématu je &islo 2. Pak snadno najdeme tfeba pro
prvni fddek jedinou moZnost 2, 4, 3, 1 a pro prvni sloupec
rovné? 2, 4, 3, 1. I dalsi konstrukce jsou zde jednoznacné
a vedou k tomuto latinskému tverci:

2 4 3 1

4 | 2|11 3

3 1 2 4

1 3 4 2

Je vidét, e danym podminkdm odpovidaji dva latinské
Ctverce.

Ulohy

30. V roviné je dan pravidelny n-uhelnik 4,4,45 ... 4.
(kde 7 je liché). Z n vrcholi 4,, Ay, A, ... An vyberte tfi
tak, aby tvofily vrcholy rovmoramenného trojuhelnika.
Kolika zpusoby je to mozné?

31. Kolika zpusoby lze hodit ¢tyfmi kostkami soucet 12?
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