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2. kapitola

NEKTERA ANALOGICKA G. M. B.
VROVINE A VPROSTORU

Pfedev§im je tfeba, abyste si uv&domili, Ze pravé tak
jako pfi vySetfovani g. m. b. v roving, musi byt i pti vy-
Setfovani g. m. b. v prostoru dokazovany vzdycky dvé
véty:

a) kasdy bod, ktery md danou vlastnost V, ndleZi ur-
Citému geometrickému dtvaru G, o néms chceme dokdzat,
Ze je hledanym g. m. b.,

b) kagdy bod, ktery ndlezi utvaru G, md vlastnost V.
Pak teprve platl, Ze urvar G je hledanym geometrickym
mistem.

Viimnéme si nyni nékterych g. m. b. v prostoru v sou-
vislosti s pfisluinymi g. m. b. v roviné a uka?me postup
vySetfovani nejdfive na nejjednodussim piikladé.

1. Vime, Ze v roviné plati véta: G. m. b., které maji od
danych dvou ruznych bodi A, B vzdalenosti sobé rovné,
je osa usecky AB.

Vysetfme v prostoru g. m. b., které maji od danych dvou
riznych bodii A, B sobé rovné vzddlenosti. Je to rovina
o kolma k pfimce AB a prochézejici stfedem wsexy AB,
tj. rovina soumérnosti bodu A, B.

Diikaz. Necht o ur¢itém bodu X v prostoru, ktery nelezi
na pfimce 4B, plati vztah AX = BX. Potom body 4, B, X
urcuji rovinu g. V této roviné, jak vite, nalezi bod X pfim-
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ce o, kterd je osou uselky AB, a obriceng, kazdy dalsi bod
Y zvoleny na pfimce o, ma od danych bodt 4, B vzdale-
nosti sobé rovné.?) Pfimka o je tedy v roviné ¢ g. m. b,,
které maji od bodi A4, B sobé rovné vzdilenosti.

MuZeme viak také v kazdé jiné roviné g*) proloZené

Obr. 1

2) Tuto vlastnost muZeme pro body Y dokiazat ze shodnych troj-
thelnikd pravothlych A AYS =~ BYS, kde bod § = AB.o je
stfed usetky AB. V trojihelnicich A AYS, A BYS totiz plati:
X ASY = & BSY, SY = SY. Bod S mi oviem také dokazovanou
vlastnost.

%) Indexu ¢ pouzivime zde pro vyloudeni omylu k oznadeni libovol-
ného tutvaru mnoZiny (zde napf. roviny g;) vedouciho k bodim
g. m. b. (zde roviny ¢ na pfimkach o;). Pismeno ¢ zde pouzité nezna-
mené pfirozené &islo, protoze prvky opatfené indexem i, jako napf.
roviny g;, piimky o;, netvofi obylejné v naSich ulohich spoletné
mnoziny.
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ptimkou AB (v roviné g; tzv. svazku rovin o ose v pfimce
AB) urit pfimku o;, kterd je opét osou useCky AB (viz
obr. 1). Vsecky pfimky o; vypliuji, jak znamo, rovinu ¢
kolmou k AB, prochézejici sttedem usecky AB, tj. rovinu
soumérnosti usecky AB. O bodech roviny o (tj. 0 bodech
pfimek o; jako o bodech pfimky o) jsme tak dokdzali ob&
véty nahofe oznalené a), b). Tim je dokdzano, Ze rovina
o je hledanym prostorovym g. m. b.

Viimnéme s1, Ze viechny pfimky o; vypliujici rovinu o
vzniknou z pfimky o jejim otifenim kolem pfimky AB
jakoZto osy rotace, tedy urcitym skodnym zobrazenim.

2. V roviné plati: G. m. b., které maji od danych dvou
bodi A, B (4 # B) dany soulet vzdalenosti rovny
2a > AB, je elipsa s ohnisky 4, B a hlavni poloosou o ve-
likosti a.

V prostoru dostdvame: G. m. b., které maji od danych
dvou riiznych bodi A, B dany soucet vzddlenosti rovny
2a > AB, je rotacni protdhly elipsoid ¢ s ohnisky A, B
a hlavni poloosou o velikosti a. Pfimka AB je osou rotace
plochy e,

Diikaz tohoto prostorového g. m. b. bychom provedli
obdobné jako v predchozim pfikladé pomoci svazku rovin
o ose v piimce AB pfi pouziti otaCeni jedné z rovin tohoto
svazku. Provedte sami!

Uloha 1. Urete g. m. b., které maji od danych dvou
bodu A, B (A # B) dany rozdil vzdalenosti rovny 2 g <
< AB. [Rotacni dvoudilny hyperboloid.]

Uloha 2. Urlete g. m. b., které maji od dané roviny
¢ a od daného bodu A, jenZ neleZi v roviné g, vzdilenosti
sobé rovné. [Rotatni paraboloid s ohniskem v bodé A
a s Fidici rovinou g.]



3. V roviné plati: G. m. b., které maji od dvou danych
riznobéZnych pfimek a, b sob& rovné vzdalenosti, jsou
dvé ptimky o, | 0,, a to osy soumérnosti ptimek a, b (osy
ahla, které pfimky a, b tvofi).

Obr. 2

Snadno pfejdeme do prostoru. Plati: G. m. b., které maji
od danych dvou riznobéinych rovin a, B sobé rovné vzdd-
lenosti, jsou dvé roviny ‘o 1 2w, a to roviny soumérnosti ro-
vin a, p (roviny soumérnosti klinl, které roviny a, § tvo-

4

,

H).%)

4) Klin se definuje jako prunik dvou poloprostorl, jejichz hraniéni
roviny maji spole¢nou pfimku (hranu klinu). Pro velikost uhlu a
klinu plati 0 = a < 2R;je-lia = 0, je klin nulovy, a je-li a = 2R,
je Klin pfimy. .
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Diikaz. Necht v prostoru pro urity bod X, ktery neleZi
ani v roviné « ani v roviné f, plati vztah X4 = XB, kde
body A a B jsou paty kolmic sestrojenych bodem X k ro-
vinam a, 8. Potom je rovina ¢ = (XAB) kolma k prusecnici
p rovin a, # a protind roviny a, § v pfimkich ¢ = a.p,
b = B.p. Pfimky a, b tvofi whly, jimiZ méfime velikosti
danych Ctyf klind, uréenych rovinami a, §. (Viz obr. 2.)
V roving g lze sestrojit osy soumérnosti lo, 20 pfimek a, b
a zvoleny bod X je zfejmé jeden z bodd, ktery ndleZi
g- m. b. tvofenému dvojici pfimek 1o | 20. Jejich body maji
od pfimek a, b stejné vzdalenosti. Obdobné je tomu také
v kaZdé roviné€ o; | p. V ni dostaneme obdobné dvojici
pfimek 1o; | 20, jejichz body tvofi v g,- g. m. b. pozadova-
né vlastnosti. Vsec¥y dvojice prlmek 0, 20; vypliuji dvé
roviny ‘o | 2w, jejichz body ma)l pozadovanou vlastnost.
Ze vzniku rovin o, 2w vyplyva, Ze o jejich bodech plati,
?e a) kazdy bod, majici poZadovanou vlastnost, nileZi
né&které z rovin 1w, 2w, b) kazdy bod naleZejici roviné 1o
nebo 2w mé onu vlastnost (také ovSem body pfimky p,
kde jde o vzdalenosti nulové).

Pfipomerime si, Ze kaZda dvojice pfimek loi, 20;, vypl-
fiujici roviny naSeho prostorového g. m. b., vznikne z pfi-
mek 1o, 20 roviny p opét urlitym shodnym zobrazenim,
a to rovnobéEnym posunutim piimek lo, 20 ve sméru daném
pfimkou p.

Uloha 3. Urlete g. m. b., které maji stejné vzdalenosti
od dvou danych rovnobeznych (rtznych) rovin. [Rovina
soumé&rnosti danych rovin s nimi rovnobé&zna.]

Uloha 4. Urlete g. m. b., které maji od dané roviny
vzdalenost rovnou dané delce d > 0. [Dvé roviny s danou
rovinou rovnobé&zné.]

Uloha 5. Urlete g. m. b., které maji od danych dvou

a) raznob&Znych, b) rovnobéznych rovin vzdalenosti
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v daném poméru 0 < p : q = 1. {a) Dv& roviny naleZejici
svazku danych rovin, b) dvé roviny s danymi rovinami
rovnobézné.]

Obr. 3

4. V roving plati: G. m. b., které maji od danych dvou
bodti 4, B (A # B) dany pomér vzdilenosti 4,0 < 1 # 1,
je kruZnice & (4, B, %), tzv. Apolloniova. Jeji stfed O lezi
na piimce AB a o krajnich bodech C, D jejiho priméru
plati (viz obr. 3):

AC_4AD_, ..

BC BD

Dikaz najde &tenaf v knice: Jaroslav Sedivy, O podob-
nostech v geometrii, str. 14—16. (Skola mladych mate-
matikd, sv. 7, 1963.)

V prostoru plati: G. m. b., které maji od danych dvou
riznych bodi A, B dany pomér vzddlenosti 2, 0 < 1 + 1,
je kulovd plocha x (A, B, 1) Apolloniova, jejiz stted O le
na pfimce AB a pro jejiz krajni body C, D priméru AB
plati:

|(ABC)| = | (4BD)| = A.
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(Ptitom symbol (ABC) znadi tzv. délici pomér bodu C na
ptimce AB vzhledem k zikladnim bodim A, B; je tedy
(ABC)= AC : BC.)

Ditkaz této véty se provede pomoci svazku rovin o ose
v pfimce AB a plochu x dostaneme otaCenim Apolloniovy
kruZnice & (4, B, 1) kolem pfimky AB. Provedte sami!

|

Obr. 4

Uloha 6. Je ddna rovina ¢ a mimo ni dva rizné body
A, B; pfitom pfimka AB neni kolma k g. Urcete v roviné
¢ g- m. b, jichZ spojnice s body 4, B maji od roviny ¢ stej-
né odchylky = 90°. [Apolloniova kruZnice % (4,” B,” 1),
kde .body A’, B’ jsou pravouhlé praiméty boda 4, B do
roviny ¢ a pomér A = AaM = AM (body M nileZeji

B'M BM
kruZnici k). V pfipadé, Ze dané body A, B jsou od dané
:;winy o stejné vzdileny, je hledanym g. m. b. osa usecky
‘B'.]
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Pozndmka. Pro vysetfovani nékterych g. m. b. v prosto-
ru budeme pozd€ji potfebovat pojem tzv. mocnosti bodu
ke kulove plose; proto si zde tento pojem vysvétlime.

Zactneme opét s obdobnym pojmem v roviné. Je-li dina
kruZznice % a v jeji roviné bod M, pak vime, Ze o kruZnici
k (O, r) a bodu M plati dulezitd planimetrickd vlastnost,
kterd dochdzi hojného uZiti pfi konstruktivnich tlohach
o kruZnici, a kterd vyjadfuje tzv. mocnost bodu M ke
kruZnici k. Viz obr. 4.

Sestrojime-li bodem M secny a; kruZnice k a oznacime-li
A;, A'; spoletné body kruZnice % a seCen a;, pak plati o ve-
likostech Gselek MA;, MA’, vztah

™ MA;. MA'; = MO? — 7% (= konst.).

Cislo MO? — 72 se nazjyv4 mocnost bodu M ke kruZnici £.5)
Diikaz vztahu (*) viz v kni%ce J. Sedivého, citSvané v odst. 4
na str. 23—24.

Nyni snadno dokdZeme platnost prostorového vztahu,
ktery vyjadfuje mocnost bodu M ke kulové plose » (O, r).

Plochu :x muZeme vytvofit otienim kruznice %2 (O, r)
kolem osy MO, takZze vztah (*) plati hned také pro vSechny
kruznice plochy x, vznitlé otienim kruZnice % kolem
osy MO (za pfedpokladu M # O) a Cislo MO? — r? udavi
i mocnost bodu M k ploSe ». Je-li M = O, ota¢ime kruZnici
k kolem libovolné pfimky prochazejici bodem O.

Nez pfistoupime k dal§im vykladdm, bude prospé&sné,
kdyZ ¢tendf sdm rozfeSi nasledujici ulohy, jejichZ vysledky
v dal$im pouzijeme.

5) Je-li MO > r,tj. lezi-li bod M vné kruZnice &, je mocnost MO? — r?
bodu M kladné ¢&islo rovné M T2, druhé mocniné délky tedny sestro-
jené z bodu M ke kruznici &; je-li MO = r, tj. lezi-li bod M na kruz-
nici &, je jeho mocnost rovna nule; je-li MO < r, tj. lezi-li bod M
uvnitf kruZnice %, je jeho mocnost zdporné dislo.
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Uloha 7. Urlete g. m. stfedd kulovych ploch, které
prochazeji dan;’rrni tfemi body A £ B = C. [Pfimka kolm4
k rovin¢ p = (ABC), ktera prochazi stfedem kruznice
opsané trojuhelniku A ABC.]

Uloha 8. Jsou diny rovnobéiné roviny ¢, ¢ (o % o).
Urcete g. m. stfedd viech useek, z nichZ kazdd md jeden
krajni bod v roviné ¢ a druhy kralm bod v roviné o. [Rovma
soumnérnosti o [/ ¢ (// ) rovinové vrstvy (g, o) urCené ro-
vinami g, o.

Uloha 9. Jsou dény mimob&2né pfimky a, b. Urlete
g. m. stfedd vSech usecek, z nichZ kazdd mé jeden krajni
bod na pfimce a, druhy krajni bod na pfimce b. [Rovina o
soumérnosti nejkrati pficky XY danych mimobézek
(¢ L XY), srovn. s obr. 7.]
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