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6. kapitola

KRYCHLE

V pfedchazejicich kapitolich jsme hovofili o takovych
utvarech, které byly ureny rovnicemi nebo soustavou
rovnic v prostoru E,. VSimnéme si ted strucné také vy-
znamu nerovnosti a spojme tuto zileZitost s pfedstavou
vicerozmérného télesa. UkaZeme si jen jeden pfiklad, totiZ
krychli. '

V jednorozmérném prostoru E, (tedy v ptimce) vyplni
viechny body X(x), pro jejichZ soufadnice plati (a>0 je
dané &islo)

0=x=a (6,1)
usecku o krajnich bodech A(0), B(a). Je to tsecka délky a.
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Obr. 6

V roviné E, podobné vSechny body X(x,; x,), jejichz
soufadnice spliuji nerovnosti
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0sxysa 0sxsaq (6:2)

vyplni ¢tverec ABCD (obr. 6), jak se kazdy snadno pte-
svédci. Délka strany tohoto Ctverce je a. Znameni rovnosti
v nékterém ze vzorcu (6,2) pfichazi v dvahu jen u téch
bodl naseho Etverce, které lezi na jeho obvodu. Ty body,
jejichZ soufadnice nabyvaji dokonce vylucné jen hodnot 0
nebo g, jsou jen vrcholy tohoto Ctverce, a to: A(0:0),B(a;
0), C(a; a), D(0; a). Tento Ctverec muZeme vytvofit tak,
Ze tseCku AB urfenou na ose x, prvni z nerovnosti (6,2)
nebo, coZ je v podstaté totéZ, nerovnosti (6,1), posunujeme
v dané rovin€ ve sméru kolmém k této usecce o délku a.
Tak lze z jednorozmérné iseCky vytvofit Ctverec.

Obr. 7

Podobné mizeme tento Ctverec posunout kolmo k jeho
roviné o délku a a vytvofit tak krychli v prostoru E, (obr.
7.). Zachovejme pfitom v roviné tohoto Ctverce soufadné
osy tak jako na obr. 6 a tfeti soufadna osa bude pak kolma
k této roviné a bude prochizet bodem A. Prvni dv& sou-
fadnice ka2dého bodu nasi krychle jsou opét vizdny nerov-
nostmi (6,2), tfeti soufadnice nemiize byt vétsi neZ a, nebot
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cely ¢tverec jsme posunuli pravé o délku a. Jsou tedy vech-
ny body X(x,; x,; x;) nasi krychle charakterizovany ne-
rovnostmi

0§x1§a3 Oéxzéa, Oéxgéa; (6,3)

&islo a znadi opét délku hrany této krychle.

Postupujme tak dale. Krychle v obr. 7 leZi v trojrozmér-
ném prostoru E,; vnofime-li jej do Ctyfrozmérného prosto-
ru E,, miZeme v ném sestrojit ¢tvrtou osu soufadnou x,
tak, aby prochdzela opét bodem A a aby neleZela v plivod-
nim E,. (Tato ¢tvrtd osa soufadnd je k pivodnimu prostoru
E, kolm4, jak na$ Ctenaf jisté sam tusi, i kdyZ jsme o kol-
mosti v této knizce nemluvili) Posuneme-li nasi krychli
ve sméru této Etvrté osy opét o délku g, vyplni viechny jeji
body v prostoru E, utvar, ktery je charakterizovin jednak
nerovnostmi (6,3) a za druhé stejnou podminkou pro
¢tvrtou soufadnici; jde tedy o body X(x;;x,; X33 Xy),
jejichZ soufadnice spliiuji podminky

0=x,=a,0=x=00=x=a 0=<x =a (64)

Analogicky k trojrozmérnému pfipadu fikime, Ze vSechny
body X(x,; X3 X33 Xy), ]ejzchz soutadnice sphiuji podminky
(6,4), vyrvori éryirozmérnou krychli o hrané délky a.

Konstrukci této ¢tyfrozmérné krychle si miZeme pied-
stavit také tak, Ze kaZdym z osmi vrchold obylejné troj-
rozmérné krychle z obr. 7 vedeme pfimku (kolmou k pros-
toru E; piivodni krychle) a naneseme na ni od kaZzdého
tohoto vrcholu tutéZ délku a. Tak vznikne novych osm
bodll, jez tvofi spolu s vrcholy puvodni trojrozmérné
krychle skupinu vSech vrcholi ¢tyfrozmérné krychle.
Téchto vrchola je tedy 16 a jsou i s hranami krychle vy-
znaceny schematicky v obr. 8. Upoustime pfitom umyslné
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od stanoveni viditelnosti jednotlivych hran této krychle,
protoZe tato otdzka by vyZadovala patfiény vyklad z de-
skriptivni geometrie v prostoru ¢tyfrozmérném; proto také
fikdm, Ze obr. 8 pfedstavuje jen schéma.hran a vrchold

Obr. 8

Ctyfrozmérné krychle. Vznik tohoto obrizku si muZeme
pfedstavit tak, Ze nejdfiv ¢tyfrozmérnou krychli promitne-
me do trojrozmérného prostoru E;, v némZ je ptvodni
trojrozmérnd krychle a vysledek promitneme znovu do
roviny, v niZ na§ obrdzek kreslime. Je to nakonec obdoba
obr. 7, jenZe tu mame obrazy &étyf os soufadnych x;, x5, X3,
x4, vychdzejicich ze spolefného pocitku A (0; 0; 0; 0).
V obr. 8 je pomérné zfetelné ,,vidét obraz ptivodni troj-
rozmérné krychle o vrcholech 4, B, C, D, E, F, G, H
(srovnej s obr. 7) a ostatni vrcholy I, ¥, K, L, M, N, P, Q
leZi mimo piivodné dany prostor E,. Snadno sepiSeme sou-
fadnice jednotlivych vrcholi této Ctyfrozmérné krychle
do tabulky:
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A(0;0;0;0) I (0;0;0;a)
B (a; 0;0;0) J (a;050;0)
C (a;a;0;0) K (a;a;0;a)
D (0;4a;0;0) L (0;a;0;a)
E (0;0;a;0) M (0;0;a; a) (6,5)
F (a;0;5a;0) N (a;0;a;a)
G (a;a;a;0) P (ajaja;a)
H(0;a;a;0) Q (0;a;a;a)

Vsechny hrany této c':tyfrozmérné krychle jsou v obr. 8 za-
kresleny Nejsou to oviem viechny sp0)mce vSech téchto
$estnacti bodl mezi sebou. Ty z nich, jeZ v obr. 8 zakresleny
nejsou, jsou uhlopncky nasi krychle. Uhlopnéky jsou zde
trojiho druhu: prvni z nich jsou thlopficky ¢tverct tvofi-
cich strany krychle (napf. uhlopficky AC = AH = AF =

== g)/2), druhé jsou télesove uhlopficky trojrozmérnych
krychh tvoficich ,,stény* nasi &tyfrozmérné krychle (napf.
AG = aV3) a teti druh, ktery ze-$koly ¢tendfi neznaji, je
uhlopficka ve ¢tyfrozmérném prostoru, )ez nelezi v Zddné
z prve zminénych trojrozmérnych ,,stén‘ této ctyfrozmérné
krychle (napi. AP = a|/4 = 2a). Vypolet délky AP pro-
vedete snadno uZitim vzorce (4,1) pro soufadnice bodil
A, P z tabulky (6,5). Tento tieti druh pfedstavuje nejdelsi
uhlopficku ¢tyfrozmérné krychle, jak se mUZe kazdy pfi
dostate¢né trp&livosti pfesvéddéit tim, Ze vypolita vzdjemné
vzdilenosti v§ech dvojic bodi z tabulky (6,5).

Na zikladé téchto pfikladi nebude uZ ¢tendfi Cinit po-
tiZze zobecnéni pojmu krychle pro vicerozmérné utvary.
Mnozina vSech takovych bodi X (xy; %55 ... ; Xn) prostoru
En, jejichZ soutadnice splfiuji nerovnosti

0sx,=a,0=x=a,...,0=x.=a, (6,0)
se nagyvd n-rozmérnd krychle o hrané délky a.
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Je zfejmé, Ze pro n = 1, 2, 3 jsou to ddvno ndm zndmé
pojmy. Jednorozmérna krychle je useCka [srovnej nerov-
nosti (6,1) a (6,6)], dvojrozmérnd krychle je C&tverec
[viz nerovnosti (6,2)] a trojrozmérna krychle je obycejna
krychle znama ze §koly [viz nerovnosti (6,3)].

Stanovme pocet vrchold n-rozmérné krychle. Oznacme
tento pocCet na chvili znakem V... Pfipomefime si, jak tako-
vou krychli vytvofime. Provedli jsme to uZ pron = 2, 3, 4.
Zkusme to nyni obecné pro libovolné n. Ziejmé staci vzit
(n-1) — rozmérnou krychli leZici v prostoru E,; a kazdym
jejim vrcholem, jichz je V,_i, vést kolmici k tomuto
Es-1 a nanést na ni délku hrany a. Takovych kolmic je
rovnéZ V,_, a na kazdé z nich leZi jeden dal$i vrchol nasi
n-rozmérné krychle, coz je novych V,_; vrchola. Pfidé-
me-li k tomu pavodnich V,_; vrcholi (n-1) — rozmérné
krychle, z niZ jsme vysli, mdme celkem

Vn = 2Vn—-l (6’7)

vrcholi dané n-rozmérné krychle. Protoze pro n =1 je
V, = 2 (asecka ma dva krajni body), je V, = 2%, V, =
=222=28,V,=2%2=2%atd,, celkem V, = 2" . M-
Zeme tedy Fici; n-rozmérnd krychle md celkem 2" vrcholi.

Soufadnice téchto vrcholu plynou z podminek (6,6) tim
zpusobem, Ze jsou to krajni pfipustné hodnoty pro pfislus-
né soufadnice, tedy 0 nebo a. Jinymi slovy: vrcholem nasf
n-rozmérné krychle je bod, jehoZ souradnice

xl’ xz, ey JC,. (6)8)

nabyvaji bud hodnoty 0, nebo a. Pro ¢tyfrozmérnou krychli
jsme je sestavili v tabulce (6,5). Viimnéme si tu zase sou-
vislosti geometrie s aritmetikou. Aritmeticky jde pfi stano-
veni t&chto vrcholil o to, kdy # proménnych soufadnic &
parametra (6,8) nabyva hodnoty 0 nebo a, a kolik je tako-
vych pfipadi. Jde tedy o stanoveni viech moZnych skupin
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po n Cislech (6, 8), kde kazdé to Cislo je bud 0, nebo a.
Pfipomefime si, kde se v matematice mluvi o takovych
Ciselnych systémech, pii nichZ kazdé Cislo nabyva jen dva
moZné znaky, napf. znaky O a 1. Je to napt. v tzv. dvojkové
soustavé, na niZ je zaloZena i vétsina samocinnych pocitacu.
Maime-li v takovém pfipadé zpracovat ulohu, v niZ se vy-
skytuje n parametri, zajima nés, kolik je takovych moZnych
skupin ve dvojkové soustavé. Ptame se tedy, kolik je moz-
nych takovych skupin tvaru (6,8), kde kazdé Cislo je bud
0, nebo 1. Nae avahy o poCtu vrcholli n-rozmérné krychle
o hrané délky a == 1 nam dévaji ihned vysledek, totiZz 2~

Tento vysledek mtZzeme oviem odvodit i bez geometrie
n-rozmérnych prostori, a to dplnou indukci, ale tu jsme
ve skuteCnosti provedli i my pfi odvozeni vzorce (6,7).
Tyto fadky slouZi vSak pfedeviim tomu, aby si Ctenaf
viiml vzdjemné souvislosti dvou zdanlivé velmi odlehlych
partii matematiky, jako je #-rozmérna geometrie a pocitani
ve dvojkové soustavé. Je jednim z nejkrasnéjSich rysa
matematiky, %e mezi nejriznéj$imi jejimi disciplinami
existuji Casto velmi Uzké vztahy. Nelze se tedy divit, Ze
geometrii vicerozmérnych prostori muZeme leckdy apli-
kovat i tam, kde to pfedem ani netusime.

Zakonceme tuto kapitolu jesté vypoctem délky nejdelsi
uhlopficky #n-rozmérné krychle. Jde o vzdalenost dvou
vrchold této krychle. Bez iymy obecnosti miZzeme pfedpo-
kladat, Ze jeden z téchto vrchold zvolime v pocitku sou-
fadnic, je to bod 4 (0; 0; ...; 0). Druhy je ten z vrchold
nasi krychle, ktery ma od tohoto bodu A nejvétsi vzdalenost,
coZ je zfeymé bod P (a; a; .. .; a). Podle vzorce (5,1) vy-
chizi pak pro nejdelsi uhlopficku n-rozmérné krychle
o hran& délky a vysledek AP = al/n.

Zavérem upozorfiuji, Ze zménou soustavy soufadnic
v prostoru E, mohou se zménit i podminky (6,6), i kdyZz
krychle se pochopitelné co do tvaru nezméni. My jsme zde
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vySetfovali jen zcela zvldstni polohu krychle, jejiz jeden
vrchol byl v pocatku soufadnic a jejiZ hrany z ného vycha-
zejici leZely v osdch soufadnych; i tak jsme poznali nékteré
vlastnosti krychle. Ale nic nidm nebrdni, abychom krychli
neumistili v prostoru jesté néjak jinak, napf. tak, Ze posu-
neme soustavu soufadnou do jiného mista v prostoru.
Jednoduchy pfipad mdme ve cvideni 6,2 a% 6,4.

Cuiéeni
6,1. Kolik hran mé &tyfrozmérnd krychle?
6,2. Piesvédéte se, Ze viechny body X(x;; x,; ...; Xp) v prostoru
E,, pro jejichZ soufadnice plati
ey S L lag| =1, 0.0, =1,

vytvoti n-rozmérnou krychli. Uréete délku jeji hrany!

6,3. Urete soufadnice vrcholi krychle ze cvifeni 6,2. Kolik je
vrchola ?

6,4. Jak dlouh4 je nejdeldi uhlopfi¢ka krychle ze cvileni 6,2°
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