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9. kapitola

MALA VETA FERMATOVA

T s Je-li n proolislo, pak &islo 2 — 2 je délitelné &slem n.
S pouZitim znimych symbolti mohli bychom tuto vétu
pfehledné vyjddrfit vyrokem, Ze pro kaZdé pfirozené &islo

n plati
n je prvolislo = n | 2"— 2, ,1)

Dukaz véty T,; provedeme snadno uZitim binomické véty
pro rozvoj (a + b)", podle niZ

(1+1n=1+('1’)'+(’2')+('3’)+...+

+(Z)+...+(ﬂil)+1. )

Odtud po pfevedeni prvniho a posledniho s¢itance z pravé
strany rovnosti na levou dostaneme

22 (1) (3) ()

+(Z)+...+(nfl). 9,2)

KaZdy ¢&len soutu na pravé strané této rovnosti je tzv.bino-
micky koeficient

98



n nn—1)(n—2)...(n—k+1)
bk:(k)= 1.2.3. ...k 63

atopro k=1, 2,3,...,n— 1. Z rovnosti (9,2) vSak
snadno dostaneme rovnost

1.23 ... (k— Dkba= n(n—1)(n—2) ... (n—k—l—;).

>

Soudin na pravé strané rovnosti (9,4) je zfejmé& dé&litelny
islem 7, 0 némzZ pfedpoklidime, Ze je prvoéislem. Z toho
viak plyne, %e také soulin na levé strané rovnosti (9,4) je
délitelny prvocislem n. Ponévad? vSak Z4dny z prvnich &
Ciniteld neni délitelny prvocislem n (vzhledem k tomu, Ze
k<n—1), musi jim byt délitelny posledni ¢initel by
(podle dusledku II véty T,,). Ponévad? na pravé strané
v rovnosti (9,2) je kazdy scCitanec délitelny prvocislem #,
je jim délitelny i jejich soucet (podle véty T, resp. jejiho
zobecnéni) a tedy také i ¢islo na levé strané, tj. 2" — 2,
¢im? je véta T, ; dokizdna.

S odvoldnim na tuto v&tu muZeme tedy tvrdit, Ze napf.
23 je délitelem cisla 22 — 2 =2 (222 — 1) a ponévadZ
Cisla 23 a 2 jsou nesoudélnd, miZeme (podle véty T,,) té2
tvrdit, Ze plati vztah 23 | 222 — 1. Obdobné 29 | 2% — 2,
31281 — 2,89 |28 — 2apod. nebo 29 | 228 — 1,31 | 33—
— 1,89 2% — 1 apod.

Z véty T,; plyne, Ze vlastnost ,,n je prvocislo® je posta-
Cujici podminkou pro platnost vztahu ,,n délitelem 27— 2,
Jestlize jste studovali pfedchazejici kapitolu, vite, Ze tato
vlastnost neni nutnou podminkou pro platnost vztahu
n |27 — 2, nebot jsme zjistili, Ze i pro n&ktera sloZend &isla
n (tzv. pseudoprvodisla) plati téZzn | 2n — 2. Jinak feCeno:
Véta (9,1) plati, aviak véta k ni obricend (8,1) neplati.

Nyni vétu T,; zobecnime. Jeji zobecnénf vyjidfime
dvojim zplsobem, pfi¢em misto oznaleni ,,prvocislo n<
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budeme uZivat oznaleni ,,prvoéislo p*, coZ trochu pfispé&je
k zapamatovini postacujici podminky v nisledujicich
vétach.

T, Pro libovolné celé &slo a a pro kazdé prvoéislo p je p
délitelem Eisla a? — a.

T,; Pro kaZdé celé &islo a nesoudélné s proodislem p je p
délitelem &isla aP-1 — 1.

DokaZeme nejprve dva vyroky I, II, jejichz pravdivost
bude pfedpokladem pro logicky zivér o platnost véty T .

1. KaZdé prvoéisio p je délitelem &isla 17 — 1.

Tento vyrok je zvlaStnim piipadem véty T, pro a = 1.
Jeho dikaz je snadny, nebot 17 — 1 = 0 a pro kaZdé prvo-
¢islo p plati p | 0.

IL. Je-li prvotislo p délitelem &isla av — a, pak p je déh-
telem &isla (a + 1)p — (a + 1), kde a je libovolné Eislo pFi-
rozené,

. Dkaz¥pravdivosti tohoto vyroku™ provedeme takto:
Plad

(a+1>v—<a+1)=[ap+(1l’) a1+ (g)ap—2+

AN E R (e

+ (g)aP—z-i— ee. + (Pf l)a] + [a? — a].
Jiz v prvni &isti této kapitoly jsme ukdzali, Ze binomické
koeficienty (Il,)’ (‘Z), . (P f 1) jsou celd &isla déli-
telnd prvocislem p. Proto je délitelny prvodislem p soudet &isel
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v prvni lomené zdvorce, nebot je jim délitelny kazdy jeho
st¢itanec jako ndsobek Cisla p. Je-li tedy prvocislem p déli-
telny vyraz v druhé lomené zévorce, musi byt prvocislem p
délitelny i soucet vyrazi v prvni a druhé lomené zdvorce,
tj. tedy ¢&islo (a + 1)» — (a + 1).

JestliZe v obecném vyroku pravé dokidzaném poloZime
a = 1, dostaneme tento pravdivy vyrok: Je-li prvocislem p
délitelné &islo 17 — 1, pak je prvolislem p délitelné Cislo
2r — 2. Spojenim tohoto vyroku s vyrokem I dostaneme
pfedpoklady, z nich? podle béZnych pravidel logického
usuzovdni vyplyva zdvér: Kazdé prvocislo p je délitelem
Cisla 2» — 2. Tohoto vyroku, ktery je ve shodé s vétou
T 45> mohli bychom uZit dile k diikazu véty T,; proa = 3
a pak pro konecny pocet dalsich pfirozenych Cisel. Budeme
viak postupovat jinak, abychom vétu T,, dokédzali pro
viechna pfirozeni Cisla a.

V matematice uZivime Casto ndsledujiciho pravidla pro
zdvér ze dvou predpokladi (premis), jejichz priklady jsme
ukdzali vyroky I a II. Toto pravidlo, nazyvané matema-
tickd indukce, miiZeme formulovat takto: Jestlife né&jaky
vyrok zdvisly na pfirozeném ¢isle a plati pro pfirozené
Cislo @ = 1, a jestliZe z platnosti tohoto vyroku pro piiro-
zené {islo a plyne platnost vyroku pro &islo a + 1, pak
odtud plyne z4vér, Ze vyrok je platny pro kazdé pfirozené
¢slo a. UtZitim této matematické indukce plyne tedy
z premis I, II logicky spravny zavér o platnosti véty T,
pro kaZdé pfirozené Cislo a. (Pfitom se ndm nyni véta T,
jevi jako specidlni (zvliStni) pfipad véty T, pro a = 2.)

Nyni zbyvi jeit& dokdzat, Ze véta T, plati téZ pro Cislo
0 a pro ¢isla opatnd k ¢islam pfirozenym. Pro a = 0 véta
zfejmé& plati, nebot 0P — 0 = 0 a pfitom p | 0. Je-lia <O
libovolné celé zaporné Cislo, pak —a > 0 je zfejmé Cislo
pfirozené, pro néZ véta T,, plati, tj. plati, Ze prvodislo p
Je délitelem ¢isla
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(—ay — (—a). (9,5)

Je-li p > 2 liché prvodislo, pak plati

(—a)p — (—a) = —ar + a = —(a? — a) a plati

p | —a(ar — a) Cili 6% p | a? — a, ¢imZ je véta T,¢ doka-
zana i pro cela Cisla a < O pro lichd p. Zbyva jesté pfipad
p = 2. V tom pfipadé vsak plati, Ze p = 2 je délitelem
¢isla (—a)? — (—a) = a* 4+ a = a (a + 1), nebot ze dvou
po sobé& jdoucich Cisel celych a,a + 1 je privé jedno déli-
telné Cislem 2. Tim je ukonlen cely dikaz platnosti véty
T, pro kazdé celé &islo a.

Pongvad? p je délitelem a# — a = a (a?~! — 1), nemiZe
platit p | @ pfi nesoudélnosti Cisel a, p a proto musi platit
podle véty T,,, Ze p |~ — 1. Tim je dokdzina véta T,,.

Znalost vét T,, a T,; je velmi uZiteCnd pfi vySetfovani
délitelnosti nékterych Cisel i pro feSeni jinych problémd,
s nimiZ se setkdme pfi dalsim studiu matematiky. Tak napf.
muZeme hned psit, Ze 50°7 — 50 je délitelné 97 (podle véty
T,,) apod. Uziti té&chto vét ukdXeme jeSté na n&kolika pfi-
kladech.

Ptiklad 44. DokaZte, Ze pro kazdé celé Cislo x je hod-
nota funkce x5 + 4x — 10 Cislo délitelné péti.

Tuto dlohu bychom mohli feit metodou vyloZenou
v kap. 3 (viz pf. 10), tj. pfedpokladat, Ze &islo x je tvaru
5k nebo tvaru 5% 1+ 1, nebo tvaru 5k + 2, pficemZ bychom
zjistili, Ze ve viech péti pfipadech dostaneme ¢islo délitelné
péti. Rychleji viak rozfesime ulohu, kdyZ nejprve dany
mnohoclen upravime na tvar

B+4—10=((x*—x)+5(x—2).

Prvni s¢itanec x® — x je podle véty T, délitelny Cislem
5 pro kadé celé ¢islo x a druhy s¢itanec je rovnéZ délitelny
Cislem 5, kdyZ soudin 5 (x — 2) obsahuje Cinitele 5. Proto
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je jejich soulet a tedy také funkCni hodnota daného poly-
nomu pro kazdé celé Cislo x ndsobkem disla 5.

Priklad 45. DokaZte, %e pro kaZdé celé Cislo a je 561
délitelem ¢isla a%¢! — a.

Rozkladem ¢&isla 561 na prvoCinitele dostaneme
561 = 3.11.17. DokaZme nejprve, Ze Cisla 3, 11, 17 jsou
déliteli éisla a%! — @ = a (a%° — 1).

a) Je-li a ndsobkem (isla 3, pak zfejmé plati 3 | a (a““—l)
KdyZ ¢&islo ¢ je nesoudélné s Cislem 3, pak podle véty T,,
plati: 3 | a® — lataké 3 [ q*%80 — 1,atedy13 | a (a5~ 1).

b) Je-lia délitelné Cislem 11, pak zfejmé plati 11 | a(a5%°-1).
Neni-li @ délitelné Cislem 11, pak podle véty T,, plat
11 |a'® — 1,a protoill | @036 — 1 ¢ilitéz 11 | a (a®®-1).

c) Je-li a délitelné ¢&islem 17, pak plati 17 | a (a®° — 1).
Neni-li a délitelné cislem 17, pak 17 |a'¢-1, a proto
117]a%3% — 1, a tedy i 17 |a (a®® — 1). Odtud plyne
podle véty T,, pravdivost tvrzeni 3.11.17 | a (a%° — 1).
Tim je téZ dokdzdno, Ze Cislo 561 = 3.11.17 je absolutni
pseudoprvodislo (viz D,, v kap. 8).

PFiklad 46. Dokaite, Ze islo z = 97100 — 47100 je
nasobkem ¢isla 5050.

Vztah 50 | 97100 — 47190 plyne ihned ze vzorce (1,3) pro
rozklad ¢" — &°. Upravujeme nyni: z = 97100 — 47100 —
= (97190 — 1) — (4719° — 1). Ponévadz ¢islo 101 je prvo-
Cislo, je délitelem &isel 97100 — 1, 47190 — 1. a tedy i jejich
rozdilu. Ze vztahit 50 | z a 101 | 2 plyne ihned podle T,
50.101 | z ¢&ili 5050 | =.

Ptiklad 47. Jsou-li g, b celd &isla nesoudélna s Cislem 5,
pak Cislo a® — &1 je délitelné péti.

Jsou-li @, b celd-Cisla nesoudélnd s Cislem 5, pak podle
véty T; jsou prvolislem 5 délitelna Cisla a* — 1, 6% — 1.
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Odtud vsSak snadno plyne, Ze Cislem 5 je délitelné i Cislo
(@*— 1) — (B — 1)=a*— b

Z véty T, jsme odvodili snadno vétu T,,. Bylo by
oviem moZno dokazat nejprve jinym zplsobem na dikazu
véty T, nezavislym platnost véty T,, a z jeji platnosti
odvodit vétu T,,. Tim by se ukdzalo, Ze ob& véty, pro n&Z
se Casto uZiva oznaleni mald véta Fermarova, jsou rovno-
cenné (ekvivalentnf).

Pierre Fermat (1601 —1665), francouzsky pravnik a po-
radce parlamentu v Toulouse, zabyval se ve volnych chvi-
lich matematikou, v niZ dosihl vysledkd cennych pro rozvoj
¢iselné teorie, analytické geometrie a matematické analyzy.
Privlastku ,,mald* k oznadeni malé véty Fermatovy se uzivd
proto, aby se odlifila od tzv. velké véry Fermatovy, podle
niZ pro prirozena Cisla » > 2 nelze najit takovad pfirozend
¢isla x,y, 2, aby platilo x” + y* = 2". Toto tvrzeni uvedl
Fermat bez dukazu v pozndmce na okraji spisu, ktery cetl.
Od doby Fermatovy se mnoho matematikii marné pokou-
$elo o dikaz Fermatova tvrzeni pro vSechna pfirozena ¢isla
n. Zatim je pravdivost Fermatova tvrzeni dokdzina pro
mnohi pfirozend ¢&isla n, jako napf. pro viechna pfirozend
Cisla », pro ktera plati 2 <-n =< 4002.

Vlastnost celych ¢isel, kterd je vyjadfena v malé vét&
Fermatové&, uvedl Fermat bez dukazu jiZ roku 1640 v do-
pise svému pfiteli. Prvnf diikaz malé véty Fermatovy podal
roku 1736 slavny €len petrohradské akademie véd Leonhard
Euler (1707—1783) a pozdéji Fermatovu vétu jesté zobec-
nil. Euler patfi k nejvé&tsim a nejplodnéj$im matematikiim
viech dob. Svymi pracemi zasdhl podnétné do viech oborii
matematiky a dosaZené vysledky aplikoval s velkym tspé&-
chem na feSeni ruznych problémti v jinych védich
matematicko-fyzikdlnich i v technické praxi.
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Cvidenf

9,1. S &asteCnym vyuZitim malé véty Fermatovy i vét difve

poznanych dokaZte, Ze pro kaidé celé ¢&islo x je dislo
= x” — x nasobkem ¢isla 210.

9,2 Vyuzitim vysledku predchézejici ulohy dokaZte, Ze pro

kazdé celé Cislo x je &islo x7 + 105x%2 + 104x ndsobkem

Cisla 210.

9,3. S pouZitim malé véty Fermatovy dokaZte pro kaZdé ce-

1é ¢islo a platnost téchto vztahi:

a) 1105 | a11% — g;b) 1387 | 2197 — a;c) 1729 | a1 — g;

d) 1905 | @195 — g,
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