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1. kapitola

UVODNi POZNAMKY

Ka?d4 matematicka disciplina si vytvai celou fadu za-
kladnich pojmil, se kterymi potom bézné pracuje a které
déle rozviji. Proto 1spé$né studium kterékoli matema-

tické discipliny vyzadu-
je dukladné pochopem
viech zadkladnich pojmi
i souvislostf mezi nimi.
Ka?d4 nepiesnost nebo
nejasnost se vzdy, at dif-
ve ¢i pozdéji, né&jak vy-
msti. Proto i my si nej-
difve podrobné vysvétli-
me nékteré vice ¢i méné
znamé véci z analytické
geometrie.

Predné si ujasnime co
to znamena, kdyZ v ana-
lytické gcometrii fekne-
me, Ze néjaky geome-
tricky idtvar U') ma
(v kartézské soustavé sou-

£
0

Obr. |

fadnic) to a to poletni vyjadieni (napi. tu a tu rov-
nici ¢ nerovnost). Jako priklad, na kterém si to uka-

Zeme, uvedeme vétu:

1) Geometrické dtvary chapeme viude jako mnoZiny bodu.



Kruh U se stiedem S = [3; 1] a polomérem r = 3 (obr. 1)
md (v kartézské soustavé soutadnic) poletni vyjddient

(x=3)2+0—1?=9 (1)
KdyZ si tuto vétu podrobné promyslime, zjistime, Ze
se v nf mluvi vlastné o dvou mnofindch. Je to jednak
kruh U, ktery je mnoZinou viech bodd £ = [&; 7],
které majf od stredu § vzdalenost nejvyse rovnou trem,
jednak je to mnoZina P viech bodd & = [&; 7], jejichZ
soufadnice vyhovujf poletnfmu vyjddrenf (1). Uvedena
véta pak ffka, Zze mnoZiny U a P se sobé rovnajf, tzn.
skladajf se presné z tychZ boda.

Pripomeiime si, Ze bodové mnoZiny U a P se sobé&
rovnaji (coz zapisujeme U = P) pravé tehdy, jsou-li
pro kazdy bod < splnény podminky:

[A]: Jestlize bod £ patfi mnoZiné U, potom patfi i mno-
Ziné P. Jinymi slovy: MnoZina U je ¢asti mno-
Ziny P, coZ zapisujeme U C P.

V nafem pifpadé to znamena: Jestlize bod
K = [&; n] patif kruhu U, pak jeho souradnice
vyhovujf nerovnosti (1).

[B]: Jestlize bod £ patii mnofiné P, potom patfi i mno-
Ziné U. Jinymi slovy: MnoZina P je ¢4stf mno-
ziny U, coz zapisujeme P C U?).

V nafem pi{padé to znamena: JestliZe sou-
fadnice bodu < = [&; %] vyhovu) nerovnosti
(1), pak bod £ patif kruhu U.

1) Viz napf. [6] na str. 87,

2) Pfipomeiime, Ze v matematice ma slovo ,,&4st'* $ir§f vyznam
nez v bézné fedi. V hovorové i spisovné éestiné je totiz vidy éast
y»»mensi‘ nez celek. Naproti tomu v matematice, mluvime-li o asti,
nevyluéujeme tim celek. Proto naptiklad kazdy &é:verec je svou vlast-
nf &asti, pravé tak jako kazda pfimka je ¢asti sama sebe,
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Obé& podminky [A] i [B] mlZeme vyslovit téZ v tav.
obménéném (negationim) tvaru:
[A’]: Jestlize bod & nepatit mnoZiné P, potom nepatii
ani mnoZiné U.
V najem piipadé to znamenda: Jestlize sourad-
nice bodu £ = [&; 5] nevyhovujf nerovnosti (1),
pak bod < nepatii kruhu U.
[B]: Jestlize bod & nepatfi mnofiné U, potom nepatii
ani mnofiné P, '
V naSem pifpadé to opét znamena: Jestlize
bod £ = [&; 7] nepatH kruhu U, pak jeho sou-
fadnice nevyhovujf nerovnosti (1).

Podmfnky [A] a [A’], pravé tak jako podminky [B]
a [B’], ffkajf jinymi slovy o mnoZinich U a P presné
totéz. Tak napt. ve viech situacich, kdy je splnéna jedna
z podminek [A] a [A’], je splnéna i druha, a ve viech
situacich, kdy jedna z téchto podminek neplati, neplatf
ani druhé. Spravnost tohoto tvrzen{ si miZete ovéfit na

+22

+Z, ‘

UcP (plati [A] i (A7) Ug.P (nepiati [A] ani [A])
Obr. 2ab
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mnoZinovych diagramech na obrézcich 2ab. TotéZ platf
i o podminkach [B] a [B’].

Vlastnosti [A] a [B], resp. [A’] a [B'] maji zakladn{
vyznam, nebot ukazuj{ cestu, jak se dokazuje rovnost
dvou mnozin U a P. Je tfeba vidy ovéfit jednak jednu
z podminek [A] a [A’], jednak jednu z podminek [B]
a [B’]. Tuto hlavnf myslenku vyjadiuje schéma:

ot [A] & [A) 4. UCP
| ' |

Mnozina U, tj. Mnozina P, uda-
dany geometricky na podetnim
utvar vyjadienim

T |
overit [B] G [B], §. PC U

Pro tuplnost si pfipometime, Ze kartézskou soustavou sou-
fadnic rozumime soustavu pravouhlych soufadnic, pfi
nfZ jsou za jednotky na obou osich zvoleny shodné
use¢ky. V této knfzce viak budeme pro struénost mfsto
slov ,,kartézskd soustava soufadnic® uZivat kratstho na-
zZvu ,,soustava soufadnic*’,

Viimnémec si nyni podrobnéji struktury FeSeni
dloh na vySetfovani geometrickych mist boda.
Také zde operujeme s mnozinami. Jestlize pfi vySetfo-
vani geometrickych mist bodi dané vlastnosti pouzfva-
me metody soufadnic (tj. analytické geometrie), pracujeme
vét§inou dokonce se tfemi mnoZinami. UkdZeme si to opét
na pifkladé.

1. Piiklad. Jsou ddny dvé kolmice g, b. Bod X pro-
bfha ptimku @, bod ¥ ptimku b a to tak, Ze usetka XY
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mé stdlou délku 24. Ma-
me vydetfit geometrické
misto M stfedd < viech
usecek X7.

eSeni. Za osy soufad-
nic zvolime pifmky a, b
(obr. 3). Zvolime si libo-
volnou usetku X1 vyho-
vujicf zadanf pifkladu;
jejistted jebod & = [£;7].
Tim dostaneme libovolny

SR\

bod geometrického mfsta
(j. prond mnoZiny) M. Sou-
fadnice bodd X, Y zvo-
lime podle obrazku 3.

] Obr. 3
Usetka X7 mia délku
24, tzn. je

Xr=Ju—02 +0—o) =) + 2 =24. (2)
Stfed < tdse¢ky XY ma soufadnice

1 1
f=g O =gu "
1 1
n=g 0+ =50

Parametry u, v vyloutfme, jestlize dosadime za u, v ze
vztahl (3) do poslednf rovnosti (2). Po dpravé zjistime,
Ze soufadnice libovolného bodu { = [£; 5] mnoZiny M
vyhovujf pocetnfmu vyjadren{

gt = e ®)

13



Tim jsme viak dostali drukou mnoZinu. Je to mnoZina P,
kterou tvoff viechny body & = [£; %], jejichZ soutadnice
vyhovujf rovnici (4). Z dosavadnich dvah zaroveii vy-
plyva, ze je

MCP. (5)

(Vztah (5) jsme totiz dok4zali ovéfenfm podminky
[A].)

Abychom dokézali rovnost mnoZin M, P, mus{me
jeSté dokazat vztah

PCM. (6)
To provedeme napt. ovérenim podminky [B’]. Necht
bod £ = [&; 5] nepatff mnoZiné M, tzn. £ je stied

usetky X7, ktera ma sice krajnf body na ptimkéch g,
b, ale nemda délku 24. Pak

XY = Vu2 + % # 2d. _ . (29

Dosadfme-li opét ze vztahll (3) za u a v do nerovnosti
(2'), dostaneme po tpravé

£ o o dv @)

Nerovnost (4') viak znamen4, Ze bod £ = [£; 7] ne-

patii ani mnoziné P. Tim je tedy dokdzin vztah (6),
ktery spolu se vztahem (5) ukazuje, Ze je

P =M. (7)

Z analytické geometrie viak vime, Ze rovnice (4) je

potetnim vyjadrenfm kruZnice U se sttedem O v po-

¢atku soustavy soufadnic (tj. v prase¢ftku pifmek aq, 6)

a s polomérem d. Kruznice U je tedy tfet! mnoZinou; pfti-
tom analyticka geometrie ika, Ze

U=P (8)
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Z rovnostf (7) a (8) pak plyne, Ze
U=M,

tzn. kruZnice U je vySetfovanym geometrickym mfs-
tem M.

Vysledek. Geometrické misto M je kruZnice U se
stfedem v prase¢iku kolmic a, b a s polomérem d.

Redenf pifkladu 1 jsme udélali tak podrobné proto,
abychom ukézali vSechny tfi mnoZiny, které se v pri-
béhu feSenf vyskytujf. Pfitom oviem mnoZina P cha-
rakterizovana spoletnym pocetnfm vyjidfenfm mno-
Zzin U, M sehrala pfi fefenf pouze ilohu jakéhosi pro-
stfednfka ,,tfet{ osoby‘‘. Proto také pii reSeni dalsich
pifkladd ani o mnoziné P explicitné nemluvime; mlu-
vime viak vZdy o spoleéném poéetnfm vyjidien{ mno-
zin U, M, coz je oviem v podstaté totéZ.

Strukturu fefeni ulohy na vy3etfovani geometrickych
mfst bodd metodou soufadnic miZeme vyjadrit sché-
matem:

ovétit [A], . M C P
l {

MnozZina MnozZina 1
M, tj. dané P, udans | Zana.
geometrické poletnim gclom.
misto boda vyjadienim plync

- ' P=U
ovérit [B] ¢ [B'], tj. P C M L
MnoZina
U, 4.
nalezeny
geom, utvar
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Muizeme tedy Fici, Ze FeSeni se v podstaté sklada ze tfi
fazi. Predné zjistime, jakému poletnfmu vyjadieni vy-
hovuji viechny body mnoziny M. Tim vlastné najdeme
mnozinu P a zaroverni ovéfenim podminky [A] doka-
Zeme, ¢ M C P.

Potom ovéienim jedné z podminek [B] a [B’] doka-
Zeme, Ze je téZ P C M. Tato faze feSenf ma, populdrné
feleno, zajistit, Ze se do P nepfipletly body, které ne-
pati{ geometrickému mfstu M, ptipadné takovéto ,,pfi-
Zivujfci* se body v&as vyloudit.

Kone&né ve tretf fazi na zdkladé znalosti z analytické
geometrie uréime geometricky dtvar U, ktery se rovna
mnoziné P a tedy i mnoZiné M. Tato faze je tedy vlastné
jen dilem okamziku.

Pripomefime viak, Ze metoda souiadnic je pii feSeni jen
pomocnym apardtem, a proto je tieba vidy vysledek formulovat
nezdvisle na zvolené soustavé soufadnic, tj. pouze s pouitim
danjch proki.

Je samoziejmé, Ze neni ulelné uZivat pfi vySctfovani
geometrickych mist bodd dané vlastnosti pouze mctody
soufadnic. Napf. nebudeme pouZivat této metody, zna-
me-li jednoduchy synteticky zpusob Icieni. Proto si
feknéme, kdy pfi fefeni tloh o geometrickych mistech
bodi uZivime metody soufadnic:

1. Jestlize vysledek nedovedeme jinym zptisobem od-
hadnout.

2. Jestlize sice dovedeme odhadnout vysledek, ale
sviyj odhad nedovedeme jinak dokazat,

Ukazeme si viak pozdéji, Ze ani v uvedenych dvou
pifpadech se nevyhybdme jednoduchym syntetickym
dsudkiim, nebot ty mohou fefeni zna¢né zjednodusit.
Metoda souiadnic je totiZ sice velmi spolehliva metoda
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(vede k cili i tam, kde napt. syntetickd metoda selhala),
ale nékdy je dost pracna. Odtud staré porekadlo, Ze
analytickd geometrie nahradila duchaplnost syntetické
geometrie trpélivostf.

Pracnost potetnf metody do znaéné miry ovliviiuje
mimo jiné i vhodnost ¢i nevhodnost volby soustavy sou-
fadnic. Pro nejvyhodnéjs$f volbu soustavy soufadnic ne-
existuje bohuzel univerzalnf nidvod. Ve vétiiné pifpada
je viak dlelné volit soustavu souradnic podle za-
sady: Jestlize je geometrické misto M soumérné podle
néjaké pfimky, ztotoZnfme tuto pffmku s nékterou sou-
fadnicovou osou. Jestlize je geometrické misto M sou-
mérné podle néjakého stredu, zvolfme jej za potatek
soustavy soufadnic. (Této zdsady jsme mlcky vyuZili jiz
pii feSenf piikladu 1.)
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