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3. kapitola

APLIKACE VZDALENOSTI
BODU A PRIMKY

Budeme vySettovat geometrickd mista takovych bodu,
jejichZ polohu lze charakterizovat pomoci vzdalenostf
od danych bodi a pfimek.

6. P¥iklad. Jsou dany dvé raznobéiky p, ¢ a &fslo
k > 0. VySetftime geometrické misto M viech bodid £,
které majl od pifmek p, ¢ staly soucet vzdalenostf
rovny k.

ReSeni. Geometrické misto M je zfejm& soumérné
podle obou os ruznobézek p, g. Zvolime proto tyto osy
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zéroveil za osy soustavy soufadnic (obr. 10). Rovnice
pifmek p, ¢ napiSeme po fadé ve tvaru

e R e

Jestlize bod £ = [&; 5] pati geometrickému mfstu M,
potom je (viz obr. 10)

R+ R =k, (1)

kde £, <, jsou paty kolmic vedenych z bodu < na
pifmky p, ¢. Vyjadifme-li rovnost (1) pomocf analytické
geometrie, dostaneme

|a§ —bn| + |aé + by | =k (2)
Nynf rozli¥ime nékolik pifpadd.
1. Za predpokladu, Ze je
0 — by =0, at+by=0, (3)
(tzn. za pfedpokladu, Ze bod £ = [£; ] lezf ,,pod*‘ nebo
na pfimce p a zirovef ,,nad* nebo na pfimce ¢), mu-

Yeme na zdkladé definice absolutn{ hodnoty prepsat
rovnici (2) ve tvaru

(a6 —bn) + (ak —bn) =k

k

E=a. )
To znamend, Ze kaidy bod £ = [&; 5], patici geo-
metrickému mfstu M a vyhovujfcf podminkam (3), lez{
na pifmce o rovnici (4); pfesnéji feCeno na usecce u,,
kterou na této pifmce vytinajf rdznobézky p, ¢. (Sou-
fadnice # viech bodi této tsetky bychom mohli zjistit
z nerovnost{ (3) po dosazenf za & z rovnice (4).)

neboli
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2. Za predpokladu, Ze je
at—m =0, ak +m=0, (9)

(tzn. za predpokladu ze bod £ = [§; n] leif ziroven
,nad‘ nebo na pfimce p i ¢), mizZeme rovnici (2) pte-
psat ve tvaru

(—ag + bn) + (a& + by) = &
neboli

=y (6)

Proto kazdy bod { = [£&; 5], patfici mnoZiné M, musf
za uvedenych predpokladd leZet na pifmce o rovnici
(6); 1épe Feteno na uselce u,, kterou na nf vytinajf riz-
nobézky p, ¢
Viimnéte si, Ze usetky u, a u, maj{ na pfimce p spo-
le¢ny krajnf bod. K tomuto vysledku miZeme dojit i bez
vypottu; z jednoduché syntetické uvahy totiz ihned
plyne, Ze na kazdé z pifmek p, ¢ lezi pouze dva body
geometrického mista M, které jsou soumérné sdruZené
podle priscéfku O raznobézek p, ¢
Protoze celé geometrické misto M je soumérné podle
pruse¢iku O pfimek 4, b, nemusime zfejmé zbyvajfci dva
piipady
af—bn =0, aé + by =0, (7)
ak—bn =0, at +bn <0 (8)

ani poletné vySetfovat.

Z najich dosavadnich dvah tedy vyplyva, Ze geo-
metrické mfsto M je ¢ast{ obvodu U obdélnfku ABCD
s vrcholy na pifmkéch p, ¢. Body 4, B, C, D dostaneme
v souhlase se zaddnim geometrického mista M tak, Ze
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na pifmce p, resp. ¢ najdeme body, které maj{ od
pHmky ¢, resp. p vzdalenost £ (obr. 11).

Nyni vySetfime obricené, zda je obvod U obdélniku
ABCD ¢ésti geometrického mista M. Vzhledem k sou-
mérnosti obdélnfku ABCD i mnozZiny M podle stfedu
O miZeme se omezit napf. pouze na strany AB, BC

Obr. 11

(obr. 11). Sta¥f tedy dokédzat, ¢ AB CM a také
BC CM.

Jestlize bod & = [&; %] patif useéce AB, pak jeho
soufadnice vyhovujf rovnici (4) a nerovnostem (3). Ale
rovnici (4) maZeme prepsat ve tvaru

(a6 —bm) + (aé + b)) =k

a vzhledem k nerovnostem (3) ve tvaru (2). Rovnost (2)
je viak jen jiny tvar rovnosti (1). Patff tedy uvaZovany
bod < téz geometrickému mifstu M a proto je AB C M.

Uplné stejné se dokdze BC C M. Tim je diikaz hotov.

Vysledek. Geometrické misto M je obvod U obdél-
nftku ABCD, jeho? kazdy vrchol lez{ na jedné z rizno-
bézek p, ¢ 2 ma od zbyvajici vzdalenost £.
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Pri feSenf tohoto prikladu se ndm vyplatila kombinace
pocetnf metody s jednoduchymi syntetickymi dvahami.
Tim se totiz Fedenf znatelné zkratilo.

Dile si fcknéme jesté jednu praktickou radu. Pfi
podrobnéj§im vyietfovan{ rovnic typu (2) se pomérné
snadno udéla chyba ve znaménku. Dobrou kontrolu vy-

A

& ¢

Obr. 12ab

po¢td umoZiiuje nékdy véta, kterou lze pomérné jedno-
duse dokazat.

Utvar U, dany rovnict s absolutnimi hodnotami mnoholleni,
Je ve vSech seych bodech | spojitou* Carou. Je to tedy dtvar slo-
Zeny z jedné nebo nékolika ,,lomenych lar nebo kfivek*, kieré
nemajt Eddné krajnl body.

Nemuze to tedy byt napf. Zidny z tdtvari na obr. 12ab.
Prvnf z nich ma totiz jeden krajnf bod (4), druhy ma
dva krajni body (B, C).

7. Priklad. Je dana pifmka p a mimo ni ve vzdale-
nosti » (v > 0) bod D. VySetiime geometrické misto M
boda £, které maji od pifmky p a od bodu D soulet
vzdilenosti nejvyse rovny & (£ > o).

Reseni. Okamzité je vidét, Ze geometrické misto M
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je soumérné podle kol- y2p
mice o k pfimce p, pro-
chézejicf Dbodem D. Z -
Zvolime proto pfimku ! Z-l’f i ”]
0 za osu x a piimku p
za osu y (obr. 13).
Jestlize bod £ =

= [£; y] patii geome- /] oux
trickému mista M, pak 0 p=[g

platf '

22, + 2D <k (9 Obr. 13

kde £, je pata kolmice z bodu £ na pf{fmku p. Nerov-
nost (9) prepfSeme uZitim prostfedka analytické geo-
metrie ve tvaru

&1 +VE—0® + 72 <k, (10)

resp. ve tvaru
JE—o +n*<k—§proé=0, (lla)
JE=vt+ P <k+&prof<0. (11b)

Nejdfive vySetfime nerovnost (11a). Obé strany umoc-
nime na druhou a po dal§f dpravé dostaneme

7t < 26w —k) — (v — k) (v + k). (12)

Nerovnost (12) pfipomina poletnf vyjadien{ jistého ro-
vinného ttvaru omezeného parabolou, jejiZz osa je rov-
nobézna s osou x. Nerovnost (12) proto upravime na
tvar

- grrea

ot < 20— k) [5—%(0 +k)]._ (13)
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ProtoZe je podle predpokladu » < k, je v — &k < 0. Je
tedy nerovnost (13) poletnim vyjadienfm itvaru U,,
skladajictho se z paraboly P, o rovnici

7= 20— B[t~ 6 +h)

a jejfho vnitfku. PFitom vrchol paraboly P, je bod
v, :[—;— (v + k); 0]. Jejf ohnisko splyva s bodem
D = [v; 0], nebot

1 1 o
?(U-l‘k)-'—'?(v—k)—v.)

Ridici pifmka d, ma od pifmky p vzdalenost &, nebot
l 1 .
?(v + k) —?(v—k) =k 1)

Zjistili jsme tedy, Ze kazdy bod £ = [&; 5] (kde & = 0),
patifci geometrickému mistu M, nalez{ tvaru U, (do-
konce pouze té &asti utvaru U,, ktera lezf v poloroviné
D).

Uplné stejné mizZeme vysetfit nerovnost (11b). Zjis-
tfme, Ze je pocetnfm vyjddienfm utvaru U,, slozeného
z paraboly P, o rovnici

=2 +B|e—5 6—h)]

a jejtho vnitiku. Parabola P, ma ohnisko opét v bodé D
a jejf fidici pffmka 4, ma také od pifmky p vzdélenost
k. Proto kazdy bod = [£; n] (kde & < 0) patficf geo-

Y) Viz napk. [7], str. 88.
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metrickému mistu M, nalez{ utvaru U, (dokonce pouze
té casti utvaru U,, ktera patif k poloroviné opalné
k poloroviné pD).

Obé paraboly P,, P, protinaji ptimku p v tychZ bo-

a2 I dy
K
R R
Z:
//5/ 0
v Z
_
Z 25
L

k

Obr. 14

dech, které majf od bodu D vzdélenost rovnou k. Mi-
Zeme proto Fci, Ze geometricky utvar M je Eastf dtvaru
U = U, N U, (na obr. 14 je utvar U vysrafovan).
Zbyva dokézat, Ze je téZ U C M. Zde ukadzeme pouze,
Ze &ast U,, patiicf poloroviné pD, je souddstf mnoziny M.
Duiikaz obdobného tvrzenf pro iitvar U, pfenechame Cte-
nafi. Jestlize bod £ = [£; ] (kde & = 0) patif dtvaru
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U,, pak jeho soufadnice vyhovujf nerovnosti (13). Tu
muZeme upravit na tvar

JE—or + 7 < |kE—E| (14)

Z definice dtvaru U, viak ihned plyne, Ze k > & neboli
k— &£ > 0. MiZeme proto nerovnost (14) prepsat ve
tvaru (11a), resp. (10). Tzn., Ze bod { pati{ mnoziné M.

Vysledek. Ozna¢me U,, U, itvary sklddajici se z pa-
rabol (a jejich vnitrkid), které majf spole¢né ohnisko D,
a jejichz ridici pffmky jsou rovnobézky s pifmkou p, ve-
dené ve vzdalenosti k. Geometrické misto M je pak
dtvar U=U, n U,

Pfi feSenf naseho pifkladu jsme vztah U C M doka-
zovali obracenfm postupu, kterym jsme ovéfili vztah
M C U, . ovéfenim podminky [B].

V jistém smyslu bude poucné, jestlize dukaz vztahu
U C M provedeme jeité jednou ovéfenfm obménéné
podminky [B’]. Omezime se vSak opét pouze na pii-
pad, Ze £ = 0. Pripad £ < 0 pfenechidme opét &tendfi.

Necht bod £ = [§; n] (kde & = 0) nepatif mnoZiné
M. Potom postupné dostaneme:

KR + XD >k, (9%
&1+ E—=o) 2 F 72 >k, (109
VE=2 +p2>k—¢&  (112)

Nynf viak musfme rozli§it dva piipady.
a) Pravé strana nerovnosti (11a’) je ziporn4, tzn.

k<& (15)
Av3ak 2adny bod £ = [&; 5] vyhovujicf nerovnosti (15)
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nemlzZe ndleZet tvaru U, (viz obr. 14) a tedy ani
utvaru U.

b) Prava strana nerovnosti (11a’) je nezipornd. Pak
muzZeme obé strany umocnit na druhou a dostaneme

(§—o) +7°> (k—¢)®
a po dal3ich dpravich

> 20—k [.{-‘—%(v—i—k)]. (13')

Tedy ani v tomto pifpadé nepati{ bod < udtvaru U,
a tudfZ ani utvaru U.

Pripomeiime, Ze pfi tomto postupu nesmime vynechat
pifpad a). Opomenuti tohoto ptipadu by mohlo v ob-
dobnych situacich vést k hrubé chybé. MazZeme se o tom
presvéddit na jednoduchém pifkladu. Snadno totiZ zjis-
time, Ze z nerovnosti

VEF+7n>—2 (16)
neplyne nerovnost
E4+n>4,

kterd vznikne z (16), jestliZe umocnime obé strany na
druhou. Staéf zvolit napf. £ =5 = 1.

K uvedenému feden{ prikladu 7 pripojfme jeité jednu
pozniamku. V okamziku, kdy jsme zjistili tvar geometric-
kého mista M, tj. v okamziku, kdy jsme dokazali vztah
M C U, mohli jsme jiz docela pohodlné fefenf dokonit
syntetickou metodou. (Pokuste se o to sami!) Poletn{
metoda méla proto v tomto pffpadé cenu hlavné ,,ob-
jevitelskou*,

8. Priklad. Je ddna pifmka p a mimo ni ve vzdile-
nosti v (v > 0) bod D. Kromé toho je dano &fslo £ > 1.
Vysettime geometrické misto M viech boda £, pro néz
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platf: Pomér vzdilenostf bodu { od pifmky p a od
bodu D je stily a rovna se k.

ReZeni. Geometrické misto M je soumérné podle
piimky o jdoucf bodem D kolmo k piimce p. Soustavu
soufadnic zvolime jako na obr. 13. .

Oznatime <, patu kolmice z bodu { = [£; ] na
piimku p. Jestlize bod £ pati{ mnozin& M, pak je

‘%%‘ =k. (17)
Pomocf souradnic prepfSeme rovnost (17) ve tvaru
N L
[GEDE
resp.
|6l =k (E—v)? + 0. (18)

Umocnime obé strany rovnice (18) na druhou a upra-
vime na tvar

E2(k® — 1) — 2k%& + k%2 4+ k22 = 0.  (19)

Dostali jsme rovnici, ktera je vzhledem k obéma sou-

fadnicim &, 4 kvadratickd. Rovnice (19) je proto prav-

dépodobné pocetnfm vyjadienfm néjaké stfedové ku-

7elosetky; upravime ji proto na néktery tvar uvedeny

v [8] nebo {9]. (Viz str. 88—90.) Postupné dostaneme
k% k2v?

2
(k2_ 1)[5__1‘:2_71] + kz,,]z = E2—1°

k2v 2
T
\ kr—1 J+"}2_:1. (20)

( ko ]2 v?
kT 1
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2
Profoze £ > 1, je ﬁ > 0. Proto je rovnice (20)
potetnim vyjadfenfm elipsy U se sttedem S = [£2(k? —
— 1)72; 0] a s délkami poloos

kv v

“F—1 'Typ=T

Protoze soutadnice kaZdého bodu £ = [&; ] mnoZiny
M vyhovujf rovnici (20), je tim dokdzano, Ze M C U.

Nyni obracené ptredpokladejme, Ze bod £ = [&; 7]
vyhovuje rovnici (20). Potom obracenym postupem do-
jdeme od rovnice (20) aZ k rovnici (18). Geometricky
vyznam rovnice (18) je vyjddten vztahem (17). To
tedy znamena, Ze bod { patti mnoziné M, neboli
ucmMm.

Zbyva popsat elipsu U nezavisle na zvolené soustavé
soufadnic. Pritom chceme, aby popis byl co nejjedno-
dusdi. V takovém piipadé byva vyhodné zobrazit si pro
urdité £ elipsu U a vysledek nejdifve uhodnout a pak
teprve dokazat. Na obrdzku 15 je znazornéna elipsa U
pro k = 2. Jist¢ se vim bude zdit ndpadni poloha

P

Obr. 15
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bodu D. Neni tézké pfijft na to, Ze bod D je ohniskem
elipsy U. Tento odhad skute¢né ovérime vypoctem. Ex-
centricita clipsy U je

— k%? v? v
”=V“2_”2=V(kz—1)z TEFE—T T F—1

a ohniska majf prvnf soufadnici

B+l
& Sl E—1

v
s porEEoT =,

Je tedy bod D to ohnisko elipsy U, které je blfZze pffm-
ce p.
Hlavnf vrcholy majf prvnf soufadnice
7 kv ko
E3-4= kz_l :l: k2—1 = k:F 1 .
Ziejmé jsou obé soufadnice &,, &, kladné (¢ > 1), proto
lezf hlavn{ vrcholy v poloroviné pD.

Vysledek. Geometrické mfsto M je elipsa U s ohnis-
kem D, hlavnf osou kolmou k pifmce p. Hlavnf vrcholy
lezf v poloroviné pD a maj{ od pffmky p vzdalenosti
kv(k— 1)t a ko(k + 1)7

Pt feSenf piikladu 8 jsme dostali kvadratickou rovnici
(19) pro souradnice &, n. Viimnéte si, Ze jsme se o geo-
metrickém dtvaru, jehoZ pocetnim vyjidienim je rov-
nice (19), vyjadrili velmi opatrné. Nemusf byt totiZ
kazda kvadratickd rovnice pro &, n pocetnim vyjadre-
nim kuZclosetky, presnéji receno ,,nedegenerované‘ ku-
zelosetky. Uvedeme si ptiklady:
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1. Rovnice
4x? —8x +32 +4 =0
je potetnim vyjadfenim jediného bodu § = [1; 0],
nebot je ekvivalentnf s rovnicf
4(x—1)2 42 =0,
2. Rovnice
4x? —8x —y* +4 =0

je poletnfm vyjadienfm dvou riznobézek, nebot je ekvi-
valentn{ s rovnicf

4x—1)2—y =0,
resp. s rovnicf
(2x—y—2)(2x +9y—2) =0.
3. Rovnice
4x* —8x +* +3 =0

je poletnfm vyjidfenim mnoZiny prdzdné, nebot je
ekvivalentni{ s rovnic{

4(x—1)2 4 y2 = —1.

Z uvedenych pifklada je tedy vidét, Ze nestaéf pro-
hlédnout si, jak se to bohuzel dost asto stivd, pouze
koeficienty u kvadratickych ¢lenti. Kromé toho je vidét,
Ze poletn{ vyjadienf mnoZiny bodd nemusf byt jediné.

9. Priklad. Je din rovnoramenny trojihelntk ABC
se zakladnou AB = ¢ a uhlem a pfi zdkladné. Vzdile-
nost libovolného bodu { hledané mnoziny M od piimky
AB je geometrickym pramérem jeho vzdalenosti od pii-
mek AC, BC. VySetifme toto geometrické misto M.
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Refeni. Geometrické misto M je zfejmé soumérné
podle osy o zdkladny AB trojuhelnika ABC; zvolime ji
proto za jednu ze soufadnicovych os. Trojihelntk ABC

Oay
xsina +ycosa =0 XSING - y.COSq =0
8 4 AL,
/a & > a y= ?ic.?ga
K757
Y2,
Z, !
C=0 a . x
Obr. 16

umistime podle obr. 16. Smérovy thel pifmky AC je «
(nebot AB || x); ptimka AC ma proto rovnici

xsina—ycosa =0 (21)

a pifmka BC, ktera je soumérné sdruzenas pfimkou AC
podle osy y, ma rovnici

xsina +ycosa =0. (22)
Polozime-li
sina =a, cosa =10,
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miizeme rovnice (21) a (22) napsat ve tvaru

ax — by =0,

o+ By =0 }a2+b2= , a>0, 6>0. (23)
Rovnice pfimky 4B je

1
)= ? 4 tg a,
resp.
1 =10, (24)

kde v = Setga je vyska trojuhelnfka ABC na zéklad-
nu AB.

Jestlize nynf bod £ = [£; 5] patif geometrickému
mistu M, potom je (viz obr. 16)

R =VZR: - R (25)

kde Z,, £, <3 jsou paty kolmic vedenych z bodu { na
pHmky AC, BC, AB. Tuto podminku vyjadifme po-
detné:

|o—n|=VlaE—by|.[ak +bn[. (26)
Odtud vypotitime, Ze
(v —n)? = | a6 — b |. (27)

Nynf rozli{fme dva pifpady:

a) Necht je a2£2 — b2 < 0, neboli ¢jé| = bln|. Tato
podminka znamen4, Ze bod { = [£; %] pati{ bud hlu
ACB, nebo uhlu k nému vrcholovému. Potom rovnice
(27) ma tvar

(v—n)® = —a€* + b, (28)

Rovnici (28) upravime s pouZitfm rovnosti a? -+ 62 = 1
na tvar
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v )2 vb\?
| —=) - [7] (29)
Rovnici (29) prepfieme jesté jednou s pouZitim danych
prvka ¢, «:

¢ c )
£2+[n_sin2a]=[sin2a]' (30)
V pripadé a) lezf tedy body < na kruznici U, se stftedem
S = [O; s o |2 polomérem 9 sicn — - ProtozZe ze za-

déin{ ulohy je ihned patrné, Ze geometrické misto M
mus{ obsahovat body 4, B, snadno na zakladé dosavad-
nich vysledkd usoudime, Ze mnoZinu U, lze sestrojit
jako kruznici dotykajici se pifmek AC, BC v bodech A,
B (obr. 17). Stadf napft. ukdzat, Ze trojihelnik BCS ma
pii vrcholu B pravy uhel. Vime, Ze

¢
"~ sin2a’
Odtud postupné dostaneme
_ BD 1  BC BC
~ cosa sina  sina  cos (R—a)

a tedy trojihelnfk BCS je skute¢né pravoihly. [K dua-
kazu jsme oviem mohli pouzit i metody soutadnic; napf.
vySetfovat vzajemnou polohu kruznice U, dané rovnicf
(30) a ptfmek AC, BC danych rovnicemi (23).]

b) Necht je a2£2 — b2y = 0, neboli a|&| = b|n|. Tato
podminka znamend, Ze bod { = [&; #] patif nékteré-
mu z vnéjsich Ghld trojihelnika ABC pfi vrcholu C.
Potom rovnice (27) ma tvar

(0 —n)? = a?f* — by (31)



Rovnici (31) uvedeme na tvar

v 2
g (—1v%)
v2h? - v2h? =1; (32)
a® (1 + 6% (I 4+ b%)2
pouzijeme-li danych prvki ¢, «, dostaneme
[1, cotg a 2
£2 T 2(1 + costa ]
c? - ¢?sin® a ) =1.(33)
4(1 + cos?a) 4(1+ cos?a)?
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V tomto pitipadé tedy lezi body < na hyperbole U,
dané rovnici (33). Ze zadanf ulohy je opét ziejmé, ze
body A, B patif geometrickému mistu M. ProtoZe sou-
fadnice téchto bodd vyhovujf podmince a2£2 — b2 >
= 0, musi tedy hyperbola U, prochézet body 4, B.

Dokonce se hyperbola U, v bodech 4, B pifmek AC,
BC dotykd. Ze zadan{ ulohy je totiz zfejmé, Ze body 4,
B jsou jediné dva body geometrického mifsta MlezZlct
na piimkich AC, BC. To oviem znamend, Ze ka?da
z pifmek AC, BC ma s hyperbolou U, spole¢ny jediny
bod. Protoze viak pfimky AC, BC nejsou rovnobézné
s Zadnou z asymptot hyperboly U, (pfesvédéte se o tom
vypoltem sami!), musi byt pfimky AC, BC te¢nami
hyperboly U,. (Vzijemnou polohu pifimek AC, BC
bychom mohli samoziejmé vySetfit i poéetné.)

Shrneme-li pifpady a) a b), dostaneme ¢asteény vy-
sledek: Kazdy bod geometrického mista M patif bud
kruznici U,, nebo hyperbole U,, neboli M C U =
= U, U U, (obr. 17)}).

Dtkaz obriceného tvrzenf U C M bude nyni jiZ
lehkou zalezitost{. Necht bod £ = [£; 5] nepatff mno-
Ziné M, pak neplatf rovnost (25). Odtud viak snadno
dojdeme k zévéru, Ze soutadnice bodu £ nevyhovuji ani
rovnici (30), ani rovnici (32). To znamena, Ze bod < ne-
patif ani mnoziné U = U, Y U.,.

Vysledek. Necht U, zna&{ kruZnici dotykajfcf se pii-
mek AC, BC v bodech 4, B. Necht U, je hyperbola do-
tykajicf se také pifmek AC, BC v bodech 4, B, s hlavn{

osou délky ¢(1 -+ cos? a)-% rovnobéZnou s pifmkou 4B

1) MnozZina U = U, (J U, je tzv. sjednoceni mnoZin U, a U,;
sklada se pravé z té&ch bodu, které patfi bud Gtvaru U,, nebo dtvaru

U,
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a vedlej§! osou délky c¢sin a(l + cos? a)™ splyvajicf
s osou o useCky AB. Potom geometrické misto M je
utvar sloZeny z kruznice U, a hyperboly U, (obr. 17).

Hyperbola U, je sice ve vysledku piikladu 9 popsdna
jednozna¢né, aviak tento popis pro pifmou konstrukei
neni nejvhodnéjsi. Potfebné
prvky hyperboly U, mize-
me oviem na zdkladé uve-
dené¢ho Fesenf uréit téZ kon-
struktivné,

Predné uréime stied O
hyperboly U,. Vime, Ze jeho
vzdalenost od vrcholu C je
[viz rovnici (32)]

lo

2 v _
1 +4 1+ cos?a
1 |
:v--l—z,
+ cos*a Obr. 18

kde v je vyska trojihelnfka

ABC k zékladné AB. Uréime proto nejdifve konstruk-
tivné pomér 1 : (1 + cos?a). Ze sttedu D zékladny
AB (obr. 18) spustime kolmici na stranu AC; patu této
kolmice oznatime E. Potom je

AE = AC cos? a.

Sestrojime bod F soumérné sdruZeny s bodem E podle
sttedu 4. Potom platf

AC AC e 1
FC = AC(l +cos*a) 1+ cos?a’
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Stfed O je proto prusecik pifmky CD s piimkou p ve-
denou bodem A rovnobéiné s DF.
Obdobné lze udat konstrukci délek obou os. To viak
jiZz pfenechivame Ctenafi.
Na zavér naSeho pifkladu znovu upozoriiujeme na
efektivnost kombinace
y syntetické metody
s poletni metodou,
a,x+b,y =lo ax-byy=0 Kdo ma dost trpéli-
Z 8 vosti, miZe si pro srov-
> y=1 nanf napf. numericky
0 2[5 vy$etfit vzijemnou po-
. lohu pfimky AC a hy-
Z5 x_ perboly U,.

2

10. Priklad. Je din

trojuhelnik ABC.

Necht £ je libovolny

Obr. 19 bod trojihelnfka

ABC"Y); paty kolmic

spu§ténych z bodu £ na strany AB, BC, AC oznatme

po fadé K, <1, <. Vysetifme geometrické mfsto M
viech boda £ trojuhelnika ABC, pro néz platf

KR — K5l = KK = KK + KK (34)

ReSeni. V kazdém trojuhelniku alespoit jedna pata
vy$ky na pifslusnou stranu ndleZi vnitrku této strany.
Muizeme proto bez omezeni obecnosti pfedpokladat, ze
to nastane pro vysku ke strané BC. Soustavu soufadnic
pak zvolime podle obrazku 19. Rovnice piimek AB,
AC, BC mizeme pak napsat po fadé ve tvaru:

1) Bod trojuhelnika je jeho vnitini bod nebo bod na jeho obvodu.
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ayx + by =0, kde a; +b=1, a,>0, b, >0,
y=1.

Necht bod £ = [&; 5] patff geometrickému mistu M.

To znamena, Ze bod < patfi trojihelniku ABC a vyho-

vuje podmince (34). Bod £ patif trojuhelnfku ABC pravé

tehdy, jestlize leZf zadroveil ,,nad‘‘ nebo na pifmkach
AB, AC a ,,pod* nebo na pifmce BC; pro bod { tedy
platf nerovnosti

ayx—by =0, kde a2 +b3=1, ¢, >0, b, >0,
(35)

af—bn=0,
a¢ +bm =20, (36)
n=s1.

Podminku (34) nejdiive nahradime ekvivalentni sousta-

vou nerovnost{
K1 = KR + KK s _
KRy = KK+ KK s } (37)
RR3 =K1+ KKz

Soustavu (37) pfepfSeme pomocf soufadnic bodu <.
|1 —n| < |aeé + ban| + |aré— b1yl
|as€ + bay| < |ay€ —byn| + |1 —n), (38)
ey —bml S |1 —n| + |aé + bon].

Absolutn{ hodnoty odstranime na zakladé€ nerovnost{
(36). Po dalsi jednoduché vpravé dostaneme

(—ay +a))é+ (b +b,+1)p—120,
(—ay—a)é + (by—by— 1) +1=0, (39)
(a1 + a)€ + (—by + b6,—1)n +1=20.
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Ka%da z nerovnostf (39) je (za predpokladu, Ze vidy
alespori jeden z koeficientl u £ a % se nerovna nule) po-
¢etnfm vyjadfenim jisté poloroviny. Geometrické mfsto
M musf byt proto &astf viech téchto tfi polorovin i da-
ného trojihelnfka ABC. Prinikem téchto ti{ polorovin
a trojuhelnfka ABC bude zfejmé néjaky mnohoudhelnfk;
jeho vrcholy bychom mohli zjistit poetné. Misto poéi-
tan{ se nam v3ak opét vice vyplatf jiny postup. Vysetii-
me totiZ synteticky, kolik bodd ma mnoZina M na stra-
nach trojihelnika ABC. Necht bod {, geometrického
mista M lez{ napf. na strané BC. Potom je K, = 0,
takze poslednf dvé z nerovnostf (37) majf zjednoduseny

tvar
Rz = Kok Koks = Kok (40)

Odtud v3ak plyne, Ze <<, = <o<s @ tedy bod <, lezf
na ose vnitinftho uhlu BAC. Pritom je zfejmé, Ze bod
Ko lez{ zaroveni na hrani¢nich pffmkach polorovin vy-
jadfenych poslednfimi dvéma nerovnostmi v soustavé
(39). Obdobna uvaha platf i pro zbyvajicf dvé strany
trojihelntka ABC.

Z dosavadnich dvah tedy plyne: Geometrické misto
M je tastf trojihelnfka T,
Jehoz vrcholy jsou prise-
¢ky os vnitfnich thla
s protéjsfmi stranami troj-
thelntka ABC (obr. 20).

Dikaz obriceného tvr-
zen{ T C M pienechdme
JiZ ¢tenafam.

Viimnéte si, jak lze
charakterizovat nerov-
Obr. 20 nostmi body vnitfku troj-



thelntka T. Jaky geometricky vyznam majf{ pak body
vnitiku trojuhelnika T?

Pii fefenf pifkladu 10 jsme se omezili na body patiici
trojihelntku ABC. Je samoziejmé mozZné vySetfovat
stejnym zpasobem i vnéjsek trojihelnika ABC; viz cvi-
¢enf 18.

11. Priklad. Je dana dsetka 4B s vnitfnim bodem V,
ktery ji délf na dse¢ky VA =a, VB = b (a > b). Vy-
Jetffme geometrické misto M viech bodd C, pro néz
platf: pfimka CV je osou vnitfnfho uhlu trojuhelnika

Reseni. Ulohu bychom mohli samoziejmé Feit tak,
Ze bychom pocetné vyjadrili podminku

& BCV = & ACV. (41)

Tento postup viak nenf pravé lakavy pro svou pracnost.
Staci si uvédomit, Ze jen k vypo&tu uhlu BCV musime
znat smérnice ptimek BC a VC.

Z planimetrie viak vime, Ze podminka (41) je splnéna
pravé tehdy, jestliZe ma bod V od obou z pffmek AC,
BC stejnou vzdalenost. ProtoZe budeme vysetfovat vzda-
lenosti dvojic pfimek od bodu V, umistime kvili zjed-
noduleni vypottl pocatek soustavy soufadnic v bodé V.
Soustavu soufadnic zvolfme podle obr. 21.

Podminka (41) je tedy ekvivalentnf s podminkou

vV, = VV,, (42)

kde V,, V, jsou paty kolmic z bodu ¥V na ptimky AC,
BC. Necht bod C = [&; 5] patti geometrickému mfstu
M. Potom rovnice primek AC, BC muzZeme napsat po-
fad¢€ ve tvaru (viz [3], str. 86)
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nx—a)—(§—a)y =0,
n(x + 06— (5§ + oy =0,
resp.
nx—(&—a)_y—na=0,} (43)
nx— (E4+0)y +nb=0.

Y

C=[§i”]

Obr. 21

Uzitfm soufadnic bodu € miZeme nynf s pomoc{ rovnic
(43) vyjadfit téz rovnost (42):

_bmal Il gy
V@—(E—a® Vi +(E+0)?
Protoze bod ' nemuze leZet na piffmce AB, je n # 0.

Mauzeme tedy &fslem 7 rovnici (44) délit. Po odstranénf
zlomki a umocnén{ dostaneme
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£2(a®— %) + 2abé(a + b) + n*(a®—b%) =0, (45)
neboli po délenf sou¢tem a + b (#~ 0)

Ea—0b) 4 2abé 4+ n?(a—0b) = 0. (46)
ProtoZe je a > b, miZeme rovnici (46) pfevést na tvar
ab \? ab \?
(6+525) +7 = (325" (47)
\

s 87 T A\
AN
Obr. 22

Tak jsme zjistili, Ze geometrické misto M je &astf dtvaru
U, ktery se skladad ze vSech bodi kruZnice k se stfedem

ab ’ .

A} =[— ——5 O] a polomérem L vyjimkou
prase¢ikit s pfimkou AB.

Nynf obracené necht bod C = [£; 5] patif dtvaru U.

Pak jeho souradnice vyhovujf rovnici (45), z nfZ snadno

odvodime rovnici
a*[n? + (& + 8)%] = b*[n* + (E—a)?], (48)
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resp. rovnici
la] 6]
Ve +E—ar V@ E+or

ProtoZe bod C lez{ mimo osu %, je n # 0; miZeme tedy
ob& strany rovnice (49) nésobit éislcm 7| = |—nl.
Tfm dostaneme rovnici (44), kterd je jen _]mym vy-
jadfenim rovnosti (42). To viak dokazuje, Ze platl téz

ucMmM

(49)

Vysledek. Necht £ znadf kruZnici, ktera ma stied §
od potatku V

a ktera prochaz{ bodem V. Geometrické¢ misto M je
pak kruZnice £ s vyjimkou jejich prasecfkii s pifmkou
AB. (Konstrukce kruznice £ je zfejmd z obrazku 22.)

na polopiimce VB ve vzdalenosti p ﬁ b

Cviéeni

9. Je dana piimka p a mimo ni, ve vzdalenosti v (v> 0), bod D.
Vygetfete geometrické misto M viech boda g, které maji od
piimky p a bodu D staly rozdil vzdélenosti rovny k& (k> 0).

10. Je déna piimka p a mimo ni, ve vzddlenosti v (v> 0), bod D.
Vy3etfete geometrické misto M viech bodi £, které maji od
ptimky p a bodu D souéet druhych mocnin vzdalenosti mensf
ne% dané ¢islo k> 0.

11. Je dana pfimka p a mimo ni, ve vzdalenosti » (v > 0), bod D.
VySetfete geometrické misto M viech bodd <, které maji od
piimky p a bodu D staly rozdil druhych mocnin vzdalenosti
rovny k£ (k> 0).

12. Jsou ddny dvé raznobézky a, b. Vyletfete geometrické misto M
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viech bodi £, které maji od piimek a, b rozdil vzdalenosti
aspoft k (k> 0).

13. Jsou dany dvé ruznob&zky a, b s odchylkou a. VySetfete geo-
metrické misto M viech bodu <, které maji od pFimek g, b
staly rozdil druhych mocnin vzdalenosti rovny k? (k> 0).

14. Je dédna dsetka AB = 2a se sttedem § a ¢&islo k> 1. Je-li C
libovolny bod, znai body §,, S, po fadé paty kolmic spuiténych
z bodu § na piimky AC, BC. Vy3etiete geometrické misto M
takovych bodu C, pro néz plati §S, = £SS,.

15. Je dana usetka AB = 2a se stfedem S. VySetfete geometrické
misto M viech bodt C, pro né% plati: soudet pievracenych
hodnot druhych mocnin vzdalenosti bodu § od ptimek AC,
BC je roven danému ¢islu k (k > 0).

16. Jsou dany dvé riiznob&zky a, & s odchylkou ¢. Vysetiete geo-
metrické misto M viech boda Z, které maji staly soucet pre-
vracenych hodnot vzdalenosti od ptimek a, b rovny k (k> 0).

17. Je dan trojihelnik ABC a éislo k> 0. Vy3etfete geometrické
misto M viech bodil &, které maji od pfimek AB, AC, BC stily
soucet vzdalenosti rovny k. Geometrické misto M skuteéné pro
né&jaky trojuhelnik sestrojte.

18. Je dan trojuhelnik ABC. Je-li £ hbovolny bod, pak oznacime
Ziy Zas K5 po Fadé paty kolmic z bodu & na ptimky BC, AC,
AB. Vysettete mnozinu M viech bodii £ vmn&jsku trojithelnika
ABC, pro néz plati:

| RR—R i< &< R+ X

19, Je dan thel AVB = 2¢ a na jeho ose o, ve vzdilenosti v od
vrcholu, bod D. Vy3etiete geometrické misto M viech bodu Z,
pro néZ plati: Souéin vzdalenosti libovolného bodu g od pti-
mek AV, BV se rovnad druhé mocniné jeho vzdilenosti od
bodu D.

20. Je din vdhel AVB = 2¢p a na jeho ose o, ve vzdilenosti v od
vrcholu V| bod D. Vy3etfete geometrické misto M viech boda
<, pro néZ plati: Vzdalenosti libovolného bodu & od pfimek
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21.

22.

AV, BV jsou délky stran pravouhlého trojihelnika, jeho% pfe-
pona ma délku DZ.

Je déna ptimka p a mimo ni, ve vzdalenosti v, bod D. Kromég
toho je dano kladné &islo £ < 1. Vyietiete geometrické misto
M viech bodua &, pro néZ plati: Pomér vadalenosti bodu £ od
piimky p a jeho vzdalenosti od bodu D je roven stale £.
Necht ABC je rovnostranny trojihelnik a x, y, z jsou vzdale-
nosti libovolného bodu V od jeho stran. Vy3etfete geometrické
misto M viech bodu V trojihelnika ABC, pro néz jsou ¢&isla
x, 3, z délky stran ostroihlého trojihelnika.
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