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1. kapitola

ZAKLADNI POJMY
A NEJJEDNODUSSI ULOHY

V této kniZce se budeme zabyvat studiem funkci. K tomu
si nejprve zavedeme fadu pojmu, kterych budeme &asto
pouZivat. Mnoho téchto pojmi znd Ctendf ze Skoly, né-
které pro ného budou nové. Upozoriiujeme Etendfe na
broturku M. Sislera a §. farnika O funkcich, kterd vysla
v roce 1962 jako 4. svazek Skoly mladych matemariki a ve
které jsou jiz n&které z niZe uvedenych pojmia zavedeny.

Budeme stile pracovat s redlnymi ¢isly. Redlni Cisla
zobrazujeme zndmym zplisobem na Ciselné ose, pfifemz
dokonce Casto zaméiujeme pfi b&Zném vyjadfovani Cislo
samo s jeho obrazem na {iselné ose. Tak tfeba hovofime
0 ,,bodu tfi“ a mime na mysli redlné &islo 3, nebo fikame,
Ze vzdilenost boda a a b je d a vyjadfujeme tim, Ze

la—b|=|b—al=4d.

Pro n&které mnoZiny redlnych Cisel, jejichZ obrazy vy-
pliivji na Ciselné ose usecky nebo polopfimky, zavadime
ndzev intervaly a zv1aStni oznacleni.

Uzav¥enym intervalem od a do b (a < b) rozumime mno-
Zinu vSech disel x, pro kterd je ¢ = x = b. Tento interval
znalime <a, b>. Obrazy vSech prvki intervalu <a, 6>
vypliiuji na Ciselné ose usecku, jejimiZ krajnimi body jsou
obrazy Cisel a, b. Proto mluvime o krajnich (politeCnim
a koncovém) bodech intervalu. Otevieny interval (g, b) je
mnoZina viech &isel x, pro kterd je ¢ < x < b. Pracujeme

5



také z polouzavienymi &i polootevienymi intervaly <a, b)
a(a, b>. '

Viechny tyto intervaly nazyvame konelné nebo vlastni.
Nekoneéné nebo nevlastni jsou tyto intervaly:

Uzavfeny (otevieny) interval od a do nekonefna, tj.
mnoZina viech Cisel x, pro né je x = a (x > a), ktery
oznalujeme << @, o) [(a, =)];

uzavieny (otevieny) interval od méné& nekonetna do b,
tj. mnoZina vSech Cisel x, pro néZ je x = b (x < b), ktery
oznatujeme (— e, b> [(— o, b)];

interval od méné nekoneCna do nekonelna oznalujeme
(— o, =) a rozumime jim mnoZinu vSech reilnych &isel.

Rekli jsme, co rozumime krajnimi body intervald. Body,
které nejsou krajni, nazyvime wmitini body intervalu. Tak
napf. otevieny interval (a, b) obsahuje vesmés jen vnitfni
body.

V naSich Uvahich bude duleZity pojem okoli bodu.
Okolim bodu (¢isla) a rozumime kterykoli otevieny inter-
val obsahujici ¢islo a. Napfiklad interval (6, 7,5) je okolim
bodu 6,3. N&kdy je uZiteCné rozliSovat mezi levym a pra-
vym okolim bodu. Levym (pravym) okolim bodu a je kazdy
otevieny interval s -koncovym (poCiteCnim) bodem a.
Viimnéme si, Ze levé a pravé okoli bodu a nedavaji dohro-
mady okoli bodu a. Aby vzniklo okoli bodu a, bylo by
nutno je$té pfipojit bod a samotny. Okoli bodu g, ze kte-
rého je vydat bod a, budeme nazyvat redukované okolf
bodu a.

A nyni si pfipomeneme definici funkce. Necht je déna
mnoZina redlnych Cisel M. Pfedpis, ktery kazdému cislu x
z mnoZiny M pfifazuje jisté (jediné) redlné Cislo y, nazyva-
me funkce. MnoZina M je definicni obor funkce, jednotliva
Cisla z defini¢niho oboru jsou argumenty, lisla pfifazend
funkci argumentim se nazyvaji funkéni hodnoty. Funkce
oznaCujeme pismeny f, g, 9, F, G apod., nebo zvl4$tnimi
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znaky jako sin, log, V™ atd. To, Ze funkce f pfifazuje argu-
mentu x funkéni hodnotu y, zapisujeme

y=r®

a fikdme, Ze funkce f nabyvd v bodé (¢isle) x hodnoty y.

Vsimnéme si, Ze pfi definici funkce jsme vysli z definié-
niho oboru. Je duleZité uvadét pro kazdoy funkci vedle
samotného pfedpisu vidy i defini¢ni obor, i kdyZ se na to,
zejména je-li ddn pfedpis rovnici, ¢asto zapomind. V naSich
tvahich bude definiCni obor vZdycky hrit diileZitou tlohu.

Dobrou pomuckou pro studium funkei je jejich grafické
zndzornéni, kratce grafx.)

Zavedeme v roviné€ znimym zpiisobem soufadnice, tj.
sestrojime dv& navzijem kolmé Ciselné osy protinajici se
v bod¢ 0, ktery nazveme pocdzek. Jednu osu volime obvykle
vodorovnou a budeme ji vétsinou znalit x. Druh4 Ciselna
osa je osa y. Nyni je moZno kaZzdému bodu v roviné pfifadit
dvé Cisla, soufadnice, takto: Vedeme bodem P kolmice na
obé ¢iselné osy (soufadnicové osy x a y). Je-li pata kolmice
na ose x obrazem Cisla a, pata kolmice na ose y obrazem
Cisla b, fekneme, %e bod P ma soufadnice a, b, coZ znaéime

= [a; b]. Prvni soufadnice bodit leZicich na ose y je
nula stejné jako druhd soufadnice bodt leZicich na ose x.
Pocitek 0 ma obé soufadnice nulové, tj. 0 = [0; O].

Je-li nyni déna funkce f a sestrojime-li pro kaZdé &islo x
z jejiho defini¢niho oboru bod [x; f (x)], nazyvdme mnoZinu
vSech takovych bodt grafem funkce f. Ve vSech pnpadech
kterymi se zde budeme zabyvat, budou grafy funkcx urdité
&iry nebo kfivky.

Na grafu funkce existuji body, které maji pro nas
zvlastni duleZitost. Jsou to body, ve kterych graf dosahuje
nejvétsi Ci nejmensi ypsilonové soufadnice. Zde je viak
tfeba uvést pfesnou definici, kterd se nemiZe opirat jen
o nazornou pfedstavu. Zavedeme proto ,,poletn& pojem
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tzv. extrémi a lokalnich extrémi funkce. Zatnéme s lokdl-
nimi extrémy.

Rikame, %e funkce f nabyvd v bodé x, ostrého lokdlniho
minima (maxima), existuje-li takové redukované okoli bodu
X, Ze pro vSechny argumenty x z tohoto okoli je

J(x) > f (30) (f (x) < f(x0))-

Pro lokdlni minimum nebo maximum zavidime souhrn-
ny nazev lokdlni extrém.

Je vidét, Ze k tomu, aby se mohlo mluvit o lokdlnim
extrému funkce v bod€& x,, je nutné, aby funkce byla defi-
novana v jistém okoli bodu x,. Toto okoli oviem muzZe byt
libovolné malé. Je tfeba si dobie uvédomit, Ze naSe definice
popisuje skutecné jen jistou lokdlni vlastnost funkce. To
snad dobfe vynikd na pripojenych dvou obrazcich. Na
obr. 1 je znazornéna funkce, majici v bodé x, ostré lokalni
minimum, ackoli jeji hodnota v bod¢ x, je, celkové vzato,
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jedna z nejvé&tSich. Body x,, x, na ose x jsou krajni body
okoli, v némz jsou funkcni hodnoty f (x) v definici poZado-
vaném vztahu k ¢islu f (x,). (Podobné na obr. 2 pro ostré
lokdlni maximum.)

y

y=foo |
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Obr. 2.

Tyto lokalni extrémy budou mit v nasich dvahich misto
jako pomiicka k vyhleddvani takovych funk&nich hodnot,
které jsou v uvaZovaném definicnim oboru vibec nejvétsi
nebo nejmensi. Definujeme je takto:

Funkéni hodnota f (x,) je ostrym maximem (minimem)
funkce f v oboru M, plati-li pro kaZdé x z oboru M ne-
rovnost f (x,) > f (x), (f (x) <f(x)).

UZivime také pon€kud méné piechledné formulace
wfunkce f nabyvd v bodé x, ostrého maxima (minima) v oboru
M, nebo ,, funkce f md v bod¢ x, ostré maximum (minimum)
vzhledem k oboru M*.



Napfiklad funkce f (x) = 2—x definovani v intervalu
<—1, 3> (obr. 3) nabyvi ostrého maxima vzhledem k to-
muto intervalu v bodé —1, ostrého minima v bodé 3.

Y

foxo=2-x

! J

X
Obr. 3. -1 0 \;

Funkce f (x) = %% -+ 1 definovani v intervalu <—2,1>
(obr. 4) nabyvd v bodé —2 ostrého maxima a v bodé 0
ostrého minima vzhledem k tomuto intervalu. V bodé 0
md také ostré lokdlni minimum. Kdybychom definovali
f(x) = x* + 1 pouze pro otevieny interval (—2; 1), ne-
m¢la by tato funkce v intervalu (—2; 1) viibec ostré maxi-
mum. Zidné z &isel mensich ne% 5 totiz nemiie byt jejim
maximem v (—2; 1), nebot ke kaZdému takovému cislu
existuje v (—2; 1) funkéni hodnota vétsi. Cislo 5 pak maxi-
mem také neni, nebot v (—2; 1) funkce f této hodnoty
nedosahuje. Tento pfiklad ukazuje, jak je duleZité vedle
funkéniho pfedpisu brat v tivahu i defini¢ni obor.

.V poslednim pfikladu jsme dospéli k momentu, kdy v jis~
tém bodé (byl to bod 0) nabyva tunkce souc¢asné lokdlniho
extrému i extrému vzhledem k intervalu. NeZ uvedeme
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véty tykajici se souvislosti mezi lokalnimi extrémy a extré-
my vzhledem k intervalu, je nutmo zavést pojem spojité
funkce. Funkct spojitou v intervalu I budeme — zhruba
FeCeno — rozumét takovou funkci, jejis graf v tomto inter-
valu lze nakreslit neprerusovanym tahem,*) Ptikladem spoji-
tych funkci jsou tfeba vSechny mnohoc¢leny

4

2 Obr. 4.
foo=x+1

- X

-2 0

fx)=axr+ ax®-1 4+ ...+ an_,x + an, goniometrické
ce sin x a cos x apod. Tyto funkce jsou spojité v inter-

valu (— oo, ). Ale uZ tfeba funkce f (x) = %neni spojitd

*) Definice zni takto: Funkce f je spojitd v bodé xy, kdyZ ke kaZdému
kladnému &slu e existuje takové okoli oy, bodu x,, Ze pro viecky argu-
menty x z tohoto okoli je | f (x) — f(x,) | < &. (To znamen4, Ze 1ze do-
sdhnout toho, aby se funk&ni hodnota libovolné mélo zménila, pokud
volime dost malou zménu argumentu.) Déle definujeme: Funkce f je
spojitd v otevFeném intervalu (a, b), je-li spojitd v kaZdém jeho bodé.
Spojitost funkce v uzavieném intervalu se definuje obdobng, zavede-li
se je§t& pojem spofitosti v bod¢ zleva a zprava.
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v intervalu (— oo, o), nybrZ jen v intervalech (— e, 0)
a (0, o). V bodé x = 0 je graf pferuSen, funkce v ném neni
definovana (obr. 5). Nyni miZeme vyslovit tyto véty:

Obr. 5.

Véta 1. Funkce f spojitd v intervalu <a, b> nabyvd
svého minima (maxima) vzhledem k tomuto intervalu v bodé
Xo, ktery je budto krajnim bodem intervalu <a,b>, nebo
v némé funkce f nabyvd také lokdlniho minima (maxima).
Dukaz véty podavat nebudeme, pfipojujeme alesposi pro
lepsi pochopeni dva obrazky (obr. 6 a 7).

Véta 1 ma tento vyznam pro urCovani extrému funkce
vzhledem k uzavienému intervalu: Zjistime-li néjakym
zpusobem, Ze tfeba lokdlni maxima této funkce nastdvaji
v bodech x,, ..., x, z uzavfeného intervalu <a, 6>, stai
u? jen porovnat Cisla f(a), f(6)s f (xp); - - s f (xa). To,
které je z nich nejvétsi, je maximum funkce f vzhledem
k <a,b>.
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Obr. 6.

Obr. 7.
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Jesté€ jednodussi situace nastdvd, jde-li o otevieny inter-
val. (Tento pfipad je v tlohdch z praxe Castéjsi.) Plati
totiZ tato véta:

Véta 2. Nabyvd-li spojitd funkce f v otevieném intervalu
(a, b) svého maxima (minima) vzhledem k (a, b) v bodé x,,
nabyvd v bodé¢ x, také lokdlniho maxima (minima).

O¢ je tu situace jednodussi, je ziejmé. PreCtéte si, ale
pozorné, zacatek véty 2. Na rozdil od uzavieného intervalu
nemusi totiZ viibec existovat maximum (minimum) spojité
funkce vzhledem k otevfenému intervalu. Tak tomu je tfeba
u funkce f (x) = x® + 1 v intervalu (—2, 1). (Viz str. 11,
obr. 4.) S pfiklady na uZiti véty 2 se setkate zejména v po-
sledni kapitole. Na zdvér této tvodni ¢asti uvedeme jesté
jednu uZiteCnou vétu, jejiz platnost je ihned zfejma:

Vé&ta 3. Necht funkce f nabyvd v bodé x, lokdlntho maxima
(minima) pFip. maxima (minima) vzhledem k intervalu I. Pak

y‘ y=foo

| '1\‘/~

‘i
1
— ‘ r f —— X

_

’ : (r\i/
LAl foo Obr. 8.
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funkce k.f nabyvd v bodé x, opét lokdlniho maxima (minima)
pFip. maxima (minima) vzhledem k I, je-li k > 0. Je-li
k < 0, nabyvd funkce k.f v bodé x, lokdIniho minima (maxi-
ma) prip. minima (maxima) vzhledem k I.

Ptipad & > 0 je ihned jasny. Pro 2 < 0 stadi uvazit, ze
grafy funkci f (x) a —f (x) jsou soumémé podle osy x (viz
obr. 8). Z definice extrému funkce vzhledem k intervalu
plyne bezprostfedné tato véta:

Véta 4. Nechf interval I, je obsagen v intervalu I. Budis
f funkce definovand v intervalu I (a tim i v intervalu I,).
Je-li x, cislo z intervalu I, a je-li f(x,) = M maximum
(minimum) funkce f vzhledem k I, je M také maximem (mini-
mem) funkce f vzhledem k I,.

Tim uzavirdme teoretickou Cdst naSeho vykladu k pfi-
kladiim. Dalsi dopliiky z teorie si probereme aZ v posledni
kapitole.
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