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4. kapitola

EXTREMY NEKTERYCH FUNKCI
LOMENYCH

V této kapitole rozfe$ime né&kolik tloh, v nichZ v podstaté
ponejvice plijde o urCeni extrémi funkce tvaru y =

=k (x + %) . Proto nejprve najdeme extrémy této funkce

v obecném pfipadé (pro rizné koeficienty &, A) a pfi feSenf
jednotlivych uloh vyuZijeme véty 7, kterd je uvedena
pozdéji, a do které shrneme vysledky zkoumdni uvedené
funkce.

Pro nase uvahy bude uZite¢na nerovnost

la-+b|=2/ab, (ab =0) ¢))

jejiZ spravnost si ovéfime.
Pfedpoklidejme nejprve, %e merovnost (1) plati. Pfed-
poklad ab = 0, uveder,y v nerovnosti (1) je oviem nutny
k tomu, aby jeji pravé strana méla (v oboru redlnych &isel)

smysl.
Umocnénim dostdvdme z nerovnosti (1) nerovnost

(a + b)? = 4 ab,
a®+ 2ab -4 b = 4ab,

tj. nerovnost

neboli
a?—2ab+06220,

kterou lze zapsat ve tvaru
(a—b2=0. (2)
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Platnost nerovnosti (2) je zFejmd; pravé tak je zfejmé, Ze
rovnost
(@—b2=0

nastdva pravé, kdyz a = b.

ProtoZe v pfipadé ab = O plyne také obricené ze vztahu
(2) vztah (1), je spridvnost nerovnosti (1) ov&fena a navic
je zfejmé, Ze rovnost

|a+b|=2)ab

dostaneme pravé tehdy, kdyZ a = b.

Viimnéme si jeSté pfedpokladu ab = 0, ktery jsme museli
ulinit. Pfipad ab = 0 neni zajimavy a nerovnost ab > 0
plati ve dvojim pfipadé:

a)Je-i a>01id>0,
b)jeli a<0ib<0.

Oznacime-li pro druhy pfipad —a = ¢, —b = d, nabyva
nerovnost (1) tvaru

(—c —d) = 2|cd,

tj. —| —c—dj z2)cd
Cili
¢+dz2)cd. 3
Dosazenim za ¢ = —a, d = —b dostaneme
a+ b= —2|ab

MuizZeme tedy shrnout:
Jsou-li a, b libovolni kladni &isla, je

a+ b z2)ab, 4



pfiemZ rovnost nastdvd pravé v pfipadé a = b; jsou-li
a, b libovolna ziporn4 Cisla, je

a+ b= —2|ab, (5)

pfifemZ rovnost nastdvéd opé&t pravé jen v pfipad€ a = b.
Té&chto z4vérd nyni pouZijeme k vySetfovini extrému

funkce f (x) = x + % (4 > 0) nejdfive v intervalu (0, ).
Necht 4 > 0. Polokme a = x, =% . Utvobme funkei

f@=x+4.

Tato funkce ma v intervalu (0, ) podle nerovnosti (4)
minimum pravé, kdyz

X = 7 3
tj. pro _
x = |[[4.%)

JelikoZ soudet x + i:- zfejm¢ muZe nabyvat v (0, =) libo-

volnfE velkych hodnot, nemd funkce f v tomto intervalu

maximum. A
V intervalu (— o, 0) je x < Oa? < 0, takZe funkce f

m4 v tomto intervalu podle nerovnosti (5) maximum pro

v A
x 3
— . A4 i ,
*) Refenf x = — VA rovnice x = - tu nepfichizi v 1vahu, nebot

pfedpokladime x > 0.
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t). pro _
x=— |4
JelikoZ soucet x + %zi‘eimé miZe nzbyvat v (— oo, 0)

libovolné malych zdpornych hodnot (tj. v absolutni hodnot&
libovolné veltych hodnot), nemé funkce f v tomto inter-
valu minimum.

K odvozeni véty 7, kterd konecné hovofi o extrémech
funkce y = % (x + %), stadi jiZ jen pouZit véty 3 (str. 14).

Véta 7. Je-li k > 0, md funkce y =k (x + i;:—)(A >0)

v intervalu (— oo, 0) maximum v bodé x = —|/A a nemd
v tomto intervalu minimum. V intervalu (0, o) nemd maxi-
mum a md minimum v bodé x = |/ 4.

Je-li k <O, md funkce y =k (x +%) (A4 >0 vin-

tervalu (— oo, 0) minimum v bodé —VZ a nemd v tomto in-
tervaly maximum. V intervalu (0, o) nemd minimum a md
maximum v bodé V A

Na obrazcich 27a 28 jsou grafy funkce y = & (x + %)
pro pfipady # < 0,4 >0ak >0, A > 0. Presvédéte se
sami, %e funkce y = k (x + %) nemad v intervalech (— ,0)
a (0, =) extrémy, je-li A ziporné.
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=kx 4

\<,
n

f(x)=k(x+%) Obr. 27.

Ay &

PR
/ foo=k(x+<=) Obr. 28,
| k20,450
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PFiklad 21, (Obr. 29.) Uréete rozméry vodniho ndhonu,
jeho pritoény profil je obdélnik o daném obsahu S tak, aby
Jeho omocleny obvod byl co nejmensi.

) 4

P’

y
Obr. 29.
Obsah profilu je
S=xy
a omoceny obvod md délku
O0=x+2y.

Vylouenim y z t&chto rovmic obdrZime pro omoceny
obvod vztah
28

O=x+—.
x

Podle véty 7 m tato funkce minimum pro x = }/28. Pro
druhy rozmér y vychdzi y = } }J/2S.
Rozméry ndhonu navrhneme tedy v poméru

x:y=2:1
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Pfitom omoceny obvod bude
Omin =2 Vﬁ
P¥iklad 22. (Obr. 30.) Vrcholem A daného obdélntka

ABCD vedte polopiimku, kiterd stranu CD see v bodé E
a prodlougenou stranu BC protind v bodé F tak, aby soulet

usecek DE + BF byl nejmensi.

C

F
X |
D 3
A B
Obr. 30.
Oznadime-li

AB=CD=a; AD=BC=b; DE=x;CF =z,

pak
DE4+ BF=x+ b+ 2.
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Z podobnosti trojithelnikit A AED a A FEC vyplyvi
vztah
x:b=(a—x):2;
z toho
_b.(a—x)
| ==
takZe

DE+BF=x+b+b'_@x_*x)= ab

x+x.

Podle véty 7 nabyvd tato funkce své nejmensi hodnoty
v disle

x = |ab,
(DE + BF)min = 2)/ab.

Tim je uloha rozfeSena a tseCka x se d4 snadno sestrojit
podle Euklidovy véty. (Viz obrazek!)

z ¢ehoZ

P¥iklad 23. Olové’ny akumuldtor md elektromotorické na-
péti U [V] a vnitfni odpor R [Q] Faky nutno zapojit vnéisi
odpor x, abychom ziskali nejvétsi vykon ve vnéjsim proudovém
okruhu?

Podle Jouleova zdkona je vyxon N mé&feny ve Wattech
ve vn&j§im okruhu dén vztahem

N=x.I* [W],

kde x je hledany odpor a proud I je vyjiddien podle Ohmova
zdkona

U
I'=s75 Wl



Vyzon je tudiZ vyjidfen

N— Utx U?
(x+RE (x+RE
x

Vykon bude nejvétsi, kdyZ vyraz ve jmenovateli bude nej-
mensi (U je ddno). Hledejme tedy minimum funkce

fay=E R

R?

v intervalu (0, ).
JelikoZ 2R je konstanta, sta¢i zkoumat jen funkci

f@=x+

Podle véty 7 m4 tato funkce v intervalu (0, ) minimum
pro x = R.

Vy:on N bude nejvétsi, kdyZ vné&j§i odpor bude roven
vnitfnimu. V tom pfipad¢ bude

Nma:: =E-

4R

Reseni dalSich tloh spodiv4 v stanoveni lok4lniho minima
obzcnéjsi funkce f (x) = & (x + é), kde vyrazy ka A4 jsou
kladné konstanty.
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P#iklad 24. (Obr. 31.) Uwnitf pdsu roviny omezeného
rovnobézkami p, q lesi bod A, jehos vzddlenost od pFimRy p
je a, od pFimky q je b. Urcete pravouhly trojithelnik AXY
s pFeponou XY tak, aby jeho vrchol X byl na pfimce ga Y
na pfimce p, a aby jeho obsah byl minimdlni.

L‘—x_——!

i

|
Pl y P
[
|
a |
I
|
+ |
b |
| I
r |
Q X 9
Obr. 31.
Obsah S hledaného trojihelnika AXY je
S — AX.AY
2
Z podobnosti trojithelniki A AQX a A YPA vyplyvd
AX = b.AY ,
x

kde x = PY. Dile je podle Pythagorovy véty
AY = V& T a5
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bAY?
S= 2x _( + aZ)

b at
S=§(x+T).

PonévadZ —g— > 0, mé funkce S v intervalu (0, o) minimum
pro

X = a.

QX = b,
¢imZ je urlen zbyvajici vrchol trojihelnika. Pro obsah na-
lezeného trojihelnika vychizi
S min = a.b.

Trojthelnik AXY bude mit minimdlni obsah, kdyZ osa
pravého tblu u vrcholu A bude rovnob&nd s pfimkami

P q

PFiklad 25. (Obr. 32.) Jaké rozméry md mit profil okna
slofeny z obdélntka a prilehlého pilkruhu, aby p¥i daném
plosném obsahu S byl minimdlni obvod?

Je-i x=a, je

Zavedeme-li oznaleni podle obr. 32, je obvod profilu
O=2x+2y+ nx

S=2xy+ }nx
VylouCenim proménné y z vyrazu pro obvod obdrZime

a jeho obsah je

O=2x—|-1}1:x+g-
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Cili
T S
0= (2+3) 5+

Vytknutim dvoj¢lenu pfi x upravime funkCni pfedpis na

tvar
28
O=4+T: et 4—{—7:).

X

2

Obr. 32.

Dostdvime opét funkci typu f (x) = & (x + %), kterd na-
byvé svého minima v oboru (0, =) pro
/28

44w

X =
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Z podminky, Ze y > 0, vyplyvé omezeni defini¢niho oboru

funkce na interval (O,I/ ) Cislo V y _;_S‘ je tedy
z tohoto intervalu, takZe fesi nasSi ilohu. Minimdlni obvod je

Omin == st (4 + 11:).
Druhy rozmér okna, y, vychdzi pfitom

_ V 28 _
44+
P#iklad 26. (Obr. 33.) Na vodorovné jednozvratné pdce
visi ve vzddlenosti a,, ay, ay od osy pdky postupné biemena
Oy, Oy, Q3. Hmotnost paky pFipadajz’cz’ na jednotkovou délku
pdky je q. Pdka se udrzuje v rovnovdze v bodé B svisle vzhiru

pusobzcz silou F. Uréete délku pdky tak, aby sila F byla nej-
mensi.

'
aJ
Q-
.,
! T
A | B
\F
Q, }
Q,
Q,
Obr. 33.
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Podle momentové véty, kterd Fk4, e moment vyslednice
se rovnd algebraickému sou¢tu momentl jednotlivych slo-
Zek, plati

F.x = a,0, + a;Qs + a30;3 + g¢x. %:
z &eho?

F=}gx+ a1y +a282 + ast’

kde x je hledand délka piky. Vytkneme-li konstantu%,
obdrZime

2(a,0y + a0 + a505)
F= % x-+ q .

x

Jevidét, Ze F je opét funkce typu & (x + ) V intervalu
(0, >) md minimum pro

x = 1/2 (@191 + 50, + a5Qs) .
q
Pro toto x vychazi minimdlni sila

Fnin = qu (8,0 + 2,05 + a50y).

Obdobné by se fesila tloha, kdyby byl na péce zavéen
libovolny pocet bfemen Q.

PFiklad 27.(Obr.34.) Na strdnce knihy md zaujimat text
obsah S em®. Horni a doinf okraj stranky md mit ${¥ku a cm,
pravy i levy okraj b cm. Jaké majt byt nejuyhodnéjsi rozméry
strdnky, aby se na vyusténi knihy spotfebovalo co nejméné
papiru?
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o

X

Obr. 34,

Oznadime-li $ifku strinky x, vySku strinky y, pak obsah
textu na jedné strince je
§=(x—2b)(y — 2q);

. S
Y=%—%

Obsah celé strinky je
S
P=-=xy—-x(x__2b

odtud vyplyvé

+ 2a.

+2a).

Na vyt§téni knihy se spotfebuje nejméné& papiru tehdy,
kdyZ obsah P bude za uvedenyjch pfedpokladi minimélni.
PoloZime-li x — 2b = 2, je



= S +——+2az+4ab.

— (2 + 2b) (% ) 26S

Funkce P ma minimum, mi-li minimum funkce

268 a
f(2)= 202+7= 2a z+'z— .

Podle véty 7 mé tato funkce minimum pro

_]/73
-/

Pak rozméry strianky jsou

x—2b+]/ —2a+]/-ab§.

Pozndmka. Z vyznamu argumentu z odvodte sami
definitni obor funkce f a ovéfte si, Ze Cislo V%‘S je jeho
prvkem.

Zavérem této kam'toly si odvodime je$té lokalni minimum
funkce g (x) = —F° kde f je kladnd konstanta. Z od-
vozeného vasledku pak vyslovime Fe$eni pfikladu ¢&. 28.

Pro naSe uvahy bude potfebné ovéfit si nejdfive sprav-
nost nerovnost

Ixy
x+y? ©

kde x + y > 0. Snadno se pfesv&dCime, Ze rovnost nastane
jen v tom jediném pfipadé, kdyZ x = y.

x+y2
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Dukaz. Po vyndsobeni nerovnosti dvojClenem x + y
obdrZime
(x+ ) 2 4xy

x2—2xy 43220

(x—yr 0. Q)
Dospéli jsme tedy k témuZ zévéru jako u nerovnosti (1)
(str. 59). ProtoZe v pfipadé x + y > 0 vyplyvéd téZ obri-
cené ze vztahu (7) vztah (6), je sprdvnost nerovnosti ové-
fena.

PFiklad 28.(Obr. 35.) fak daleko je tFeba umistit predmét
od tenké Solky (spojky) o ohniskové délce f, aby vzddlenost
jeho skuteéného obrazu od pFedmétu byla nejkratsi?

HIH

4

neboli
¢ili

M

Obr. 35.
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Vzdélenost pfedmétu od obrazu oznaCme
l=x+4 Y

kde x je vzdélenost pfedmétu od Colky a y je vzddlenost
Cocky od obrazu. Z optiky je zndmo, Ze pro tenkou &ocku
plati vztah

1 1 1

=ty =7 ®
i

y =24

Hled4me tedy lokdln{ minimum funkce

l=g)=x+y= x+;—;}'

neboli
xﬂ
gx) = x_—f_ )

kterd je obecn& definovéna v intervalech (— os,f),(f, =)
(viz obr. 36).

Pozndmka. Pro nasi ilohu mé v3ak v{znam jen interval
(f, o), ve kterém nabyvad funkce g (x) kladnych hodnot.
Pro tyto hodnoty x > f vytvéfi totiZ Cocka skuteény obraz,
ktery miZeme zachytit na stinitku.

Nyni stanovime lokilni minimum funkce g (x) v inter-
valu (f, ). Z rovnice (8) vypocteme ohniskovou délku f:

_ X
f_x+y
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g(x) = L

x-f

Obr. 36.

UZijeme-li nerovnost (6), obdrZime
x+y = 4f

Za pfedpokladu 0 < f < x bude souet x + y nejmensi,
kdyZ nastane rovnost, to znamend, kdyZ x = y.

Potom
x=2f rovné&k y=2f
a pak
lmln. = 4f.
Cuident

1. RozloZte dané kladné &slo 4 na dva &initele x, y tak, aby jejich
soudet byl minim4lni, [x=y»= VZ]
4 + log?x

[log x = 2]
logx

2. Najdéte minimum funkce y =
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3.

78

7
Rychlost Sifeni vinéni ve vod& je iuméma vztahu l/— + % ,kde
a

a je konstanta. Urdete vinovou délku A tak, aby rychlost $ifeni byla
minimélni. [A=a]

. Celkovy vykon W vyzifeny kazdym kilometrem elektrického vedeni

Z’

3 + b, kde I je proud v 4,R je odpor v 2 na
1 km délky, ¢, b jsou veliliny nezavislé na I a R. Jaky odpor vodiée
musime zvolit, aby tento ztritovy vykon dany uvedenym vztahem

byl co nejmendi? [R ¢t ]
I

je W=IR +

. Do dané elipsy o poloosich a, b vepi$te rovnoramenny trojihelnik

s vrcholem v koncovém bodé¢ hlavni osy tak, aby obsah trojihelnika
byl maximalni! 3
¥ [Vﬁka wojihelntka a]
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