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5. kapitola

FUNKCE KOMPLEXNI
PROMENNE

V minulé kapitole jsme hovofili o funkcich, jejichZ hodnoty
jsou komplexni ¢isla. Vidéli jsme, Ze pokud hodnoty pro-
ménné zastanou v oboru ¢isel redlnych, nejde veelku o nic
nového. Rozdélime-li takovou funkci na jeji redlnou a ima-
gindrni ¢dst, dostaneme prosté dvé redlné funkce.

Zajimavéj$i piipad vSak nastane, jestlize obé mnoZiny
v definici funkce jsou mnoZiny komplexnich &isel. Hovo-
fime pak o komplexnich funkcich komplexni proménné
‘nebo strucnéji o funkcich komplexni proménné.

Definice. Jsou-li M, K mnoziny komplexnich Cisel a je-li
kagdému Cislu =z mnoginy M prifazeno urlitym predpisem
prdvé jedno Cislo =z mnoziny K, Fikdme, e je uréena funkce
(komplexni funkce komplexni proménné) na mnosiné M.

Ostatni ndzvy uZivime stejné jako pro reilné funkce
(obor, proménnid, hodnota funkce atd.). Pfifazeni Cisel
obou mnoZin nazyvime ¢asto zobrazenim mnoZiny M do
mnoZiny K.

Priklad 32. Rovnice f(2) = |z| definuje funkci, kterd
kazdému komplexnimu ¢&islu z pfifazuje jeho prostou
hodnotu. Co je oborem a mnoZinou hodnot této funkce?
PopiSte mnoZinu hodnot funkce geometricky! Kolik
existuje komplexnich ¢isel z takovych, Ze f (2) = m (mje
komplexni ¢islo) ?

Reseni. Prosta hodnota je definovina pro kazdé kom-
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plexni Cislo. Je tedy oborem funkce cela mnozina komplex-
nich ¢isel. Hodnotou funkce muZe vSak byt jen nezaporné
(redlné) Cislo. MuaZeme tedy fici, Ze funkci f(2) = |2| je
celd rovina zobrazena na kladnou poloosu x (vCetné po-
Catku).

Je-li m komplexni ¢&islo s nenulovou imagindrni dsti
nebo Cislo zdporné, neexistuje Ziadné Cislo z takové, Ze
f(2) = m; je-li m = 0, existuje pravé jedno takové Cislo,
z = 0. Je-li m kladné, je f () = m pro viechna komplexni
Cisla, pro néZ |z| = m; takovych Cisel je nekonedné mnoho.
Vsechna jsou znizornéna vektory o stejné velikosti, tj.
vektory, jejichZ koncovy bod (pfi umisténi v pocitku) lezi
na kruZnici o stfedu v pocatku a poloméru m.

Pfiklad 33. Rovnice g (2) = z + idefinuje funkdi, jejimz
oborem je celd mnoZina komplexnich Cisel.
(a) Pro ktera Cisla z je g (z) redlné &islo?
(b) Pro které hodnoty proménné je g (z) ryze imagindrni ?
(c) Jak je zobrazena redlnd a imagindrni osa ?

Reseni. (a) Je-li z=x+yijeg(2)=x+ (y+ L
Cislo g (2) je redlné prav& tehdy, je-h Im g () = 0 &ili
y = —1. Funkce g (2) nabyva tedy reilnych hodnot pro
viecka komplexni Cisla, jejichZ imagindrni ¢dst je rovna — 1.

(b) Mé-li byt g (2) ryze imagindrni Cislo, musi byt podle
piedesi¢ho x = O Obrazem ryze imagindrniho Cisla je opét
cislo ryze im:

(c) Cisla na redlné ose maji nulovou imaginirni &st.
Qdpovidajici funkéni hodnoty maji tedy imagindrni &ést
rovnou jedné. Jsou zobrazeny vektory, které maji druhou
sloZku rovnu jedné. Koncové body takovych vektori1 vyplni
ptimku y = 1. Cisla na imagindrni ose maji reilnou &ast
rovnu nule. Pfi¢tenim imagindrni jednotky se jejich redlni
¢ast nezméni, takZe funkcni hodnota je opét ryze imagi-
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nirni &slo. Rikdme, e funkci g se zobrazuje imaginirni
osa na sebe.

Priklad 34. Jaké geometrické transformaci odpovidi
funkce & (2) = z + m, je-li m dané komplexni &islo ?

y
hez

Obr. 7

Reseni. Znazornime-li m a z vektory umisténymi v po-
¢atku, je % (z) znizornéno souctem téchto vektord (viz
obr. 7). To znamen4, Ze koncovy bod vektoru 2 je posunut
ve sméru vektoru m o vzdilenost rovnou velikosti tohoto
vektoru. Funkce % (2) odpovida tedy posunuti o |m| ve
sméru vektoru, znizorfiujiciho &islo m. (Srovnej s pfede-
§lym pfikladem: Tam $lo o posunuti o jednotku délky ve
sméru imagindrni osy.)

PFiklad 35. Funkee f (2) je definovana vztahem f (2) =
= 1/z. Jaky je obor funkce a mnoZina jejich hodnot?
Je-li z znazornéno vektorem velikost v, ktery svira thel a
s kladnym smérem redlné osy, jaky vektor znizortuje Cislo

f(=)?
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Reseni. Cislo f (2) je feSenim rovnice zx = 1, v niZ za ne-
znamou povaZujeme x. Jak vime, ma tato rovnice feSeni
s vyjimkou pfipadu z = 0. Oborem funkce f (2) je tedy
mnoZina komplexnich cisel 2 -~ 0. Naopak, je-li ddno
komplexni &islo m - 0, existuje ¢islo z tak, Ze 1/z = m &ili
f(2) = m. Jinymi slovy, funkce f (2) nabyva viech hodnot
s vyjimkou nuly.

Abychom mohli bliZe zkoumat hodnotu f (z), napiSeme
je v algebraickém tvaru. K tomu sta¢i vynasobit je Cislem
komplexn¢ sdruZzenym k z. Dostivime

2 2

zz  1BE

f@=1jz=

Obr. 8
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Tento vysledek fika, Ze prostd hodnota f (2) je pfevricenou
prostou hodnotou proménné z a Ze smér vektoru znizor-
fjiciho f (2) je dan argumentem Cisla z. Vime, Ze vektory
znazoriyjici komplexné sdruZend d&isla jsou soumérné
podle reilné osy. Cislo f(2) je tedy znizornéno vektorem
velikosti 1/|z|, ktery svira s kladnym smérem redlné osy
uhel 360° — a. (Viz obr. 8.)

Z toho, co jsme odvodili, vyplyva tento obecnéjsi zavér:
Funkce f(2) = 1/z zobrazuje kruZnici se stfedem v po-
¢atku a o poloméru » na kruZnici se stfedem v pocatku a po-
lomérem 1/r; kruZnice s jednotkovym polomérem se oviem
zobrazuje sama na sebe.

P¥iklad 36. Definujte funkci G(z), ktera kazdému kom-
plexnimu ¢islu pfirazuje Cislo s dvojnasobnou prostou hod-
notou a s argumentem veétsim o 45°.

ReSeni. Pamatujete se na nisobeni komplexnich &isel
vyjddfenych v goniometrickém tvaru? Poznali jste, Ze sou-
&n dvou komplexnich isel mi argument rovny souctu
argumentli obou ciniteld. Toho zde miiZeme pouZit! Vy-
nasobime-li Cislo z Cislem cosa 4 isina, zvétSime tim
jeho argument o thel a.

V nafem piipadé poZadujeme a = 45° tedy cos a =
= 1/|/2, sina = 1/}/2. Budeme tedy nisobit <islem

1 1.

— 4+ —F=1
V2 V2

Definujme tedy funkci G,(z) — ( 1

1 .
—_—t 1) z. To
J2 2
viak nestaci! Snadno si ové&fite, Ze |G,(2)] = |z|. My viak
chceme prostou hodnotu zdvojnidsobit. Prosta hodnota
soucinu se rovnd sou¢inu prostych hodnot. Vynisobime-li
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Gy(2) redlnym Cislem 2, nezménime jjeho argument, ale
12Gy(2)] = 2|Gy(2)| = 2|z].
Nase funkce je tedy definovina pfedpisem

1.
G(z)_2(]/2 V—§1)z
G(2) =21 + i)z

V geometrii fikime, Ze jsme provedli rotaci (otoceni) o 45°
a dilataci (,,roztaZeni*) v poméru 2 : 1.

nebo

Piiklad 37. Stanovte obor funkcef(z) =

Im z > 0, dokaZte, ¥e [f(2)| < 1. Je-li z redlné, je [f(2)| =
=1.

Reseni. Vyraz ? ma smysl pro viechna komplexnt

+

&isla z s vijimkou z = —i, kdy jmenovatel je nula. Oborem
funkce je tedy mnoZina viech komplexnich &isel s vyjimkou
2= —1.

Vypoétéme nyni | f(2)|, jestlize z = x + iy:

_li—z _li—x—yil _ x4+ 1 — il _
1f(2)] |1+z| i+x+y| | »+A+i

_ [x2+(l—y)2]é= [x2+l+y2—2y]%
x? + (1 + »)? x4+ 1492 +2y]°

Je-li z Cislo redlné, je oviem y =0 a tedy |f(2)| = 1.
Je-li Im z =y > 0, je Citatedl zlomku zfejmé mensi neZ
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jmenovatel. Ve jmenovateli pficitime totiz kladné Cislo 2y,
zatimco v Citateli totéZ kladné Cislo odéitime.*)
Cely zlomek je tedy mensi nez jedna (je-li y kladné), coz
jsme méli dokazat.

Podrobnou diskusi bychom zjistili, Ze funkce f(z) =
; T z— zobrazuje reilnou osu na jednotkovou kruZnici
se stfedem v pocitku bezboduz = —1**). Horni polovina
Gaussovy roviny je touto funkci zobrazena na vnitfek této
kruZnice. Obdobnym zpisobem se muZeme pfesvédcit, Ze
dolni polorovina je zobrazena body vn¢ jednotkové kruz-
nice.

P#iklad 38. Funkce g(2) = (z + ) je definovina

pro viechna komplexni Cisla rizna od nuly. DokaZte:

(a) Je-li g(z)) = g(2s), je bud 2z, = 2,, nebo z; = 1/z,.

(b) Je-li |2| = 1, je g(2) realné Cislo z intervalu { —1,1>.

(c) Pro realnou hodnotu proménné je g(z) opét redlné gislo
a plati [g(2)| = 1.

Reseni. (a) Rovnost g(z,) = g(2,) znamend

1/, 1y 1 1
2 5) 2 (= 5)

coZ prevedeme ekvivalentnimi dpravami postupné na tvar
1 1

B — 8= ———,
1 2= 2’

*) Provedme tento postup presné podle pravidel o poditini s ne-
rovnostmi: ProtoZe y > 0, je 0 > —2y. Pfi¢teme-li na obou stranich
nerovnosti totéz ¢&islo x2 + 1 + y?, dostaneme x% 4 1 4 3% > x? +
-+ 1 + ¥* — 2y. Stejnym zpisobem z nerovnosti 2y > 0 dostaneme
x2 + 14 3%+ 2y > x2 + 1 + »* Transitivni zdkon ddv4d pak nerov-
nost x2 + 1 4+ 32 4+ 2y > x2 4+ 1 4 32 — 2y.

**) Srov. pozn. k pf. 30 na str. 48.
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21— 2
213, \

(& —zz)(l — zl ) =0.

122

% — 2=

Aby soucin na levé strané rovnice byl nula, musi byt bud
2, = 2,, nebo 1/(z,2,) = 1. Druhd rovnost oviem znamend
totéz jako z, = 1/z,. (Pfipomenime, Ze obor funkce ne-
obsahuje nulu, takZe 2, i 2, jsou Cisla rizna od nuly.)

(b) Je-liz=x+ yi,je

1 S 1 x— i
g(z)—f(x_*—yl—'_x—l—yl) (x + i+ P> +_‘F)
Je-li nyni |z = Vx® + 3% = 1,
jeg(z) = ; (x + i + x — yi) — x &li g(z) — Re z. Pro-

toZe x? 4- 3% = 1, je zfejmé, Ze x| =< 1, takZe hodnota funk-
ce g(z) je z intervalu { —1,1>.

(c) Je-li a redlné ¢&islo, je gla) = (a + ) také redl-
né. Jak ale dokdzat, Ze {g(a)| = 1°?

PouZijeme zndmé véty, Ze druhd mocnina reilného &isla
je nezdporna. Pro kladné g plati tedy napiiklad také

(]/a —W) =0

Umocnime-li, dostaneme ¢ — 2 + % =0¢lia+ % =

Z 2. Tim je nerovnost |g(a)| Z 1dokézénaprokladndéislaa
(pouzili jsme odmocniny z &isla a!). Aviak zfejme plati
g(—a) = —g(a), takZe [g(—a)| = |g(a)l. Tim je tvrzeni (c)
dokdzdno v celé obecnost.
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V né&kterych pfikladech této kapitoly jsme se zabyvali
tlohami, které se tykaly geometrickych vlastnosti funkci
komplexni proménné, nebo presnéji vlastnosti zobrazeni
Gaussovy roviny, ureného takovou funkci. Odtud je jiz
jen krok k otazce, zda funkci komplexni proménné miizeme
graficky zndzornit obdobné jako funkci redlné proménné.
Odpovéd bohuZel zni, Ze nikoliv. JIZ tehdy, kdyZ zkouma-
me komplexm funkei reélné promenne, mame se znazor-
nénim funkce potiZe (srov. pt. 27).

SnaZime se proto ziskat nazornéjsi predstavu o prubéhu
furkce komplexni proménné tim, Ze zkoumdme, jak dana
funkce zobrazuje (mohli bychom fici ,,zkresluje‘) urcité
systémy Car, které jsou pro nas z néjakého hlediska dulezité.
Nejcastéji to byva napt. systém pfimek rovnobéznych s né-
kterou soufadnou osou, systém soustfednych kruZnic se
stfedem v pocitku, systém paprski prochazejicich pocat-
kem apod. Né¢kdy také naopak zkoumame, jaké jsou vzory
nekterych jednoduchych dar. Vratme se z tohoto hlediska
1este k funkci z pf. 38 (tzv. funkce Zukovského). Dokézeme,
Ze obrazem systému soustfednych kruZnic se stfedem v po-
catku a poloméru r -« 1 je systém konfokalnich elips.
Ohniska elips jsou body (—1, 0) a (1, 0). KruZnicim o po-
loméru r a 1/r odpovida v tomto zobrazeni taZ elipsa.

Reseni. Kruznice o poloméru r > 0 se sttedem v pocatku
znazorfiyje praveé viechna komplexm Cisla, jejichz prostd
hodnota je r. Takov4 Cisla miZeme psat v goniometrickém
tvaru

2z = r(cos a + isin a).
Jak vime, je
1 1 ..
e (cos a — isin a).
Dosadime-li tyto vyrazy do vztahu, definujiciho funkci
£(2), dostaneme
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&z) = 1 (Z+ )=—;—[(r—|—17> cos a +

+1i (r — l) sina].
r

Bod Gaussovy roviny, znazornujici islo g(z), ma tedy
soufadnice

x = Reg(z) = (r + )cos a,

y= Img(z):%(r— 17) sin a.

Je-li r = 1, dostavime ihned y = 0, coZ se shoduje s vy-
sledkem pf. 38 (b). Je-lir > 1, je

cos @ = 2x/ (r + %), sin a = 2y/ (r— %)

Dosadime-li z té&chto vztahli do zniamé rovnosti

cos?a + sinfa =1,

dostdvame rovnici
x2 y2
Tt E= 1,

kde @ — (r + %) 12,b— (r _ %) 2. Jak vite, je tato

rovnice rovnici elipsy se stfedem v poCitku a s polo-
osami a, b. PouZijeme-li je$té vztah ¢2 = a® — b2, kde ¢ zna-
mend vzdilenost ohniska elipsy od jejiho stfedu, dostane-
me snadno, Ze ¢2 = 1.

Ohniska elipsy nezavisi tedy na volbé poloméru r; jsou
to vzdy body (—1, 0), (1, 0).
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Pro r <1 je tivaha zcela obdobn4d, stali zaménit Cisla

ralfr. Cislor — % je oviem v tom pfipadé zdporné, takZe

poloosy elips jsou a = (r + —:_—) 2, b= — (" - %)/2-

(Viz obr. 9.)

Obr. 9

Podobné se miiZe étenaf sam piesvéd(it, 2e kazd4 pfimka
prochazejici poitkem a svirajici s kladnym smérem redlné
osy thel a (a = kn/2) se zobrazuje na hyperbolu

x2 y2
cosla  sin’a
Ohniska téchto hyperbol jsou opét body (—1, 0) a (1, 0).
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Reilna osa se zobrazuje na dvé polopfimky leZici na ose x,
jejichZ pocitecni body jsou opét (—1, 0), (1, 0). Imaginirni
osa se zobrazuje sama na sebe. (Funkce g(z) neni oviem
definovina pro z = 0. MiZeme vSak za obraz poditku
povaZovat nevlastni bod.)

Cvideni
1. ’Un‘.ete obor funkce f (z) = : _: 11 . Pro které hodnoty promén-
né plati f (2) = 2?
[z# —1l;z=1iaz = —1i]

2. Funkce g (2) = 22 je definovina pro viechna komplexni &fsla.
Je-li argument &isla z roven a, jaky je argument &isla g (z)? Co plati
0 hodnotich funkce g (2), je-li proménna ryze imaginarni &islo ?
[Argument je 2a; hodnota funkce je redlni.]

3. Definujte funkci, pfifazujici kazdému komplexnimu &islu z &islo,
jehoZ reiln4 &ist je dvojndsobkem prosté hodnoty proménné, imagi-
nirni ¢ast je rovna jedné.

[f(z) =2z +i]

4. Funkce f, (2),f, (2) jsou definoviny pfedpisy f; (2) = |z|,
Jy (2 = Re z. Vysvétlete, jak dostanete graficky funkéni hodnoty
té&chto funkci pro libovolnou danou hodnotu proménné!

[Pro f; otofenim bodu z okolo po&itku na kladnou &ist redlné osy; pro
J, kolmym promftnutim bodu z na reilnou osu.]
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