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6. kapitola

SOUSTAVY LINEARNICH KONGRUENCI
0 NEKOLIKA NEZNAMYCH.
NEURCITE ROVNICE

Zcela obdobnd jako u linedrnich rovnic muZeme mit
danu soustavu nékolika lineirnich kongruenci o vice
neznimych. Ukolem je pak vyhledat hodnoty nezné-
mych tak, aby po dosazenf téchto hodnot do kterékoliv
kongruence tvoiicf danou soustavu byla tato kongruence
splnéna. Pfi ° Fefenf soustavy linedrnich kongruenci
o vice neznimych se pfirozené ridime tymiz pravidly,
jakymi jsme se fidili v pfipadé jedné linearni kongruence
o jedné neznimé.

U lineirnfch rovnic se obydejné nejprve zabyvame
takovymi soustavami, u kterych je podet neznamych
roven poétu rovnic tvoifcich danou soustavu (napi.
soustavou dvou linedrnfch rovnic o dvou neznamych,
soustavou tff linedrnich rovnic o tiech neznamych
atd.). .Podobné si budeme poéinat i u soustav linearnich
kongruenci o vice neznamych. Budeme vysetfovat
soustavu dvou linedrnich kongruenci o dvou nezni-
mych, soustavu tif linedrnich kongruenci o tfech ne-
znamych apod.

V predchazejici kapitole jsme si ukdzali, jak lze Fesit
soustavu nékolika linedrnich kongruenci o jedné ne-
zndmé s ruznymi, po dvou nesoudélnymi moduly. Tato
situace nem4 u linearnich rovnic obdoby, nebot mame-li
napt. soustavu dvou linedrnich rovnic o jedné neznimé,
lze bud z jedné rovnice dostat dovolenymi tpravami
druhou, nebo si rovnice odporuji. V prvnim piipadd
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miZeme kteroukoliv z obou rovnic vyfesit a nalezené
feSeni bude i feSenim druhé rovnice, tj. bude reSenim
dané soustavy. Kteroukoliv z rovnic vySetfované sou-
stavy tedy muZeme vynechat, &mZ previdime tlohu
na TfeSeni jedné linedrni rovmnice o jedné neznamé.
Naproti tomu ve druhém pifpadd nema dand soustava
Z4dné reseni.

Na rozdil od soustav nékolika linearnich rovnic s vice
neznamymi miZeme tedy v analogické iloze pfi feSenf
soustavy nékolika linedrnich kongruenci o vice nezna-
mych obecné odekavat, Ze moduly jednotlivych kon-
gruenci soustavy nebudou stejné. Touto obecnou tdlohou
se zde nebudeme zabyvat; omezime se pouze na pifpad,
kdy budou mit viechny kongruence dané soustavy tyz
modul. Pri feSenf takovychto soustav miZeme pak pfi-
rozend u’fvat vSech metod, jichZ pouZivime pfi feSenf
soustav linedrnich rowvnic (metoda séitaci, vyludovaci,
srovnavaci, piipadné jejich kombinovanf).

V souhlasu s vétou 17 se opét miZeme pii FeSeni
téchto soustav linearnich kongruenci omezit na FeSeni
ze zvolené Yiplné soustavy zbytka podle daného modulu.

Pifklad 29. Reste soustavu dvou linedrnich kongruenc{
o dvou neznidmych

6z + 6y= 8 mod 35,
72z — 24y = 101 mod 35.
ReSenf. Nisobfme-li prvni kongruenci &islem 24 a
druhou éislem 5, dostaneme
144z 4 120y = 192 mod 35,
35z — 120y = 505 mod 35.

Sedtenim téchto kongruenci dostaneme dile 179z =
= 697 mod 35 neboli_4z = —3 mod 35. Z této kon-
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gruence nésobenim deviti plyne 36z = —27 mod 35,
tj. = 8 mod 35.

Nyni dosadime za vypoétené x do jedné z plsobnich
kongruenci a hledime pak hodnotu neznamé y. V nasem
piipadé k tomu vsak neni vhodni kongruence prvnf,
nebof pro neznamou y bychom dostali kongruenci
5y = —40 mod 35. Cisla 5 a 35 nejsou nesoudélni a my
jsme se takovymito kongruencemi obecné nezabyvali.

Dosadime tedy za vypodtené x do druhé z pivodnich

kongruenci. Tim dostaneme 56 — 24y = 101 mod 35,
odkud pak plyne 24y = —45 mod 35 neboli 24y =
= —10 mod 35. Kratime-li tuto kongruenci dvéma a
nasobime-li pak vzniklou kongruenci tfemi, dostdvame
36y = —15 mod 35, z ¢ehoZ y = 20 mod 35.
T Dané soustava dvou linedrnich kongruenci o dvou
nezndmych mé tedy v uplné soustavé zbytka {0, 1, 2,
..., 34} podle modulu 35 priavé jedno feSeni z = 8,
y = 20. O spravnosti nalezeného vysledku se muZeme
presvédéit zkouskou.

Jiné feSeni. Nasobime-li prvni z puvodnich kongruenc{
dislem 6, dostaneme 36z -+ 30y = 48 mod 35 neboli
z — 5y = 13 mod 35. Odtud pak =z = 5y 4 13 mod 35.
Dosadime-li za takto vyjidiené x do druhé z pivodnich
kongruenci, dostaneme 35y + 91 — 24y = 101 mod 35,
odkud plyne, %e 24y = —10 mod 35. Tuto kongruenci
vytesime stejné jako pfi prvnim zpisobu feSenf, takZe
dostaneme y = 20 mod 35. Ponévadi? z = 5y + 13
mod 35, dostaneme dosazenim za vypoétené y koneénd
z=5.20 + 13 =8 mod 35. Dochazime tedy jinym
zpisobem ke stejnému vysledku.

Piiklad 30. VySetite soustavu dvou linedrnich kon-
gruenci o dvou neznimych ‘
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192 + y =1 mod 35,
z— 11y = 6 mod 35.

Redeni. Predpoklidejme, %e celd &isla z, a y, tvoH
feSeni této soustavy. Bude tedy soudasné

192, + ¥, =1 mod 35,
z, — 11y, = 6 mod 35.

Pridteme-li ke druhé z téchto kongruenci jedenécti-
nasobek prvni kongruence, dostaneme

(11.19 + )z, + (11 — 11)y; = 11.1 + 6 mod 35

neboli
210z, = 17 mod 35,
tj.
0 = 17 mod 35,
coZ neplati.
Nalezeny spor dokazuje, Ze dand soustava linedrnich
kongruenci nemé %24dné fedenf.

Priklad 31. ResSte soustavu dvou linedrnich kongruenc{
o dvou neznamych
3z — by =1 mod 11,
z + 2y =4 mod 11.
Refeni. Vyjidifme-li ze druhé kongruence nezné-
mou z, dostaneme z = —2y + 4 mod 11. Dosazenim

za toto z do prvni kongruence dostaneme dale pro ne-
zndmou y kongruenci

3.(4—2y)— 5y =1mod 11
neboli
12— 11y = 1 mod 11.
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Tato kongruence je viak splnéna pro kazdé celé &fslo y.

V tomto piipads se miZeme snadno presvédéit, Zze obd
kongruence dané soustavy jsou v podstaté stejné. Vy-
nasobime-li tfeba prvnf z nich &tyfmi, dostaneme 12z —
— 20y = 4 mod 11 neboli z + 2y = 4 mod 11. To oviem
znamena, Ze zvolime-li si napf. libovolné celé &islo ¥,
muZeme z kterékoliv z danych kongruenci uréit zby-
vajici neznamou z a takto ziskana dvojice celych ¢&isel
z a y bude vidy predstavovat feSeni dané soustavy.

Ponévadz za y staéi zvolit libovolné celé éfslo z né-
teré iplné soustavy zbytki podle modulu 11, dostaneme,
%e dana soustava dvou linedrnich kongruenci o dvou
neznamych mé v kaZdé tplné soustavé zbytkd podle
modulu 11 pravé jedendct vzajemnd inkongruentnich
feSenf. Pomocf druhé z pivodnich kongruenci snadno
zjistime, Ze tato FeSenf jsou napf.: xy = 4,9, = 0; x, = 2,
h$=1L2,=0,y=223=9,y3 =3, 2, =7, 94 =4
Z, =0,y =52 =3,yg =6;2, = 1,9, = 7,23 = 10,
Yo = 8; 2y =8, Yy = 9; 239 = 6, yyp = 10.

Je-li modul m sloZené &slo, m = pyp3: ... p?r, kde
Py Doy - - -, Py jSOU vzdjemné riznd prvodisla a «;, ay,
..., a, pfirozena &isla, miteme zavéry plynouci z v&t
33 a 32 aplikovat i na soustavy nékolika linedrnich kon-
gruenci o vice nezndmych. Aniz bychom provadéli
podrobny teoreticky rozbor, ukdZeme si postup reSenf
na nékolika prikladech.

Pifklad 32. UZitim vét 33 a 32 feste znovu soustavu
dvou linedrnich kongruencf o dvou neznidmych

6x + by = 8 mod 35,
7z — 24y = 101 mod 35
(viz piiklad 29).
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Reseni. Ponévadz 35 — 5.7 a (5, 7T) = 1, musi reeni
dané soustavy kongruenc{ vyhovovat téZ soustavam

6r -- 5y = 8mod 5, 6x + by= 8mod?7,
Tx — 24y = 101 mod 5; 7z — 24y = 101 mod 7.

ZjednoduSenim téchto kongruenci dostaneme

T = 3 mod 5, —x + 5y = 1 mod 7,
2z + y = 1 mod 5; 4y = 3 mod 7.

Ihned snadno zjistime, Ze soustava kongruenci podle
modulu 5 mé v uplné soustavé zbytkd {0, 1, 2, 3, 4}
podle tohoto modulu jediné feseni z;, = 3, y, =

K urédeni FeSeni soustavy kongruenci podle modulu 7
znasobime nejprve druhou kongruenci 4y = 3 mod 7
dvéma, ¢im?Z dostaneme 8y = 6 mod 7, tj. y = 6 mod 7.
Dosadime-li za toto y do prvni kongruence —z + 5y =1
mod 7, dostaneme —z 4- 30 =1 mod 7, z &hoZ z =
= 29 = 1 mod 7. Soustava kongruenci podle modulu 7
bude mit tedy v diplné soustavé zbytkda {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
podle tohoto modulu rovnéz jediné reseniz, = 1, y, = 6.

Polozme m, = 5, m, = 7 a hledejme podle véty 31
celad ¢&isla w a v tak, aby platily vztahy (51). Snadno
zjistime, Ze v naem piipadé bude v = 3 a v = 4.

Ponévadz feseni z a y puvodni soustavy kongruenci
s modulem 35 musi vyhovovat podminkim

z =z, mod m,, y =y, mod m,,
z =z, mod m,, y =y, mod m,,
dostaneme podle (52)
T = myur, — mz, mod m,
y = myuy, — mvy, mod m.



Dosadime-li do téchto vztah@ za nalezené hodnoty,
obdrZzime koneéné
z=17.3.3—5.4.1 mod 35,
y=17.3.0—5.4.6 mod 35,

tj. r =43 = 8 mod 35, y = —120 = 20 mod 35.

V 1plné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 34} podle
modulu 35 m4 tedy dana soustava linedrnich kongruencf
jediné FeSenf x = 8, y = 20, coZ je vysledek shodny
8 vysledkem prikladu 29, ktery jsme fesili jinou metodou.

Priklad 33. Reste soustavu tfi linedrnich kongruenci
o tfech neznamych
27z — 613y — 49z = —215 mod 55,
—4lx + 79y + 451z = 139 mod 55,
6x— 17y + 29 z = 614 mod 55.
Reseni. PonévadZ 55 = 5.11 a (5, 11) = 1, budeme
danou soustavu Fesit postupné s moduly 5 a 11.
Resime-li danou soustavu nejprve podle modulu 5,
dostaneme po zjednoouseni soustavu
22 4+ 2y + z =0 mod 5,
4z + 4y + z =4 mod 5,
r—2y + 4z =4 mod 5.
Sedteme-li prvni a tieti z téchto kongruenci, dostaneme
3z + 52 =4 mod 5 neboli 3z =4 mod 5. Odtud po
ndsobeni dvéma plyne 6z = 8 mod 5, tj. = 3 mod 5.
Odeéteme-li dile od druhé kongruence dvojndsobek

prvai kongruence soustavy, mame ihned —z = 4 mod 5,
tj. z = 1 mod 5. Dosadime-li koneéné nalezené hodnoty
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z a 2z napf. do prvni kongruence vySetfované soustavy,
dostaneme pro posledni neznimou y podminku 7 -+
4+ 2y = 0 mod 5 neboli 2y = —2 mod 5. Po kracenf{
dvéma dostaneme y = —1 mod 5, tj. y = 4 mod 5.
Soustava kongruenci podle modulu 5 méd tedy v plné
soustavé zbytkd (0, 1, 2, 3, 4) podle tohoto modulu
FeSenfx, =3, y, =4,2 = 1.

Analogicky budeme Fesit danou soustavu kongruencf
podle modulu 11. Po tipravé opét dostaneme soustavu

5r — 8y — 5z = —6 mod 11,
—8x + 2y 7 mod 11,
6x—6y -7z = 9 modll.

Pridteme-li k sedminasobku prvni z téchto kongruenci
pétindsobek kongruence tieti, dostaneme

(1.5 4+ 5.6}z — (7.8 + 5.68)y = —17.6 + 5.9 mod 11,

tj. 652 — 86y = 3 mod 11 neboli —z + 2y = 3 mod 11.
Odtud pak plyne, Ze x = 2y — 3 mod 11. Dosadime-li
za takto vyjaddrené x do druhé kongruence soustavy,
dostaneme dale —16y + 24 + 2y = 7 mod 11. Odtud
pak po upravé obdriime —3y = —6 mod 11, z ¢ehoZ
po kriceni &islem —3 plyne y = 2 mod 11. Déle bude
z=2y—3 =4— 3 modll, tj. z = 1 mod 11. Dosa-
dime-li nynf nalezené hodnoty = a y napf. do prvni
kongruence soustavy, dostaneme pro neznamou z kon-
gruenci 5 — 16 — 5z = —6 mod 11, tj. —5z = 5 mod 11.
Po zkriceni péti pak mdme —z = 1 mod 11, z &ehoZ
z = 10 mod 11. Soustava kongruencf podle modulu 11
mé tedy v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 10}
podle modulu 11 fedenf z, = 1, y, = 2, z, = 10.

.Regeni z, Y, 2z puvodnf soustavy podle modulu 55
musf tedy vyhovovat podminkdm

fl
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z == 3 mod 5, y = 4 mod 5, z= 1mods5,
z=1mod1ll, y=2mod1ll, =z=10mod1ll.
Polozime-li m, = 5, m, = 11, zjistime ihned, Ze rov-
nice 1lu — 6v =1 m4 fefeni u = 1, » = 2. Podle (52)
tedy bude
z=11.3—10. 1 mod 55,
y =11.4—10. 2 mod 55,
z=11.1—10.10 mod 55,

tj. x = 23 mod 55, y = 24 mod 55 a z = —89 = 21
mod 55.

Puvodni soustava kongruenci{ s modulem 55 mé tedy
v uplné soustavé zbytku {0, 1, 2, ..., 54} podle modulu
55 pravé jedno feSeni x = 23, y = 24, z = 21. O sprav-
nosti nalezeného vysledku se midZeme presvédiit
zkouskou.

Priklad 34. Reste soustavu t¥i linedrnich kongruenci
o tfech neznamych

613z — 1821y + 64z = —811 mod 126,
—91z + 7105y + 2152 196 mod 126,
1503z + 208y — 782z = 1966 mod 126.

Reseni. Ponévad? 126 = 2.3%.7, budeme fedit danou
soustavu kongruenci postupné podle modulia 2, 9 a 7.
# ReSme nejprve danou soustavu kongruenci podle
modulu 2. Po jejim zjednoduSeni dostaneme

z+y = 1 mod 2,
z+y+z=0mod?2,
K~ = 0 mod 2.
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OkamZité zjistime, Ze FeSenfm této soustavy kongruencf
v 1plné soustavé zbytkia {0, 1} podle modulu 2 je z, = 0,
=12z =1

Resime-li danou soustavu kongruenci podle modulu 9,
dostaneme po jeji ipravé

r—3y+ z=—1mod?9,
—r + 4y + 8= Tmod?9,
y—8z= 4mod?9.

Seétenim prvnich dvou kongruenci této soustavy dosta-
neme ¥ + 92 = 6 mod 9, tj. ¥y = 6 mod 9. Dosazenim
za toto y do tfeti kongruence obdrzime pak 6 — 8z =
=4 mod 9 neboli z =-—2 =7 mod 9. Dosadime-li
koneéné za vypottena y a z do prvni kongruence, dosta-
neme x—18 + 7 =—1 mod 9, odkud pak plyne
z =1 mod 9. Soustava kongruenci podle modulu 9
mé tedy v diplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 8} pedle
tohoto modulu feSeniz, =1, y, = 6,2, = 7. L
Nakonec budeme fesit piivodni soustavu kongruenci
podle modulu 7. Jejim zjednodusenim dostaneme
soustavu
4r— y.+ z=—6mod7,
52= O0Omod?7,

52 + 5y — 5z = 6 mod 7.

Odtud ihned plyne z =0 mod 7. Dosazenim za toto z
do prvni a treti kongruence této soustavy dostaneme

4r — y =—6 mod 7,

520 +5y = 6mod?7.
Priéteme-li ke dvojnasobku druhé z téchto kongruenci
kongruenci prvnf, dostaneme 14x + 9y = 6 mod 7,
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tj. 2y = 6 mod 7, takZe po zkraceni dvéma bude y =
= 3 mod 7. Dosadime-li za toto y do prvni z téchto
kongruenci, dostaneme koneéné 4r — 3 = -—6 mod 7,
odkud 4z = —3 =4 mod 7. Odtud pak po kriceni
Styimi plyne # = 1 mod 7. Soustava kongruenci podle
modulu 7 mé tedy v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2,
..., 6} podle tohoto modulu fefeni z3 =1, y, =3,
23 =0.

ReSeni z, y, z pivodni soustavy kongruenci podle
modulu 126 musi tedy spliiovat podmfinky

z =0mod 2, y =1mod 2, z =1 mod 2,
z=1mod9, y =6 mod 9, z2=7Tmod9,
z =1mod 7, y=3mod 7, z =0mod 7.

Abychom toto FeSeni nasli, sestrojime nejprve reSeni
pivodni soustavy kongruenci, aviak s modulem 2.9 =
= 18. K tomu je tfeba najit fesenf rovnice 9u, — 2v, =
= 1. Snadno nahlédneme, %e bude u, =1, v, = 4.
Ze vztahi

x =0 mod 2, y =1 mod 2, z =1 mod 2,

z=1mod9, y =6mod 9, z="Tmod 9
pak podle (52) dostaneme
z=9.0—8.1 =10mod 18,

¥y=9.1—8.6=15mod 18,
z2=9.1—8.7= 7 mod 18.

Redeni ptivodni soustavy kongruenci s modulem 126
tedy musf spliiovat podminky

z=10mod 18, y =15mod 18, 2z = 7 mod 18,
z= lmod 7, y= 3mod 7, z=0mod 7.
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Abychom toto FeSeni mohli sestrojit, budeme fesit
nejprve rovnici 18u, — 7v, = 1. Jejim fedenim je zfejmé
u, = 2, v, = 5, takZe podle (62) dostaneme konedné

z =36.1—35.10 = 64 mod 126,
y = 36.3 —35.15 = 87 mod 126,
2=236.0—35. 7= 7 mod 126.

Dan4 soustava kongruenci mé tedy v uplné soustavé
zbytka {0, 1, 2, ..., 125} podle modulu 126 Fefenf x =
= 64, y = 87, z = 7. O,sprdvnosti vysledku se miZeme
opét presvédéit zkouskou.

S linedrnimi kongruencemi velmi uzce souvisf tzv.
linedrnf neurdité (nebo téz diofantické) rovnice. Necht
n je pfirozené ¢islo, n = 2, anecht a,, a,, .. ., a, a b jsou
dana celd &isla, piidemz Z4dné z ¢&isel a,, a,, ..., a,
neni rovno nule. Piipustime-li, Ze nezndmé z,, =,, ...,
z, mohou nabyvat pouze celoéfselnych hodnot, nazyva-
me rovnici

ar, +ax, + ... +ax, =b (57)

linedrni neuréitou rovnicf o » nezndmych.

Resit neurditou rovnici (57) znamend pak najit
viechny n-tice celych ¢&fsel x,, z,, .. .,z, které dosazeny
do (57) déavaji identitu.

Budeme se zabyvat pouze nejjednodussim piipadem
linedrni neuréité rovnice o dvou nezndémych

axr + by =c, (58)

kde a # 0, b # 0 a ¢ jsou dand celd &fsla. Se specidlnim
pHipadem této neurdité rovnice jsme se jiZ setkali ve
vété 31.
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O koeficientech a, b a ¢ miiZeme bez omezeni obecnosti
predpokladat, Ze jejich nejvétdi spoledny délitel je
rovny jedné. Kdyby totiZ bylo (a, b, ¢) = d > 1, dostali
bychom délenim neuréité rovnice (58) celym ¢islem d
neuréitou rovnici a'z + by = ¢, kdea’' = Ti , 0 = i

a ¢’ = —-, pfitemZ nejvétsi spoleény délitel (a’, ¥, ¢') =1.

d

Nynf si ukdzeme, Ze plati-li soudasné (a, b, ¢c) = 1 a
(2, b) = d > 1, nema neurditd rovnice (58) Zadné fesenf.
V tomto piipadé je totiz d|a, d|b, takie podle véty 3
bude pro libovolnou dvojici celych &isel z a y té% d|(azx +
+ by); kdyby dvojice celych &isel z, y byla feSenim
neurdité rovnice (58), muselo by zfejmé byt i d|c, takie
by bylo (a, b, ¢) = d > 1. To je vS8ak proti pfedpokladu
o celych &islech a, b a c.

Nas bude pfirozené vice zajimat otdzka, kdy neuréitd
rovnice (58) Fesenf md a jak lze jeji fefeni najit. O tom
néas poudi

vita 34. Necht a, b, ¢ jsou dand celd &isla a necht (a,
b) = 1. Potom linedrnt neurfitd rovnice (58) o dvou
nezndmyjch md nekoneéné mnoho Fedeni. Je-li x,, y, libo-
volné zvolené fedent této rovnice, dostaneme viechna jejt
fedent ve tvaru x = xy + bk, y = y, — ak, kde k probihd
mmnoZinou vdech celych Cisel.

Diikaz. Nejprve ukédZeme, Ze rovnice (58) mé za udiné=~
nych predpokladd vidy alesponi jedno reSeni, které
zkonstruujeme.

Necht |b] = 1. Poloiime-li 2y =0, y, = be,” bude
az, + by, = b% = c, takZe dvojice celych Eisel Zo, Yo
bude skuteéné fefenim rovnice (58).

Necht |b| > 1. Ponévadz (a, |b]|) = (a, b) = 1, m4
podle véty 30 kongruence ax —¢ =0 mod |b| v kazdé
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lplné soustavé zbytka podle modulu |b| privé jedno
TeSeni. Zvolme za 7, libovolné feseni této kongruence

Bude tedy ar,—c¢ = 0 mod |b|, takie 220 —C | ] bude
az'ob——c , bude zfejmé
axr, + by, = c, takie sestrojend dvojice celych d&isel

Ty, Yo bude Fesenfm rovnice (58).

Pro libovolné celé &islo b'# 0 dovedeme tedy sestrojit
feSeni dané neurdité rovnice.

Predpoklidejme, Ze zndme né&jaké feSeni x,, y, rovnice
{68). Zvolme si libovolné celé &islo & a poloime z =
= x4y + bk, y = y, — ak. Pro takto sestrojenou dvojici
celych ¢&isel z, y pak bude platit ar + by = a(z, +
+ bk) + by, — ak) = ax, + by, = c, tj. dvojice celych
&fsel z, y bude opét fefenim neurdité rovnice (58). Tim
jsme dokazali, Ze tato rovnice ma nekonedné mnoho
feSeni.

Zbyva jesté dokéazat, Ze libovolné feSeni z,, y; neurdité
rovnice (58) lze psat ve tvaru x, = x5 + bk, y, = yo —
— ak, kde k je vhodné celé é&islo. Ponévadz ax, + by, =
=c¢ 1 az, + by, =c, dostaneme odeétenim téchto
rovnosti

celé &fislo. PoloZime-li ¢y, = —

a{z, — o) + by, — Yo) = 0. (59)

Je-li |b| =1, poloime &k = %%zo, takZe bude

z, = o + bk. Dosadime-li za z, od vztahu (59), dosta-
neme abk + by, —y,) =0, z &ehoZ plyne, Ze y, =
= 4y — ak.

Je-li |b|> 1, plyne ze vztahu (59), Ze plati a(z, —
—z) =0 mod |6|. PonévadZ vak (a, |b]) = 1, plyne
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z této kongruence dile z, — z, = 0 mod |b|, takZe &islo
x, — %,
0]
= i;—zl . Bude pak =z, ==z, + bk a po dosazenf
za toto z, do rovnosti (59) vypoéteme odtud y, = y, —

— ak.
Tim je dakaz véty 34 proveden.

Priklad 35. Stanovte vSechna FeSeni linedrn{ neuréité
rovnice o dvou neznamych

63z — 425y = 316. (60)

Refenf. PondvadZ nejvétsi spoledny délitel (63,
—425) = 1, m4 podle véty 34 neuréitd rovnice (60)
nekonedné mnoho feeni. Abychom naéli jedno z téchto
Fefenf, budeme Fesit kongruenci 63r = 316 mod 425.
Avdak 425 = 17.25, takZe tato kongruence se rozpadne
na soustavu dvou kongruencf o jedné nezndmé

bude jisté celé. MiZeme proto poloZit k =

63x = 316 mod 17,
63x = 316 mod 25.

Po zjednoduseni bude
— 5z = 10 mod 17,
—122 = 16 mod 25.

Kratime-li v prvnf kongruenci ¢&islem —5, dostaneme
z =—2 =15 mod 17. Nésobenim druhé kongruence
dvéma dostaneme —24x = 32 mod 25, tj. x = 7 mod 25.

Redeni z kongruence 63x = 316 mod 425 musi tedy
spliiovat podminky

z=15mod 17, z = 7 mod 25.
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Abychom mohli pouzit vztahu (52) z véty 33, musime
FeSit neurditou rovnici 254 — 17» = 1. To vsak vede
opét na TeSeni kongruence 25u = 1 mod 17, tj. 8u =
=1 mod 17. Nasobime-li tuto kongruenci dvéma,

dostaneme 16% = 2 mod 17 neboli —u = -—15 mod 17,
. oy " 25.156—1
tali’e muZeme poloZit u =15 a v = ———— =

374 17

= 22— 22
7 =2

Podle (52) mame tedy pro feSenf z kongruence 63z =
= 316 mod 425 vztah

x =25.15.16 — 17.22.7 mod 425,

.

tj. z = 3007 = 32 mod 425,
MuZeme proto poloZit z, = 32 a vypotitat y, ze
vztahu 63z, — 425y, = 316. Snadno zjistime, Ze y, = 4.
Podle véty 34 dostaneme vSechna reSeni neuréité
rovnice (60) ve tvaru

z = 32—425k, y =4—63Fk,

kde k probiha mnoZinou vsech celych &fsel. MiiZeme
jesté poloZit A = —Fk, takZe i &islo 2 bude probihat
mnozinou vSech celych &isel a FeSeni neuréité rovnice (60)
budou pak ddna ve tvaru

x =32 + 425h, y =4 + 63h.

Viimnéme si jesté postupu pii reSeni predchazejiciho
piikladu. ReSenf dané neurdité rovnice (60) vedlo
k fefen{ jisté kongruence. Modul této kongruence nebyl
viak mocninou prvodfsla, takZe jeji feSeni vedlo opét
k jisté neurdité rovnmici, kterd vsak uZz byla mnohem
jednodussf ne# neurditd rovnice pavodni. ReSeni této.
nové neuréité rovnice vedlo opét k feSenf kongruence,

82



kterd méla uZ tentokrit prvodiselny modul. Tim byl
cely tento cyklus tuloh ,neurditd rovnice — kongruen-
ce — neurdita rovnice — kongruence‘ uzavien. i

~ D4 se patrné odekavat, Ze i v pripadech, kdy modul
kongruence uzavirajici naznadeny cyklus tGloh nebude
piirozenou mocninou prvoéisla, bude tfeba v tomto
cyklu pokradovat obdobnym postupem tak dlouho,
dokud nedospe]eme ke kongruenci, jejimZz modulem je
pfirozend mocnina néjakého prvodisla.

Pifklad 36. Kolika zplisoby muZeme vyplatit 74 Kés,
méme-li k dispozici pouze trikorunové a pétikorunové
mince?

ReSeni. Oznadime-li podet tiikorunovych mincf z a
podet pétikorunovych minef y, dojdeme k neuréité rov-
nici 3z + 5y = 74. Z formulace tlohy je zfejmé, Ze se
budeme zajimat jen o takovd feSeni z, y, pro kterd bude
z=0iy=0. '

Abychom na#li feSeni dané neurdité rovnice, budeme
nejprve Fedit kongruenci 3r = 74 mod 5, tj. 3z =4
mod 5. Vyndsobime-li tuto kongruenci dvéma, dostane-
me 62 = 8 mod 5 neboli x = 3 mod 5, takZe mtiZeme
35 —T4 - ™ _1s,

Podle véty 34 dostaneme vsechna feSeni neurdité
rovnice 3x + 65y = 74 ve tvaru

poloZit z, = 3 a vypoditat y, = —

z =345k, y=13—3k,
kde % probfh4 mnoZinou viech celych &sel. Abychom
jestd splnili dopliiujici podminky # ={0 a y = 0, musi-
me celé &slo k volit tak, aby soudasné platilo 3 + 5k =
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=0 a 13 —3k =0. Z téchto nerovnosti dostaneme,

Ze

celé &islo & musf vyhovovat nerovnostem —-2— =

k= —%3— , tj. miZe nabyvat pouze hodnot 0,1,2, 3 a 4.

Odpovéd. Céstku 74 K&s miZeme pomoci tifkoruno-

vych a pétikorunovych minef vyplatit pouze péti
zplsoby:

Podet tifkorun: 3, 8, 13, 18, 23,

Podet pétikorun: 13, 10, 7, 4, 1.

18.

19,

20.
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Ulohy

Re¥te soustavy kongruenc:
a) 16z— 23y + 4z = 12 mod 42,
9z + 86y — 95z = —61 mod 42,
—8z + 10y + 3z = 2 mod 42.
b) 93z + 105y — 69z = 156 mod 910,
—72z + 37y + 24z = 603 mod 910,
69z + 231y — 52z = —35 mod 910.

Urdete viechna FoSen! linedrnich neurditych rovnio:

a) 73lz — 625y = —T7;

b) 106z + 337y = 29.

UkaZte, Ze ka%dy obnos od 18 Kés vy#e lze vyplatit pomoci

ti{korun a desetikorun. Urete, které z niZdich obnosi
nelze tdmito platidly vyplatit.
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