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1. kapitola

AXIOMATIZOVANA TEORIA
A JEJ] MODEL

1.1. Pojem zikladny a pojem odvodeny

Za¢neme s prikladom zo Zivota. Casto se nim stane, %e
niekto ndm, alebo my nickomu vysvetlujeme, & ozrejmu-
jeme nejaky pojem. Napriklad pojem ,aorta® vysvetlime
vetou ,je to hlavna tepna vedica priamo zo srdca“. Tak
sme neznimy pojem aorta (ozna¢me ho symbolom A)
objasnili pouZitim §tyroch dalSich pojmov: ,,hlavnd tepna“,
»viest, priamo* a ,,srdce* (oznacme ich v poradi symbol-
mi Ay, Ay, A3, A,). Schématicky zapis takéhoto vysvetlova-
nia vyzera nasledovne
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Vysvetlovanie je ukonéené, ak ten, ktorému sme pojem A4
ozrejmovali poznd vyznam pojmov A; — A,. Ak nahodou
doty¢ny nevie o je to ,,hlavnd tepna = Al“, potom po-
kraCujeme vo vysvetlovani vetou ,je to na]vacsm c1eva,
ktorou prud1 okysliCend krv*‘. Novych pit polmov ,,na]-
vidsi = A, ,,cleva = A12 ) ,,prudlt = A,3%, kv =

a ,,0kysliceny = A,;* rozsiri schemu (1) na tvar
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Dajme tomu, Ze osoba, ktorej sme pojem ,,aorta‘* vysvetlo-
vali poznd uZ vyznam pojmov 4,;, — A,; ako aj 4,, Ay, 4,.
Vysvetlovanie je ukoncené.

Pri systematickom vyudovani, napriklad v Skole, postu-
pujeme pri vysvetfovani prave naopak. Zatiname od jedno-
duchych, vieobecne znimych pojmov a pomocou tychto
zavddzame (ufime) pojmy Coraz zloZitejSie. Zapis takéhoto
postupu sa od schémy (2) odliSuje len zmenenou orienta-
ciou Sipiek. Presne urit, & dokonca vymenovat vietky
»vieobecne znidme pojmy‘ je viak v oboroch ako si hist6-
ria, medicina, pravo atd. asi nemoZné. No v exaktnych di-
sciplinach je moZné postupovat tak, %e zaCiname vymeno-
vanim ,,vieobecne znidmych pojmov* a na tychto postupne
staviame celd teériu. Miesto oznacenia ,,pojem vseobecne
znidmy“ budeme uZivat termin pojem zdkladny; niekedy sa
tiez hovori pojem primdrny. Pojem definovany pomocou
pojmov zdkladnych nazveme pojmom odvodenym; niekedy
sa tieZ hovori pojem sekunddrny. Okrem pojmov zékladnych
a odvodenych vystupuju v redi exaktnej discipliny eSte dva
druhy slov. Su to terminy prevzaté z inej exaktnej discipli-
ny, tieto nazveme pojmy dopinkové a konelne slova typu
»nech’, ,,méZem ndjst*, ,,v tom pripade®, atd., ktoré spolu
s gramatickou stavbou slovenéiny nazveme prirodzenym
jazykom.

KaZdé slovo jazyka, ktorym hovorf presne budovand
exakmd disciplina patri do jednej a len jednej zo skupin:

1.) pojmy zikladné,



2.) pojmy odvodené,
3.) pojmy doplnkové,
4.) prirodzeny jazyk.
Ilustrujme tato klasifikidciu na priklade.

Priklad 1. Za zikladné pojmy planimetrie volime tri
terminy
bod, priamka, leZat na. 3)

V tvrdeni: ,,Nech a, b st dve rovnobeZné priamky a nech
priamka ¢ je roznobeZna s priamkou g, potom priamka c je
rdznobeZné aj s priamkou & je 19 slov (symboly a, b, ¢
nie s slovd). Tieto patria v poradi skupinam: 4, 4, 3, 2, 1,
4,4,1,4,2,4,1;4, 1, 4, 2, 4, 4, 1. Pojmy ,,rovnobeZné*
a ,,réznobeZné sa daji definovat pomocou pojmov (3).
Pojem ,,dve* patri do aritmetiky, ktora vystupuje ako do-
plnkovi disciplina ku planimetrii.

Uloha 1. Rovnako ako v priklade 1. prevedte slovny roz-
bor vety z planimetrie: Nech A4, B, C st tri body neleZiace
na priamke, potom existuje aspoii jedna priamka a rovno-
beZnd s priamkou BC a obsahujica bod A.

1.2. Axiomatizovani teéria

Hibsie preskaimame termin ,,pojem zikladny*. Je to asi
taky pojem, o ktorom maju vietci fudia rovnaku predstavu.
Tento nizor, beZny a oprdvneny v huminnych vedich
v matematike neobstoji.

Ked povieme, Ze pojem ,,srdce* je v medicine vieobecne
znamy, mime na mysli fakt, Ze kaZzdy lekir pozn4 tvar,
uloZenie, funkciu a mnohé vlastnosti srdca. Presnejsie po-
vedané, lekir poznd vizby medzi telom a srdcom. Pritom
ani najvicsi odbornik nepozna tieto vizby vietky, lebo je to
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nemozZné. V matematike uslovie ,,pojmy (3) s vieobecne
zname** precizujeme tak, Ze udame vserky zikladné vizby
medzi pojmami (3). Tieto vizby nazveme axiomy, nickedy
tieZ postuldry. Suhrn vietkych axiom menujeme axioma-
tickd stistava. Subor zikladnych pojmov, odvodenych poj-
mov, vietkych axiom a vsetkych tvrdeni z axiom vyplyva-
jucich nazveme axiomatizovand tedria.

Axiomy su také vyroky o zékladnych pojmoch, ktoré pre-
hldsime za pravdivé. Pritom nds okolnost nizornosti axiom
vobec nezaujima. V tejto kniZke sa Citatel dozvie, Ze prive
nazornost stala ako hlavnd prekazka pri poznani neeukli-
dovskej geometrie. Existuje mnoho prikladov v histérii
matematiky a fyziky, kde naSe vrodené predstavy brzdili
hlbsie preniknutie k podstate veci. V nasledujicom, hodne
obdirnom priklade sa pokusime oboznamit itatela s jedno-
duchou, ale velmi déleZitou axiomatizovanou tedriou.

Priklad 2. Axiomatizovand tedéria S nech je dand a.)
troma zakladnymi pojmami

chlapec, diev¢a, pacit sa 4)

a dalej b.) skupinou piatich axiom:
S, Existuje aspoti jedno diev¢a.
S, Ak A, B st dvaja chlapci, potom existuje aspofi jedno
dievca c, ktoré sa paci aj chlapcovi 4, aj chlapcovi B.
S; Ak A, B su dvaja rozni chlapci, potom existuje najviac
jedno dievca c, ktoré sa paci aj chlapcovi A4, aj chlap-
covi B.
S, Ak a je dievta, potom existuju aspofi dvaja rézni
chlapci B, C, ktorym (obidvom) sa dievéa a pacdi.
S; Ak a je diev€a, potom existuje aspofi jeden chlapec B
tak, Ze nie je pravda, Ze sa diev€a a p4ci chlapcovi B.
Na zdklade pojmov (4) a axiom
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rozvinieme teériu &. Citatelovi doporu¢ujeme, aby niektoré
z axiom rozobral podla vzoiu prikladu 1 a dlohy 1.

Dohovor 1. S. Chlapcov budeme oznacovat velkymi
latinskymi pismenami A4, B, C, X, atd., dievCatd malymi
a, b, ¢, y, atd. Symbolom Ch oznaime mnoZinu chlapcov,
symbolom D mnoZinu dievéat. Zakladny pojem ,,pacit sa“
ozna¢ime symbolom ¢ v nasledovnom zmysle:

dievéa y se padi chlapcovi X oznadime X ¢ y.

Poznimka 1. S. Uslovie ,,dvaja chlapci 4, B nehovori
eite, e chlapci 4 a B su rozni. Fakt, Ze A4 je chlapec mo-
Zeme zapisat tiez symbolicky 4 € Ch. Podobne a, be D
znadi, Ze a, b su dievéata.

Veta 1.S. Ak 4, B su dvaja rozni chlapci, potom existuje
jedno a len jedno diev€a c, ktoré sa obidvom chlapcom
paci.

Do6kaz. Existencia diev¢ata ¢ vyplyva z S,, jeho jedno-
znacnost z S,.

Dohovor 2.S. Dievea ¢ z vety 1. S oznacime tieZ AB
resp. BA. Upozorfiujeme, Ze symbol AB je zavedeny len
ak 4 = B.

Veta 2.8. MnoZina Ch ma asponi tri rzne prvky.

Dékaz. Podla S, existuje a € D, podla S, existuji potom
B,CeChtak,2¢ B = Ca Bea, Cea. Z axiomy S; vy-
plyva existencia takého chlapca A, ktorému sa dievca
a nepadi. Preto je A = B, A + Ca A4, B, C st tri rdzne
prvky mnoZiny Ch. Veta je dokdzana.

Uloha 2. V ddkaze vety 2. S je nezmyselny pojem. Najdi-
te ho a opravte dokaz!

Definicia 1.S. Povieme, Ze diev&a a se nepadi chlapcovi
B prave vtedy, ak nie je pravda, Ze diev¢a a sa chlapcovi B
padi. Znatime B ¢ a.



Veta 3.S. Nech a, b € D a symbolom a n b ozname
mnoZinu vSetkych chlapcov X pre ktorych plati X ea
a X ¢ b. Potom nastiva jeden a len jeden z pripadov

l)a nb=y,
2.)a n bje jednoprvkova,
3)a=b.

Dé&kaz. Pretoze pripady 1.), 2.) sa navzijom vylucuji,
treba dokdzat dve tvrdenia: a n b je aspofi dvojprvkova =
>a=b;a= b= a n bjeaspoi dvojprvkova. Prvé tvr-
denie vyplyva z S, druhé z S,.

Definicia 2.S. Ak neexistuje chlapec, ktorému sa pécia
dané dve rozne dievati a, b, potom tieto dievCata nazveme
priatelkami. V opanom pripade hovorime, Ze a, b su ne-
priatelky. Teda dievfatd a = b su priatelkami (resp. ne-
priatelkami) prave ked pre ne nastdva pripad 1.) (resp. 2.)
vety 3.S.

Dohovor 3.S. Budeme hovorit tieZ, Ze ,,diev€a a je
(ne)priatelkou diev¢ata b* namiesto uslovia ,,dievCata a, b
st (ne)priatelky*‘. Podobne budeme hovorit ,,diev¢a x ma
(ne)priatelku namiesto ,,existuje dievéa, ktoré je (ne)pria-
telkou dievdata x.

Veta 4.S. Ka%dé dieva md aspoii dve rézne nepriatelky.

Dékaz. Nech a je diev€a a 4, B, C chlapci z ddkazu vety
2.S. Oznaéme b= AB, ¢ = AC. Zo vztahov A ¢a,
Aeb, Aecvyplyvab % a # c*). Sporom dokiZeme vztah
b %= c. Z b = cvyplyva C ¢ b a preto mnoZina a n b obsa-
huje aspoii dva prvky ato Ba C,lebo B % C. Pddla vety 3.S
je potom a == b Co je spor. Diev€atd b = ¢ s hladané dve
nepriatelky dievlata a. Dékaz je prevedeny.

Veta 5.8. Existuju tri rézne dievlati tak, Ze kazdé dve
z nich su nepriatelky.

Dékaz. Existencia dievlata (oznaéme ho a) vyplyva z S;.

*) Namiesto a = b, @ &= ¢ piSeme struéne b == a ¥ ¢; podobne i dale;j.
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Teraz stali vziat diev¢ata g, b, ¢ z dokazu predoslej vety.

Désledok. MnoZina D mad aspoi tri rdzne prvky.

Veta 6.S. Ku kazdému chlapcovi X existuje aspoii jedno
dievéa x, ktoré sa mu nepadi.

Dékaz. Podla dosledku existuja dve rézne dievéata a, b.
Ak je X ¢ a, alebo X ¢ b, potom sme hotovi. Nech teda
X ea, Xeb. Podla S, existujii chlapci 4, B tak, Ze 4 *
£ X =B, Aca, Beb. Potom je A = B, lebo inak by
vzhladom na vetu 3.S bolo ¢ = b. Dievéa x = AB sa
chlapcovi X nepadi, lebo inak by bolo podla S; a = x
aj b = x. Tym je dokaz prevedeny.

Veta 7.S. KaZdému chlapcovi X sa pacia aspoi dve
r6zne dievlata.

Dé&kaz. Podla vety 6.S existuje dievéa x tak, Ze X § x.
PodIa axiomy S, existuju B % C ktorym sa x paci. Potom
XB a XC st hladané rozne dievcata paciace sa chlapcovi X.

Axiomatizovana teéria S postavend na troch zdkladnych
pojmoch a piatich axiomach v tomto $tddiu obsahuje tri
definované odvodené pojmy: nepélit sa, priatelky, ne-
priatelky a sedem tvrdeni. Priklad 2. je skonceny.

Uloha 3. Dokézte vetu 8.S : Existujt traja chlapci 4, B,
C tak, Ze pre kazdé diev¢a x plati A¢x, Bex = C¢ x.

Uloha 4. Doké¥te vetu 9.S: Ak existuje chlapec C,
ktorému sa Ziadna z nepriateliek a, b nepici, potom existuje
chlapec X, ktorému sa pacia aspon tri rdzne dievcata.

1.3. Modely axiomatizovanej tedrie

Pri ¢itani prikladu 2. sme si pod pojmami (4) mohli pred-
stavovat to, ¢o oni oznacuj v skutonosti. Rovnako dobre
sme si ale pod uvedenymi terminmi mohli predstavovat
mnoZstvo inych objektov, popripade sme na pojmy (4)
mohli nazerat len ako na symboly — ako by to boli slovd

11



z cudzieho, ndm nezndmeho jazyka. V takom pripade ho-
vorime, Ze sme s tedriou & pracovali abstraktne. Ak vSak
sme pri Citani prikladu 2. mali pod pojmami (4) na mysli
konkrétne objekty (napr. ,,body*, ,,priamky*, vztah ,,leZi
na‘“ z planimetrie), potom hovorime, Ze sme teériu S mode-
lovali. Abstraktnd tedria aplikovani na 3pecidlnu situdciu
sa menuje modelom. Poslednti vetu budeme znovu ilustro-
vat na priklade: udidme pit modelov teérie S. Udat model
teérie S znadi: Udat mnoziny Ch a D a udat vztah ,,pacit
sa‘“ tak, aby boli splnené axiomy (5).

Priklad 3. KaZdy z nasledujtcich modelov S;, Sg; Sas Sy
S5 je modelom abstraktnej tedrie .
S, : Ch je trojprvkovi, sklada sa z mien Orfeus, Rémeo,
Tristan, D je trojprvkova, sklada sa z mien Euridika, Julia,
Izolda. Vztah picit sa je definovany takto: Euridika sa paci
Romeovi a Tristanovi, Julia sa paci Orfeovi a Tristanovi,
Izolda sa paci Orfeovi a Rémeovi. Iné vztahy typu ,,padit
sa* neexistuji. Velmi nizorne je moZné model S, popisat
tabulkou, ktord nazveme tabulka incidencie pre model S,.
Citanie v tabulke je o&ividné: diev€a x sa pati chlapcovi Y,
ak v Stvordéeku, ktory je v stlpci x a riadku Y je &islo 1; ak
v tomto $tvorceku je Cislo 0, potom je Y ¢ x. Poznamenaj-
me, Ze spdsobom inciden¢nej tabulky mézeme popisat len
tie modely pre ktoré Ch a D maji konelny pocet prvkov.

Uloha 5. Overte, %e model S, sp{iia axiomy (5.) V modeli
S, neexistuja priatelky. Tento fakt plati v kazdom modeli,
kde D je trojprvkova. DokazZte!

S,: Ch je Sestprvkova, sklada sa z pismien: a, ¢, 7, 0, %, y;
D je desatprvkovi, skladi sa zo slov: Bolyai, Descartes,
Dupin, Euler, Gauss, Klein, Ludolf, Newton, Study, Syl-
vester.

Vztah pacit sa je dany predpisom: slovo (= dieva)
z D sa paci pismenu (= chlapcovi) z Ch prave vtedy, ked
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——=P=
p g
H H Orfeus 0 1 1
Il
Ch Rémeo 1 0 1
I
Tristan 1 1 0

Tabulka incidencie pre model S,

toto slovo obsahuje dané pismeno. Napriklad Newton sa
péci pismenu e aj pismenu o, nie vSak pismenu y.
Model S, je popisany. Overte prefi platnost aspoil nie-
ktorych z axiom (5).
oha 6. V re¢i modelu S, vyslovte vetu 7.8S.
Uloha 7. Napiste tabulku incidencie pre model S,. V re-
&i tejto tabulky vyslovte axiomy S,, S35, S, a S;.
S3: Ch je (nekoneénd) mnoZina vietkych bodov v rovi-
ne a,
D je (nekone¢nd) mnoZina vietkych priamok v rovi-
ne a.
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Vztah palit sa je dany predpisom: priamka (= diev-
¢a) x € D sa paci bodu (= chlapcovi) Y € Ch prave
ked Y lezi na x.
Model S; je popisany. Overte prefi platnost vsetkych
axiom (5). Ukazte, Ze termin priatelky &i nepriatelky sa
v tomto modeli kryje s terminom nesplyvajiice rovnobesky
& réznobezky.
$,: Nech % je pevne dana kruZnica. PoloZime:
Ch je mnoZina vsetkych bodov leZiacich vautri 4,
D je mnoZina vSetkych tetiv kruZnice #.
Vztah pacit sa je rovnako ako v modeli S, totoZny
s incidenciou.
Model 5, je popisany. Overte platnost vietkych axiom (5).
Uloha 8. Zistite & nasledujtci vyrok V je pravdivy v mo-
deli a.) S, b.) S, €.) S5, d.) S,-
V: Ak sa dievéa p nepici chlapcovi P, potom existuje
najviac jedno dievca g, ktoré je priatelkou p a zdrovend
sa paci chlapcovi P.

Ss: Nech 4 je otvorena polrovina vytatd danou priamkou
A* v rovine.
Ch je mnoZina vSetkych bodov polroviny 4,
D je mnoZina jednak vSetkych otvorenych polpria-
mok so zaCiatkom na 4*, leZiacich v 4 a kolmych na
h* a jednak vSetkych otvorenych polkruZnic so stre-
dom na A* leziacich v A.

Vztah pacit sa je znovu incidenciou, tj. ¢ je €. Model S; je
popisany. Overte platnost axiom (5) a uka’te, Ze vyrok V
z tlohy 8. je v modeli S, nepravdivy. Priklad 3. je ukonce-
ny.

DalSie precvicenie modelov dime do Gloh. Prosime dita-
tela, aby vSetky ulohy dékladne rozriesil skor, ako pristipi
k dalSiemu textu.

Uloha 9. Dokazte, %e existuji priave dva rdzne (éo do
poctu prvkov mnoZiny D) modely teérie S pre ktoré je
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mnoZina Ch §tvorprvkova. Pre tieto modely néjdite tabulky
incidencie.

Uloha 10. Nijdite model Sq (teérie ) s o najmensim
poctom prvkov Ch tak, aby v fiom vyrok V bol neprav-

divy.

‘%loha 11. PopisSeme model N operujici na pojmoch (4).
Zistite ¢i M je modelom tedrie &.

n: Nech je v rovine dany pevny bod S. Ch je mnoZina
vietkych bodov v rovine okrem bodu S. D je mnoZina
vSetkych kruZnic idicich bodom S. Reldcia pacit sa je rela-
ciou incidencie.

Uloha 12. V modeli M pridajte ku mno¥ine D dalSie
prvky tak, aby vznikly model S,, bol modelem tedrie &.

V ¢lanku 1.3., ktory prave kon¢ime sme sa obozndmili
s pojmom modelu abstraktnej teérie. Clanok 1.4. bude veno-
vany historickej vizbe modelu a tedrie; moZno ho pri Ci-
tani vypustit,

1.4. Od modelu k axiomatizovanej teérii

Kazdd vedeckd te6ria vznikia v désledku dlhodobého
hromadenia poznatkov, ich porovnivania a triedenia.
V procese tvorenmia tedrie nachidzame S5tyri vyznamné
obdobia:

I. Je znamy jeden, i viacero modelov budicej tedrie,
zatial nie je znamy sdvis medzi modelmi.

I1. Zndmy je stvis medzi modelmi a niektoré z nich sa
stivajui univerzalnymi tj. situdcie vSetkych modelov su rie-
Sené na univerzalnom modeli.

III. Od univerzilneho modelu sa abstrakciou dochiddza
ku abstraktnej tedrii, zatial intuitivnej tj. neaxiomatizova-
nej.
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IV. Intuitivna tedria sa stdva axiomatizovanou, ked sa
ndjde vhodny axiomaticky systém.

Ako priklad uvedieme vyvoj teérie prirodzenych Cisel.

Sposob prvych poétovych vykonov [udstva je moZné len
tusit, pretoZze spada do doby, ktord bola velmi skiupa na
suveniry pre potomstvo. Je velmi dobre prijatelna téza, Ze
Clovek sa najprv naucil sCitat malé Cisla (povedzme do
pit). Vedel, Ze dva kone a tri kone je pit konov, dva prsty
a tri prsty je pat prstov, dvaja synovia a tri dcéry je pit
deti. Je to prvé obdobie vyvoja — existuji oddelené modely
(kone, prsty, Clenovia rodiny).

Neskor si Iudia v§imli, Ze spocitat dva kone a tri kone
moéZeme pomocou prstov na rukdch bez toho, Ze by bolo
treba vidiet skuto¢né kone. Prsty sa stivaji jednym z hlav-
nych univerzalnych modelov — sme v obdobi II.

Trvalo to isto nejaké tisicrolie, pokial si Iudia uvedomili,
Ze ku séitaniu dvoch a troch kofiov netreba ani prsty, Ze
stadi vediet: ,,dve a tri je pit‘ a tento fakt plati bez ohfadu
na predrnet (model) na ktory ho aplikujeme. Abstrakciou
vznikd novy po;em, pojem mnohosti, prirodzené dislo —
buduci prumuvny pojem cele) teérie prirodzenych disiel.
No vznikl4 teéria je a dlho ostdva teériou intuitivnou. Fakty
ako: 2+3=5,a+b=0>b+a, ... su povaZované za
samozrejmé, prirodzené i priorné. Samozrejmost komu-
tativnosti ¢ + b = b + a viak netkvie v ,,podstate aritme-
tiky* (ved existuju aj nekomutativne operacie: rozdiel, po-
diel, mocnenie), ale v Tudskom vedomi, ktoré po dlhé tisic-
rofia navyknuté brat komutativnost sCitania za pravdivd,
zdogmatizovalo si tuto do ,samozrejmosti®‘. Dokonca eSte
v polovici minulého storofia, ked uZ axiomatika geometrie
absolvovala dvetisicroénd pat a matematické myslenie do-
siahlo vysoky stupeil abstrakcie, Ziaden z matematikov ne-
citil potrebu axiomatizovat aritmetiku — tak silnd bola
Tudsk4 viera v ,,a priornost* zdkonov aritmetiky.
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A% druhi polovica minulého storofia meni intuitivnu
teériu na axiomatizovanii. Hlavna zasluhu na tomto Cine
maju traja matematici: H. Grassmann (1861), R. Dedekind
(1888) a G. Peano (1891). Axiomaticku stavbu tedrie pri-
rodzenych Cisiel tu uvidzat nemdZeme. Zaujemcov odka-
zujeme na literatdru: K. Hrusa: Elem. aritmetika (PV
Praha, 1953).

Uk4zali sme na historicky vztah modelu a axiomatizova-
nej teérie. Logickym zdvislostiam medzi tedriou 2 modelmi
venujeme ¢linok 1.6.

1.5. Sdstava axiom axiomatizovanej teérie

Vritime sa k axiomatizovanej teérii popisanej v &ldnku
1.2. Nech je dani ststava zakladnych pojmov a;, ..., am
asustava axiom A, .. ., Ay istej axiomatizovanej teérie .
Pocet zakladnych pojmov je m, pocet axiom #n. V pripade
teérie S (priklad 2) je m = 3, n = 5. Vysvetlime si tri
najdéleZitejSie vlastnosti sistavy axiom: bezospornost, nezd-
vislost a uplnost.

Hovorime, Ze skupina vyrokov A, ..., A, je spornd, ak
je z nej moZné logickou cestou vyvodit dve navzijom si od-
porujice tvrdenia. V opanom pripade danu skupinu vy-
rokov menujeme bezospornou.

Priklad 4. Ak k vyrokom (5) pridime doleuvedeny vy-
rok S;, dostaneme spornu skupinu vyrokov.

Sq: Existuja chlapci A = B tak, Ze pre kazdé dievéa x
plati Aex = Bex.

Z S; a Sy vyplyva, Ze existuje jediné dieva pre ktoré
A ¢ x ato dievéa x = AB. Z vyrokov (5) vyplyva veta 7.S.,
ktora je v spore s prave dokdzanym tvrdenim. Teda skupina
vyrokov S,, ..., Sg je spornd.
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Hovorime, Ze skupina vyrokov A,, ..., Ap je zdvisld,
ak niektory z nich je logickym désledkom ostatnych.
V opacnom pripade danud skupinu vyrokov menujeme 7e-
zduislou,

Priklad 5. Ak k vyrokom (5) pridime doleuvedeny vyrok
S,, dostaneme zdvisli skupinu vyrokov.

S,: Ku kazdym dvom r6znym chlapcom A, B existuje
dievCa x tak, Ze Aexa B ¢ x.

Skutocne z (5) vyplyva veta 7.S. podla ktorej existuja
dve rozne dievéatd a, b tak, 2e A e a, A € b. PretoZe a £ b,
mdZe sa chlapcovi B pidit najviac jedno z dievat a, b
a teda existuje x € D tak, Ze 4 £ x a B ¢ x. Dokazali sme, Ze
vyrok S, je dosledkom vyrokov (5) a preto skupina vyrokov
S, ..., 85 S, je zavisla.

Hovorime, Ze sustava axiom A,, ..., A, je #plnd vzhla-
dom na ststavu zdkladnych pojmov a, ..., am, ak kaZdy
vyrok X vypovedajici len o tychto pojmoch, pripadne
pojmoch skupin 2, 3, 4 klasifikdcie v 1.1. strana 4., sa alebo
d4 na zdklade A, ..., A, dokizat, alebo vyvratit. V opac-
nom pripade sustavu axiom A,, ..., A, menujeme ne-
tplnou vzhladom na sistavu zakladnych pojmov ay, ...,
am.

Priklad 6. Sustava axiom (5) je netplnou vzhladom na
sustavu zdkladnych pojmov (4), pretoZe vyrok V (uloha 8.
¢lanok 1.3.) sa na zdklade axiom (5) ned4 ani dokazat, ani
vyvratit. Ku dokazu posledného tvrdenia pouZijeme mode-
lov.

Predpokladajme, Ze plati

S, ...»8; = V. (6)
Ak (6) plati v abstraktnej teérii, plati nutne aj v kadom
jej modeli, Specidlne v modeli S,, €o vSak nie je pravda.
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Vyrok V teda nie je moZné dokdzat z axiom S, ..., S;.
Rovnako vyrok V sa z axiom S, ..., S; nedd ani vyvratit,
pretoZe v modeli S, je ako S, ... S tak aj V pravdivy.
PretoZe vyrok V sa z axiom Sl, ey S5 nedd ani dokdzat,
ani vyvratit, hovorime, Ze V je nezdvisly na sistave axiom
(5). Tento priklad si dobre premyslite, lebo je doleZity.

Poukazali sme na tri zdkladné vlastnosti sustavy axiom:
bezospornost, nezavislost a Uplnost. Bezospornost je naj-
délezitej$ia vlastnost axiomatickej ststavy vobec. Zatial ¢o
$tadium zdvislej, ¢i netplnej sistavy axiom zmysel md, je
spornd axiomatickd sdstava bez zmyslu a jediné o s fou
moZno mudreho urobit je: zahodit ju.

Najmenej déleZitou z horeuvedenych vlastmosti sdstavy
axiom je nazdvislost. Zo sdstavy axiom, ktora je zdvisla
moZeme vytvorit sustavu nezdvisha spdsobom vel'mi jedno-
duchym: postupne vypustame tie axiomy, ktoré su dé-
sledkom tych, o v sustave ostali. PoZiadavka nezdvislosti
axiom je poZiadavkou estetiky a nezasahuje podstatu budo-
vanej tedrie. Z povedaného vyplyva, Ze kazda axiomatickd
sustavu mdZeme predpokladat nezavislou.

Konecne pir slov o tiplnosti stistavy axiom. Fakt, ¢i dand
sustava axiom A, ..., A, je, alebo nie je Gplnou je pod-
statny, no mé zmysel $tudovat tedriu postavend ako na
uiplnom, tak aj na netiplnom axiomatickom systéme. V tejto
suvislosti povieme nieco o pribuznych teéridch a o stupsio-
vom budovani tedrie.

Predstavme si, %e 2 a B su dve rdzne tedrie, majice
spolo¢né niektoré (popripade aj vSetky) zikladné pojmy
€15 « . .5 Cx a niektoré axiomy C,, ..., C;. Také teérie bu-
deme menovat pribuzné. Nech € je teéria uréend systé-
mom zédkladnych pojmov ¢;, ...,¢x a sustavou axiom
C,, ..., C;. Potom kaZdé tvrdenie tedrie € je pravdivé aj
v tebrii U, aj v tedrii B.Tebriu Aresp. B ziskame z tedrie €
pridanim zvy$nych zédkladnych pojmov a axiom. Popisané
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stuptiovité budovanie teérii ma velky vyznam v praxi pri
konkrétnom rozpracovavani pribuznych teérii.

1.6. Axiomatizovana tedria a jej modely

V tomto Clanku ukaZeme na déleZitost modelov. V pred-
chiddzajicom clanku sme zaviedli pojmy bezospornost, ne-
zdvislost a uplnost sistavy axiom a na prikladoch sme ilu-
strovali, ako na konkrétnej sistave moZno poznat jej spor-
nost (priklad 4.), zdvislost (priklad 5.) a netplnost (priklad
6.). Otazka znie: Ako na konkrétnej sustave uréime jej a.) be-
zospornost, b.) nezdvislost? Kritérium dplnosti je obtiaZne
a preto ho vypustime z uvah. Je zrejmé, Ze dokazat spor-
nost, ¢i zavislost nejakej ststavy vyrokov je jednoduchsie,
ako dokizat jej bezospornost, & nezavislost. Citatel sa
moZe sim pokusit o rieSenie problému skor, ako bude dalej
Citat.

Kritérium bezospornosti sustavy vyrokov. Sistava vyro-
kov je bezospornd, ak existuje aspori jeden jej model.

Uskalie posledného tvrdenia spodiva v slove ,,model,
ktorym tu operujeme intuitivne. Precizne vyjadrovanie
viak moZné nie je, lebo tento pojem siaha velmi hlboko do
logiky. Mierne upresnenie horného kritéria bezospornosti
dava nasledujice tvrdenie.

Nech A, ..., A,je ststava vyrokov a B axiomatizovand
te6ria, ktorej bezospornost je dokdzand. Ak existuje model
sustavy vyrokov Ay, ..., A, v ramci teérie B, potom je
tito siistava vyrokov bezosporni.

Priklad 7. Mdme dokizat bezospornost sustavy axiom
(5). Podla uvedeného kritéria sta¢i najst model tedrie &.
V ¢lanku 1.3. bolo podanych modelov pit. UvaZme napr.
model S,. Je to priklad modelovania teérie & v rdmci ro-
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vinnej euklidovskej geometrie. Existenciu poslednej teérie
dokazal Hilbert.

Kritérium nezavislosti sustavy vyrokov. Sistava vyrokov
A, ..., A, jenezdvisld, ak pre kazdéi = 1, ..., n existuje
aspori jeden model A, splitujici vyroky Ay, ..., An okrem
yyroku A, pricom pre Ai plari 7 A;. (Pozri dodatok A.)

Priklad 8. Mdme dokazat nezavislost sustavy axiom (5).
Podla uvedeného kritéria treba udat pat modelov, ktoré
oznadime @, Q,, Q3, Q, Q5. V modeli @, budi pravdivé
vyroky 1 S, Sy, Sa, Sy, S5 v modeli @, budd pravdivé
vyroky S;, 71 Ss, S5, S45 Ss3- . . Tu udime modely @,, @,
(J,).,)a modely @, a @ prenechime &itatelovi (pozri tilohu
13.).
®;:Nech Ch =D =¢. Potom zrejme plai 7 S,
a platnost S,, S, S, S; je zrejm4, lebo predpoklady su ne-
pravdivé. (Dodatok A.)

@,: Z modelu S, vypustime prvok mnoZiny D ,,Julia“.
Plati 7] S,, lebo chlapcom Orfeus a Tristan neexistuje diev-
¢a, ktoré sa obidvom péci. Pravdivost axiom S,, S, S, a S;
je ofividna.

@,: K modelu S, do mnoZiny D pridime prvok ,,Cech*
a ostatné prvky, ako aj reliciu ¢ nechame bezo zmeny.
Plati 77 S,, lebo dievéa ,,Cech® sa paci jedinému chlapcovi,
chlapcovi ,,e““. Pravdivost zvyS$nych axiom sa overi jedno-
ducho.

Uloha 13, Podla prikladu 8. udajte modely @, a Q.
Riedeni je samozrejme nekoneCne mnoho.

Uloha 14. Ak ku axiomam S, — S; priddme axiomu Sg:
Existuje diev¢a x majice najviac jednu nepriatelku, potom
ststava vyrokov S, S, S, S;, Sg je spornd. DokaZte!

Uloha 15. Doka’te, Ze ststava vyrokov S,, S,, Sg, Sy
S;, V je bezospornd. To isté dokaZte pre sustavu vyrokov
S1» Sz Sy, Sgs S, 11 V.
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Uloha 16. Napiste vyrok ] W, ak W je vyrok: Ak sa
diev¢a p nepaci chlapcovi P, potom existuje aspofl jedno
dievca g tak, Ze ¢ sa paci chlapcovi P a je priatelkou dieva-
ta p. Podobne napiste aj vyrok 7] V a snaZte sa 0 maximalnu
stru¢nost zapisu.

Uloha 17. Postdte bezospornost ststavy vyrokova.) S,,
$,, 855,55, W;b.)S,,S,85,,5,,S:, 1W;c)S,,S,,8S,,
S, S5 1V, W;d)S,,S,,8,,5,8;, V, W.

Uloha 18. Doki?te nasledovné implikicie: S;, Sy
71 Sz = D je jednoprvkova = V, W.

Uloha 19. Postdte, & stistava axiom S,, S;, S, Sy, Sss
VY, W je nezivisla.

22



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:13:53+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




