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2. kapitola

HISTORICKE POZNAMKY

Cela druh4 kapitola méZe byt pri Citani vypustend. Ma-
loktora vedeckd problematika ma tak dramatickid a pou¢nd
histériu, ako prave objav neeuklidovskej geometrie. Podla
toho, ¢o bolo povedané v ¢lanku 1. 4. budeme sledovat vy-
voj geometrie od obdobia II. Prva velka technickd revo-
Iicia tj. obdobie VI.—IV. tisicroia pr. n. 1. dala spolu
s mnohymi inymi poznatkami [udstvu aj mnoZstvo znalosti
geometrickych. V povodi troch velkych riek Eufratu,
Hindu a Nilu vznikli mnohé geometrické objavy vyvolané
potrebami ovlddat prirodu. Tieto poznatky netvoria eSte
systém, sd len sthrnom pravidiel o merani, zdelovanych
medzi generdciami Casto mystickym sposobom. Obdobie
III. tj. obdobie tvorenia abstraktnej tedrie patri helénskej
kultire. Od Télesa Milétskeho (VI. stor. pr. n. 1) cez
Pytagora aZ po Euklida (III. stor. pr. n. 1.) urobila helénska
geometria ohromny pokrok. Jej hlavnd zisluha nespodiva
v tom, Ze zhrnula a vylepSila vietky dovtedy znime fakty,
ale predovietkym v tom, Ze ich utriedila do systému, kto-
rého korunou su Euklidove ,,Ziklady“. St spracované
v 13. knihidch. Spdsob, ktorym boli Ziklady napisané bol
na vtedajSiu dobu vysoko pokrokovy. Je to prva uéebnica
vdbec, kde sa matéria vysvetluje deduktivhym spdsobom
od axiom. Je to prvy pokus o axiomatickd stavbu vedeckej
discipliny. Celé dve tisicrolia stila tito kniha v strede
zdujmu matematikov a to nielen ako ucebnica, ale aj ako
Zivy stimuldtor novych myslienok. Z nej Studovali taki ma-
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tematici a fyzici, ako Kopernik, Galilei, Descartes, Pascal,
Newton, Leibnitz, Lobacevskij a ini. Na velkost tohto die-
la ni¢ neubera fakt, Ze bolo (z dneSného hladiska) dost ne-
presné a intuitivne. Principy deduktivnej stavby axiomati-
zovanej tedrie, tak ako sme ju poznali v kapitole 1., si do
dneSnej doby platné a uZivané v mnohych exaktnych di-
sciplinach.

Jednym z vaZnych nedostatkov ,,Zdkladov* je snaha de-
finovat vietky pojmy vcitane tych, ktoré su pre danu teériu
zakladné. Tak napr. prvé dve definicie z prvej knihy ,,Z4-
-kladov* sa:

1. Bod je to, o nema Casti,

2. &iara je diZka bez irky.

Dnes uz vieme, Ze sa tu nejednd o definicie, ale prinaj-
lepSom o akési objasnenie. Vada ,,definicii“ je v tom, Ze
slova ,,¢ast, df¥ka, $irka*“ nie sa terminy. Nielen nedostatok
zikladnych pojmov je chybou ,,Zikladov. Aj axiomaticky
systém je nedokonaly, hlavne netiplny.

Euklides uvadza nasledujicich pit axiomov (menuje ich
postulity):

1. Kazdy bod je moZné spojit s kaZdym bodom priam-

kou.

2. Kazda Cast priamky je moZné neobmedzene predlZit.

3. Z Tubovolného stredu je moZné opisat kruZnicu Iubo-
volného polomeru.

4. Vsetky pravé uhly sd navzdjom rovné.

5. Ak priamka, pretinajica dve dalSie priamky tvori s ni-
mi po jedne) strane vmitorné prilahlé uhly o sulte
mensSem ako 2R, potom sa vZdy obidve druhé priamky
pretinaju na tejto strane.

(Pozri priklad 2. v ¢lanku 1.2.). Na zdklade tychto axiom
nie je moZné napr. dokazat, Ze kruZnica pretina priamku
idicu jej vnatornym bodom. No Euklides takéto tvrdenie
dokazuje, priom v dokaze pouZije tvrdenie znime dnes
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pod pojmom axioma spojitosti. Euklidov omyl spoliva
v tom, Ze tvrdenie axiomy spojitosti povaZoval za samo-
zrejmé.

»Zaklady*“ nasli v dalSich dvoch tisicroiach mnoho ko-
mentitorov a opravovatelov. Ustrednym bodom tychto
snah bolo: dokdzat piatu euklidovu axiomu. Jej jasnejsia
formuldcia je: Bodom A neleZiacom na priamke ¢ moZno
viest s fiou jedind rovnobeZku. (Pozri dlohu 8. ¢l. 1.3. vy-
rok V.) Uvedena axioma putala pozornost hlavne tym, Ze
sa pomerne komplikovanou formuliciou odliSovala od pre-
doslych. Z mnoZstva ,,dbkazov* piatej axiomy uvedme
asponl nicktorych autorov: Wallis, Bertrand, Cantor, Cla-
vius, Legendre, Lambert a mnoho inych. Mnohé z tychto
»dOkazov* boli velmi vtipné a casto trvalo dost dlho,
pokial sa v nich nasla chyba. V podstate kazdy z autorov
poutil pri ,,dokaze* tvrdenie ekvivalentné s piatou eukli-
dovou axiomou.*) Jedno zo zikladnych tvrdeni ekviva-
lentnych s piatou euklidovou axiomou je: Sucet uhlov
v trojuholniku je rovny ». Dokazat toto tvrdenie znamend
dokazat piatu euklidovu axiomu. Pomerne rychlo sa poda-
rilo dokazat, Ze sucet uhlov v trojuholniku nemdZze byt
vadsi, ako ». Odtial okamZite vyplyva, Ze suCet uhlov
v $tvoruholniku neméZe byt vicsi ako 2 z. Tohoto faktu
pouZili mnohi geometri, aby dokazali, Ze sucet uhlov
v trojiholniku neméZe byt ani mensi ako z, o uZ implikuje
piatu euklidovu axiomu. Kvdli ilustricii uvedieme chybny
dbkaz, ktory podal Clavius. (Obr. 1.)

Nech A, B, C su tri rozne body priamky a a 4,, B,, G,
tri body leZiace v jednej polrovine vytatej priamkou a tak,
¢ AA, = BB, = CC,, AA, 1 a, BB, 1 a, CC, | a.
Nech b je priamka idica bodmi A4,, B;, C,. Stvoruholnfk

*) Vyroky A, B menujeme ekvivalentmé, ak A = B a B = A. (Pozri
dodatok A.)
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ABB, A, (tzv. Saccheriho $tvoruholnik) m4 os stiimernosti
prechddzajicu stredom useCky AB (bude dokizané v dal-
Som texte). Plat teda < A4,B, = < BB,A,. Podobne
< BB,C; = < CC,B,. Je teda stcet uhlov v $tvoruhol-

A, 5 C b
A B8 c ¢
Obr., 1

niku ACC,A4; rovny 2n, lebo < 4,AC + < ACC; +
1+ ¥ CC4, + ¥ C4,A4 =%+%+ 4 CB,B + &

X A,B\B=2n=.

Claviusov omyl je v tom, %e predpokladal za samozrejmé
existenciu priamky b. Fakt, Ze body 4,, B;, C, leZia na
priamke je ekvivalentny s piatou euklidovou axiomou.

Prvy velky krok ku rieSeniu problému podal taliansky
jezuita Saccheri, ked v snahe o vyvratenie hypotézy ostrého
uhla (tj. Ze stilet hlov v trojuholniku je mensi ako #) vy-
budoval dost obsiahlu te6riu zaloZenti na nasledovnej
myslienke. UvaZujeme Stvoruholnik ABB;A, (obr. 2.),

pridom < A,AB= < ABB, = % a A4, = BB,. Nech O

je stred useCky AB a nech o je priamka idica bodom O,
0 | AB. Oznalme O, =0 n A4,B,. Utvary 0OAA,0,
a OBB,0, st symetrické podla o, teda << AA4,0, =
= & BB,0,. Z horného predpokladu vyplyva ostrost
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uhlov < AA,B,, < BB, A, a po dost dlhych tvahich do-
chédza autor k ,,absurdnym* tvrdeniam napr. dve nepreti-
najuce sa priamky leZiace v rovine, alebo majt jedinu spo-
lo¢nu kolmicu od ktoréj na obidve strany sa neobmedzene

AN
A B

Obr. 2

rozchadzajd, alebo nemaji spolo¢ni kolmicu a v jednom
smere sa asymptoticky pribliZuju. Geometrickd stavba vy-
budovand na uvedenej hypotéze Saccherim je presna, aZ
na konedny vysledok, ktorému pravdepodobne ani sdm ne-
veril. Tvrdi: asymptoticky pribliZujice sa priamky maji
v nevlastnom bode spoloéni kolmicu, teda hypotéza ostré-
ho uhla je nesprdvna a tym je piaty euklidov postuldt do-
kdzany.

Uvahy Lamberta publikované pod nézvom ,,Tebria
rovnobeZnych priamok® v r. 1766 su velmi blizke ivahim
Saccheriho, no na rozdiel od neho pri svojich Gvahdich v si-
vislosti s hypotézou ostrého uhla nedochadza k ,,protire-
Ceniu* a nikde vo svojich pricach netvrdi, Ze ,,dokdzal*
piaty euklidov postuldt. Jeho prace maji nesmiernu zdslu-
hu na konecnom vyrieSeni pochybnosti o piatom euklido-
vom postuldte.

Legendre, ktory sa mimoriadne zasliZil o rozvoj mecha-
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niky m4 tieZ velky podiel pri vyskume geometrie. Dlhy Cas
sa venoval piatemu euklidovmu postuldtu a publikoval nie-
kolko variantov jeho ,,dokazu‘.

Mirne pokusy riedit problém rovnobeZiek siahaji aZ na
prelom 18. a 19. storocia. Upenlivost snahy $pickovych sve-
tovych matematikov krasne dokumentuje list madarského
matematika prof. Bolyaia svojmu synovi. Ked sa prof.
Bolyai dozvedel, Ze jeho syn, mlady talentovany matematik
sa venuje problému rovnobeZiek, aZ zufalo ho vystrihal,
aby zanechal tito myslienku na ktorej on ,,bezvysledne‘
stravil velkua Cast svojho Zivota. Syn neposlichol otcovej
rady a vdaka tomu stal sa jednym z troch objavitelov ne-
euklidovskej geometrie. Neriedko je problém, ktory po
mnoho rokov odoldva usiliu vedcov celého sveta, rieSeny
sucasne viacerymi vedcami. Tak aj dramaticky stboj geo-
metrov s rovnobeZkami je rieSeny nezévisle troma matema-
tikmi: nemcom Gaussom, rusom Lobacevskym a madarom
Bolyaiom.

Gauss problém piateho postuldtu vyrieSil uz koncom
18. storocia, no do konca svojho Zivota rieSenie nepubliko-
val. RieSenie sa neodvazil zverejnit a zdelil ho len stkrom-
ne v listoch priatefom.

Lobacevskij zacal vyskum teérie rovnobeZnych priamok
s pokusmi dokazat piaty euklidov postuldt v r. 1817 no uZ
v roku 1826 dava k dispozicii verejnosti svoju pricu o ne-
euklidovskej geometrii. Publikoval ju pod nazvom ,,0 zi-
kladoch geometrie* v r. 1829. Lobacevskij bol astroném
a preto je pochopitelné, %e sa snaZil overit, Ci v redlnom
svete, v svete v ktorom Zijeme, plad geometria euklidovsk4,
alebo neeuklidovski. Meral sucet uhlov v trojuholniku,
ktorého vrcholy tvorili nebeské telesd (napr. Zem, Slnko,
Sirius). Akokolvek presné boli jeho merania bola odchylka
(defekt) suctu uhlov v meranom trojuholniku od » mensia,
ako tolerancia pristrojov. Pre myslienky, ich aplikicie
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a popularizovanie, ktoré Lobacevskij odvazne konal menu-
jeme neeuklidovskd geometriu niekedy tieZ jeho menom.

Aké je teda rieSenie problému rovnobeZiek. Existuju dve
abstraktné teérie postavené na tych istych zikladnych poj-
moch a axiomach, priom v jednej z nich (oznadime ju €)
plati axioma E, zatial ¢o v druhej (oznacime ju £) plati
axioma L (pozri ¢lanok 3.1.). Axiomatizovana tedria opiera-
jaca sa o axiomy nehovoriace niC o rovnobeZzkach sa menuje
absolutnou geometriou. Vzhladom na to ¢o bolo povedané
v Clanku 1.5. su teda teérie € a £ pribuzné. Pri axiomatic-
kom Stidiu elementirnej geometrie postupujeme teda na-
sledovne: Vybudujeme geometriu absolutna (v nej plati
napr. tvrdenie: sicet uhlov v trojuholniku nie je vacsi
ako ) a aZ potom budujeme teériu £, alebo €. Ostava
dodat, Ze¢ definitivou stavbu elementdrnej geometrie s pre-
ciznou sustavou axiom podal nemecky matematik Hilbert
a Ze dnes je tato disciplina uzavretd. To vSak neznamenad, Ze
geometria je mftva disciplina. Prave naopak, vdaka Kleino-
vi, Cartanovi a mnohym dal§im matematikom sa geometria
vyvinula dnes do takého $tadia, Ze, zd4 sa, znovu nadobuda
to vediice postavenie v celej matematike, ktoré jej dal Eukli-
des v ,,Zdkladoch*“. Uvedme mena aspofi dvoch vynikaju-
cich Ceskych geometrov, ktori podstatne obohatili nase geo-
metrické poznatky. St to Eduard Cech a Viclav Hlavaty.

My sa vSak v dalSom texte vratime do zaciatku XIX. sto-
ro€ia a pokisime sa Citatela obozndmit hlbsSie s mySlenkami
neeuklidovskej geometrie.
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