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1. kapitola 

D I R I C H L E T O V P R I N C Í P 

Pod menom „Dirichletov princip" sa obyčajne uvádza na-
sledujúce tvrdenie: 
(d) Ak je viac než n predmetov rozdelené do n skupin (n je 
prirodzené číslo), potom aspoň v jednej skupině sa na-
chádzajú aspoň dva predmety. 

V konkrétných situáciách tvrdenie (d) hovoří napr. toto: 
Profesor Kvantifikátor nemdže rozmiestniť svojich páť 

detí do štyroch izieb svojho bytu tak, aby v každej izbe 
bolo najviac jedno dieťa, tj. nutné musia aspoň v jednej 
izbe byť aspoň dve deti. 

Ak má profesor Kvantifikátor deváť fajok svojej zbierky 
v zásuvkách písacieho štola a stól má osem zásuviek, potom 
aspoň v jednej zásuvke je viac než jedna fajka. 

Tvrdenie (d) sa niekedy nazýva „zásuvkový princip". 
V literatúre sa střetneme i s označením „holubníkový 
princip". Autoři, ktorí dávajú tento názov tvrdeniu (d), majů 
na mysli holuby profesora Kvantifikátora (vo volnom čase 
sa venuje chovu ušlachtilých holubov). Má totiž n holub-
níkov, ale viac než n holubov. Potom aspoň v jednom 
holubníku musí mať dvoch, alebo viac holubov. 

Tvrdenie (d) nie je ťažké dokázať. 
Nech ki je počet predmetov v i-tej skupině (t = 1,2, . . . , 

n). Keby v každej skupině bol naviac jeden predmet (tj. 
žiaden, alebo iba jeden), čiže kt je menšie, alebo rovné 
jednej, pře i = 1,2, . . . , « , potom všetkých predmetov by 
bolo k-L + k2 + ... + kn < 1 + 1 + • • • + 1 = n. 
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Jedná sa teda o tvrdenie na pohlad velmi jednoduché, ale 
vhodným použitím móžeme dostať velmi silné výsledky. 
Obyčijne pomocou Dirichletovho principu dokazujeme 
existenciu takých objektov, ktoré nemožno (alebo je velmi 
ťažké) efektívne skonštruovať. 
Uveďme příklad. 

Příklad 1. Podia antropológie neexistujú ludia s váčším 
počtom vlasov, ako 500 000. Dokážeme, že v Prahe existujú 
dvaja ludia s rovnakým počtom vlasov. 

Riešenie. Najskór uvážime, že Praha má vyše milión 
obyvatelov. Obyvatelov Prahy rozdelíme do skupin tak, že 
do n-tej dáme všetkých obyvatelov Prahy, ktorí majů právě 
n vlasov (n = 0 ,1 , 2, . . . , 500 000). PodTa tvrdenia antro-
pológov, každý obyvatel Prahy padne do niektorej z tých 
skupin. Pretože Pražanov je viac ako skupin, aspoň v jednej 
skupině je viac ako jeden Pražan, tj. existujú dvaja obyva-
telia Prahy s rovnakým počtom vlasov. 

Uvedený příklad je typický tým, že efektívne nájsť 
dvoch Pražanov s rovnakým počtom vlasov je z pochopi-
telných dóvodov prakticky nemožné. 

Bezprostředné použitie Dirichletovho principu si možno 
overiť na nasledujúcich úlohách. 

Úloha 1. Súkromná knižnica má 1100 svázkov, pri-
Čom žiaden z nich nemá viac ako 1000 stráň. Dokážte, že 
v knižnici existujú dve knihy s rovnakým počtom stráň. 

Úloha 2. Na vysokú školu přijali do prvého ročníka 120 
poslucháčov, ktorí maturovali na 84 středných školách. 
Potom sa v prvom ročníku nájdu aspoň dvaja poslucháči, 
kteří sa poznaiú zo strednej školy. Dokážte! 

Úloha 3. Neporiadny študent mal v zásuvke ponožky 
piatich farieb (z každej farby aspoň dve). Koíko kusov 
ponožiek musí po tme vybrať, aby bol istý, že mezdi nimi 
budú dve rovnakej farby? 
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Úloha 4. Hádžeme dvoma kočkami. Kolkokrát třeba 
hodiť, aby sme mali zaručené, že dvakrát padol rovnaký 
súčet bodov na kockách ? 

Dirichletov princip možno formulovať i všeobecnejšie: 
(D) Ak je viac než mn predmetov rozdelených do n sku-

pin, potom aspoň v jednej skupině je viac ako m predmetov. 
Dokaž je rovnaký ako prv. Nech ki je počet predmetov 

v z-tej skupině (z = 1,2, . . n ) . Keby v každej skupině 
bolo najviac m predmetov, tj. ki <m pře i = 1 ,2, ...,«, 
potom všetkých predmetov by bolo ki + k2 + . . . + 
+ kn < m + ... + f f i = mn. 

Přiklad 2. Konferencie sa zúčastnilo 40 delegátov z 13 
krajin. Dokážte, že delegácia aspoň jednej krajiny mala viac 
ako troch členov! 

Riešenie. Rozdelíme delegátov do skupin podia krajin, 
tj. v každej skupině sú všetci delegáti istej krajiny. Kedže 
skupin je 13 a delegátov je viac ako 3.13 = 39, musia byť 
aspoň v jednej skupině viac ako traja delegáti. 

Úloha 5. Kolkokrát třeba hodiť troma kočkami, aby 
bolo zistené, že aspoň štyrikrát padol rovnaký súčet bodov 
na kockách? 

Úloha 6. Kolkokrát třeba hodiť dvoma kočkami, aby 
třikrát padla tá istá dvojica čísel ? Úlohu riešte a) v případe, 
že kočky sú rovnaké (t. j. dvojice (2,1) a (1,2) pokládáme 
za rovnaké); b) v případe, že kočky sú r6zne (napr. róznej 
farby; v tomto případe dvojice (2,1) a (1,2) považujeme za 
rózne). 

Predošlé příklady a úlohy sa dali riešiť bezprostředným 
použitím Dirichletovho principu. Stačilo vhodné zvoliť 
rozdelenie do skupin, čo obyčajne vyplynulo zo zadania 
úlohy. Často sa však stává, že k riešeniu nedojdeme takto 
bezprostredne, ale sme nútení využiť i iné okolnosti, ktoré 
vyplývajú zo zadania úlohy. 
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Přiklad 3. Daný je vypuklý štrnástisten s 9 vrcholmi. 
Dokážte, že existuje na ňom vrchol, z ktorého vychádza 
aspoň 5 hrán. 

Riešenie. Ako vieme, pře počet Í stien, počet v vrcholov 
a počet h hrán vypuklého mnohostena platí Eulerov vztah 

SJtV = h + 2. 

Teda náš 14-sten má 14 + 9 — 2 = 21 hrán. Rozdelme 
každú hranu napoly, dostaneme 42 polhrán. Tieto roz-
deíme do 9 skupin, podia toho, z ktorého vrcholu vychádza-
jú. Podra (D) v jednej skupině je viac ako 4 t. j. aspoň 
5 polhrán. Teda z jedneho vrcholu vychádza aspoň 5 pol-
hrán, čiže aj hrán. 

Úloha 7. Daný je vypuklý sedmisten so 6 vrcholmi. Do-
kážte, že právě jedna stená toho sedmistena je štvoruholník. 

Niekedy vedie k cidu použitie Dirichletovho principu 
niekolkokrát za sebou. 

Příklad 4. Konferencie sa zúčastnilo 70 delegátov, ktorí 
hovoria 11 róznymi jazykmi. Jedným jazykom hovoří 
najviac 15 debgátov. Organizíčný výbor rozhodol, že za 
oficiálny bude považovat' taký jazyk, ktorým hovoří najme-
nej 5 delegátov. Dokážte, že na konferencii boli aspoň 3 
oficiálně jazyky. 

Riešenie. Keďže delegátov je 70 a hovoria 11 jazykmi, 
iste jedným jazykom hovoří nie menej, ako 5 delegátov. 
Teda existuje jeden oficiálny jazyk, nazvime ho jazyk A. 
Jazykom A hovoří najviac 15 delegátov, t. zn., že ostatný-
mi 10 jazykmi hovoří aspoň 55 delegátov. Teda medzi tý-
mito 10 jazykmi sa musí nájsť jazyk (označme ho B), kto-
rým hovoří najmenej 5 delegátov. To je druhý oficiálny 
jazyk. Jazykom B hovoří najviac 15 delegátov, teda zbýva-
júcimi 9 jazykmi hovoří aspoň 40 delegátov. Zasa podia 
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Dirichletovho principu možno spomedzi týchto 9 jazykov 
vybrať jeden oficiálny. 
t Existenciu štyroch oficiálnych jazykov nie je možné do-
kázať (protipríkladom je například nasledovná situácia: 
tromí jazykmí hovoří po 15 delegátov, síedmími jazykmí 
hovoří po 3 delegátov a jedným jazykom hovoría 4 dele-
gáti). 

Iné podobné ukážky sú napr. v kapitole V. 
Uvedieme ešte niekolko róznych, připadne i náročnějších 

príkladov a úloh. 

Příklad 5. Třeba dokázat', že spomedzi lubovolne zvo-
lených 13 (reálných) čísel možno vybrať dve, označme 
ich x, y, také, že 

0 < < 2 - V 3 . 
1 + xy 

Riešenie. Označme dané čísla aly a2, ..., a13. Nech "15 

b2, . . . , ¿i® sú také čísla ležiace medzi — ^ a že ax = tg blt 

a2 = tg ¿2> • • • > ai3 = tg ¿13- (Také čísla určitě existujú. 
Spomeňte si, že funkcia y = tg x nadobúda v intervale 

IP y ) r e ^ n e hodnoty). Rozdelime interval 

T ' n a ^rovnakých častí. Podia (d) aspoň v jednej 

z týchto častí existujú dve z čísel ¿>x, b2, . . ¿ > 1 3 , nech sú to 
napr. a, /? (napr. a — ¿>3, (} — í>7, alebo podobné). Nech 
naviac a < jS (t. j. označili sme a menšie a /3 váčšie z nich). 

Potom 0 < fi — a Označme x = tga,y = tg(}. Teda 

x je niektoré z čísel au a2, ..a13) a ̂  tiež. 
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— i rastúca, 
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a naše tvrdenie je dokázané. 
Úloha 8. Spomedzi n + 1 lubovolne zvolených čísel 

možno vždy vybrať dve tak, že ak ich označíme x, y, bude 
y — x n 0 < - f - : < tg — • 1 + xy ° n 

Dokážte! 
Úloha 9. Spomedzi lubovorne zvolených 11 čísel inter-

valu (1,100) sa vždy dajú vybrať dve tak, že ich podiel je 
menší než 1,6 a váčší než 1. Dokážte! 

Příklad 6. V záhradě tvaru obdížnika o rozmeroch 
20 m X 15 m musí byť menej než 26 stromov, ak má byť 
zachované pravidlo, že vzdialenosť dvoch stromov nie je 
menšia než 5 m. Dokážte! 

Riešenie. Připusťme, že by v záhradě bolo viac, než 25 
stromov. Rozdelíms záhradu na obdížniky rozmerov 
4 m x 3 m. Takých obdížnikov sa do našej záhrady vmestí 
právě 25.Teda podia (d) aspoň v jednom z týchto obdížnikov 
musia byť aspoň dva stromy. Keďže uhlopriečka obdížnika 
má dlžku 5 m, vzdialenosť týchto stromov je menšia 
než 5 m. 

Úloha 10. V záhradě o rozmeroch 35 m X 42 m je 
100 stromov. Dá sa v nej nájsť obdížnik o rozmeroch 
3 m X 5 m taký, aby na ňom rástli aspoň dva stromy ? 

Úloha 11. Ak je na štvorci rozmerov 10 X 10 umiestené 
101 bodov, potom možno vybrať taký trojuholník o ploš-
nom obsahu 1 cm2, že na ňom sú aspoň dva spomedzi 
daných bodov. 
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Úloha 12. V záhradě o rozmeroch 80 m x 90 m rastie 
365 stromov. Dá sa nájsť časť záhrady tvaru obdížnika 
o rozmeroch 5 m x 8 m, na ktorej rastů aspoň 3 stromy? 

Úloha 13. Na obdížniku rozmerov 27 m x 36 m je 
umiestené 1945 bodov. Dokážte, že aspoň 7 z nkh možno 
naraz pokryť trojuholníkom plošného obsahu 3^n 2 . 

Úloha 14. Ak je v štvorci o straně 1 umiestené Iubovolne 
51 bodov, potom možno niektoré tri spomedzi nich pokryť 
kruhom o polomere 
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