Dirichletov princip

1. kapitola. Dirichletov princip

In: Lev Bukovsky (author); Igor Kluvanek (author): Dirichletov
princip. (Slovak). Praha: Mlada fronta, 1969. pp. 5-11.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403700
Terms of use:

© Lev Bukovsky, 1970
© Igor Kluvének, 1970

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
Y signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/403700
http://dml.cz

1. kapitola

DIRICHLETOV PRINCIP

Pod menom ,,Dirichletov princip* sa obylajne uvddza na-
sledujice tvrdenie:

(d) Ak je viac neZ n predmetov rozdelené do » skupin (n je
prirodzené (Cislo), potom aspod v jednej skupine sa na-
chddzaji asponi dva predmety.

V konkrétnych situicidch tvrdenie (d) hovori napr. toto:

Profesor Kvantifikdtor neméZe rozmiestnit svojich pat
deti do Styroch izieb svojho bytu tak, aby v kazdej izbe
bolo najviac jedno diefa, tj. nutne musia aspoii v jednej
izbe byt aspon dve deti.

Ak mi profesor Kvantifikitor devit fajok svojej zbierky
v zdsuvkach pisacieho stola a std] mé osem zdsuviek, potom
asponi v jednej zdsuvke je viac neZ jedna fajka.

Tvrdenie (d) sa nickedy nazyva ,,zdsuvkovy princip®.
V literatdre sa stretmeme i s oznalenim ,holubnikovy
princip®. Autori, ktori ddvaju tento ndzov tvrdeniu (d), maji
na mysli holuby profesora Kvantifikitora (vo volnom &ase
sa venuje chovu us$fachtilych holubov). M4 totiZ » holub-
nikov, ale viac neZ n holubov. Potom aspoii v jednom
holubniku musi mat dvoch, alebo viac holubov.

Tvrdenie (d) nie je fazké dokazat.

Nech %, je polet predmetov v i-tej skupine (1 =1, 2, .. .,
n). Keby v kaZdej skupine bol naviac jeden predmet (tj.
Ziaden, alebo iba jeden), CiZe k; je mensie, alebo rovné
jednej, pre i = 1,2, ..., n, potom vietkych predmetov by
bolok, +k+ ... 4++kk <1414 ...+ 1=n



Jednad sa teda o tvrdenie na pohfad velmi jednoduché, ale
vhodnym pouZitim mdZeme dostat velmi silné vysledky.
Obycijne pomocou Dirichletovho principu dokazujeme
existenciu takych objektov, ktoré nemoZno (alebo je velmi
tazké) efektivne skonstruovat.

Uvedme priklad.

Priklad 1. Podra antropoldgie neexistuju fudia s vi&Sim
podtom vlasov, ako 500 000. DokdZ%eme, Ze v Prahe existuji
dvaja fudia s rovnakym poétom vlasov.

RieSenie, Najskdr uviZime, Ze Praha md vy$e milién
obyvatelov. Obyvatelov Prahy rozdelime do skupin tak, Ze
do n-tej dame vSetkych obyvatelov Prahy, ktori maju prive
nvlasov (n =0, 1,2, ..., 500 000). PodIla tvrdenia antro-
pologov, kazdy obyvatel Prahy padne do niektorej z tych
skupin. PretoZe PraZanov je viac ako skupin, aspofl v jednej
skupine je viac ako jeden PraZan, tj. existuji dvaja obyva-
telia Prahy s rovnakym poétom vlasov.

Uvedeny priklad je typicky tym, Ze efektivne ndjst
dvoch PraZanov s rovnakym poétom vlasov je z pochopi-
telnych doévodov prakticky nemoZné.

Bezprostredné pouZitie Dirichletovho principu si moZno
overit na nasledujticich dlohdch.

Uloha 1. Stkromnd kniZnica m4 1100 svazkov, pri-
¢om ziaden z nich nem4 viac ako 1000 strdn. Dokd’te, Ze
v kniZnici existuji dve knihy s rovnakym poctom strdn.

Uloha 2. Na vysok $kolu prijali do prvého ronika 120
posluchaov, ktori maturovali na 84 strednych $kolich.
Potom sa v prvom ro¢niku néjdu aspofl dvaja posluchéci,
kteri sa poznaijt zo strednej $koly. Dokéazte!

Uloha 3. Neporiadny $tudent mal v zisuvke ponozky
piatich farieb (z kaZdej farby aspofi dve). Kolko kusov
ponoziek musi po tme vybrat, aby bol isty, Ze mezdi nimi
budu dve rovnakej farby?
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Uloha 4. Hid%eme dvoma kockami. Kolkokrit treba
hodit, aby sme mali zaruené, %e dvakrit padol rovnaky
stifet bodov na kockdch?

Dirichletov princip moZno formulovat i vieobecnejsie:

(D) Ak je viac nez mn predmetov rozdelenych do 7 sku-
pin, potom aspoii v jednej skupine je viac ako 7 predmetov.

Ddkaz je rovnaky ako prv. Nech &; je polet predmetov
v i-tej skupine ( = 1,2, ..., 7n). Keby v kaZdej skupine
bolo najviac m predmetov, tj. ks <mprei=1,2,...,mn,
potom vsetkych predmetov by bolo %, 4+ %k + ... +
F+hka<mtm+ ... +m=mn

Priklad 2. Konferencie sa z¢astnilo 40 delegitov z 13
krajin. DokaZte, Ze delegdcia aspofi jednej krajiny mala viac
ako troch ¢lenov!

RieSenie. Rozdelime delegatov do skupin podla krajin,
tj. v kaZdej skupine sa vietci delegati istej krajiny. KedZe
skupin je 13 a delegatov je viac ako 3.13 = 39, musia byt
aspot v jednej skupine viac ako traja delegati.

Uloha 5. Kolkokrat treba hoditf troma kockami, aby
bolo zistené, Ze aspoii Styrikrat padol rovnaky sticet bodov
na kockach?

Uloha 6. Kolkokrit treba hodif dvoma kockami, aby
trikrat padla td istd dvojica Cisel ? Ulohu rieste a) v pripade,
Ze kocky su rovnaké (t. j. dvojice (2,1) a (1,2) pokladdme
za rovnaké); b) v pripade, Ze kocky su rozne (napr. réznej
farby 3 v tomto pripade dvojice (2,1) a (1,2) povaZujeme za
rdzne).

Predoslé priklady a vlohy sa dali rieSif bezprostrednym
pouZitim Dirichletovho principu. Stadilo vhodne zvolit
rozdelenie do skupin, &o obyéajne vyplynulo zo zadania
ulohy. Casto sa viak stdva, ¥e k rieSeniu neddjdeme takto
bezprostredne, ale sme niteni vyuZit i iné okolnosti, ktoré
vyplyvaji zo zadania tlohy.



Priklad 3. Dany je vypukly $trnististen s 9 vrcholmi.
Dokazte, Ze existuje na fiom vrchol, z ktorého vychddza
aspon 5 hrén.

RieSenie. Ako vieme, pre pocet s stien, pocet v vrcholov
a pocet 4 hrdn vypuklého mnohostena plati Eulerov vztah

s+v=hr+2.

Teda na§ 14-sten ma 14 4+ 9 — 2 = 21 hrdn. Rozdelme
kaZdd hranu napoly, dostaneme 42 polhrin. Tieto roz-
delme do 9 skupin, podfa toho, z ktorého vrcholu vychddza-
ji. Podla (D) v jednej skupine je viac ako 4 t. j. aspon
5 polhran. Teda z jedneho vrcholu vychadza aspon 5 pol-
hridn, CiZe aj hrin.

Uloha 7. Dany je vypukly sedmisten so 6 vrcholmi. Do~
kéZte, Ze prave jedna stena toho sedmistena je $tvoruholnik.

Niekedy vedie k cielu pouzitie Dirichletovho principu
niekolkokrit za sebou.

Priklad 4. Konferencie sa z(iastnilo 70 delegitov, ktori
hovoria 11 réznymi jazykmi. Jednym jazykom hovori
najviac 15 delzgitov. Organizaény vybor rozhodol, Ze za
oficidlny bude povaZovat taky jazyk, ktorym hovori najme-
nej 5 delegitov. Dokdzte, Ze na konferencii boli aspoi 3
oficidlne jazyky.

Rieenie. KedZe delegitov je 70 a hovoria 11 jazykmi,
iste jednym jazykom hovori nie menej, ako 5 delegitov.
Teda existuje jeden oficidlny jazyk, nazvime ho jazyk A.
Jazykom A hovori najviac 15 delegitov, t. zn., Ze ostatny-
mi 10 jazykmi hovori asponi 55 delegitov. Teda medzi ty-
mito 10 jazykmi sa musi ndjst jazyk (oznacme ho B), kto-
rym hovori najmenej 5 delegitov. To je druhy oficidlny
jazyk. Jazykom B hovori najviac 15 delegitov, teda zbyva-
jicimi 9 jazykmi hovori aspofi 40 delegitov. Zasa podla
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Dirichletovho principu moZno spomedzi tychto 9 jazykov
vybrat jeden oficidlny.
¢t Existenciu Styroch oficidlnych jazykov nie je moZné do-
kazat (protiprikladom je napriklad nasledovnd situdcia:
tromi jazykmi hovori po 15 delegatov, siedmimi jazykmi
hovori po 3 delegitov a jednym jazykom hovoria 4 dele-
gati).

Iné podobné ukdZky su napr. v kapitole V.

Uvedieme eSte niekolko réznych, pripadne i ndro¢nejsich
prikladov a tloh.

Priklad 5. Treba dokazat, Ze spomedzi Iubovolne zvo-
lenych 13 (redlnych) &isel moZno vybrat dve, ozname
ich x, y, také, Ze

y—x _
0< 75 <2-V3

RieSenie. Ozname dané &isla ay, a,, ..., aj5. Nech by,
T
2
a, =tg by, ..., a3 = tg by, (Také Cisla urdité existuja.
Spomerite si, Ze funkcia y = tg x nadobtida v intervale

(— %, %) vietky redlne hodnoty). Rozdelime interval

by, . . ., byg s také &isla letiace medzi — = a ; Yea, =tgb,

27
z tychto Casti existuju dve z Cisel by, by, . . ., 13, nech su to
napr. a, f§ (napr. a = by, = b;, alebo podobne). Nech
naviac a < f (t. j. oznadili sme a mensie a § vadSie z nich).

( z n) na 12 rovnakych &asti. PodIa (d) asponi v jednej

Potom0 < f —a <;’—2. Oznatme x =tga, y =tg f. Teda

x je niektoré z &isel a,, ay, . . ., a3, 2 y tieZ.



Kede funkcia tg x je v intervale (— 4
mime

y—x tgf—1ga
I+xy 14tgatgp
a nase tvrdenie je dokdzané.

Uloha 8. Spomadzi 7 - 1 Tubovolne zvolenych &isel
moZno vZdy vybrat dve tak, Ze ak ich oznadime x, y, bude

y—Xx

) rastuca,

(ST

=tg(ﬂ—a)<tg%=2— V3

T
0< < tg ; .
DokéZte!
Uloha 9. Spomedzi fubovolne zvolenych 11 &isel inter-
valu (1,100) sa vidy daju vybrat dve tak, %e ich podiel je
men$i neZ 1,6 a vilsi neZ 1. DokéZte!

Priklad 6. V zihrade tvaru obdf#nika o rozmeroch
20 m X 15 m musi byt menej neZ 26 stromov, ak ma byt
zachované pravidlo, Ze vzdialenost dvoch stromov nie je
mensia neZz 5 m. DokdZte!

Rie3enie. Pripustme, Ze by v zdhrade bolo viac, nez 25
stromov. Rozdelims zihradu na obdliniky rozmerov
4m x 3 m. Takych obd{#nikov sa do nasej zahrady vmesti
préve 25.Tedapodra (d) aspoii v jednom z tychto obd{Znikov
musia byt aspoii dva stromy. KedZe uhloprie¢ka obd{#nika
méi dl¥ku 5m, vzdialenost tychto stromov je mensia
nez 5 m.

Uloha 10. V zihrade o rozmeroch 35m X 42m je
100 stromov. D4 sa v nej nijst obd{#nik o rozmeroch
3 m X 5 m taky, aby na fiom rastli aspoti dva stromy ?

Uloha 11. Ak je na $tvorci rozmerov 10 X 10 umiestené
101 bodov, potom moZno vybrat taky trojuholnik o plo3-
nom obsahu 1 cm? %e na fiom su aspofi dva spomedzi
danych bodov.
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Uloha 12. V zihrade o rozmeroch 80 m X 90 m rastie
365 stromov. D4 sa nijst &ast zdhrady tvaru obdinika
o rozmeroch 5 m X 8 m, na ktorej rastu aspoii 3 stromy ?

Uloha 13. Na obdlZniku rozmerov 27 m X 36 mje
umiestené 1945 bodov. DokéZte, Ze aspofi 7 z nich moZno
naraz pokryt trojuholnikom plo$ného obsahu 3 #m?2

Uloha 14. Ak je v $tvorci o strane 1 umiestené fubovolne
51 bodov, potom mozno niektoré tri spomedzi nich pokryt

kruhom o polomere %
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