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3. kapitola

VACSINOU GEOMETRIA

Dirichletov princip v tej forme, ako sme ho formulovali
v I. kapitole sa tykal iba prirodzenych Cisel, pretoZe sa
v fiom jednalo o pocet prvkov nejakej mnoziny (konecnej).
Niekedy j je viak vyhodné vyuzwat iné veli¢iny na meranie
»velkosti mnoZiny, ako pocet jej prvkov (napr. ak je mno-
ina nekone&nd). MoZe to napr. byt dika plosny obsah,
objem, velkost uhla a pod. V takych pripadoch ,,velkost“
nemusi byt ¢islo prirodzené, ale Iubovolné reidlne cislo
(napr. zlomok alebo aj iraciondlne Cislo). Pre také pripady
je vyhodné formulovat Dirichletov princip takto:
(D,) Ak ay; Ay .- -5 an st TubuvolIné redlne ¢isla, ktorych
sucet je vacsi, alebo sa rovna ¢islu b, potom aspon jedno

z nich je vicSie, alebo sa rovna Cislu P
Dékaz tohoto tvrdenia je uplne rovnaky ako dokaz
Dirichletovho principu v I. kapitole. Keby bolo a; < 712—
prei=1,2,...,n,potombyboloa, +a,+... Fan <

<£+£+...+£=b.
n o n n

Priklad 13. Treba dokdzat, Ze aspon jeden vnitorny

7.

uhol vypuklého n-uholnika je vadsi, alebo sa rovnd ——
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RieSenie. Stufet vnitornych uhlov vypuklého n#-uholnika
je (n— 2) 7, preto podla (D,) aspoii jeden z nich musi byt
n f—

vidsi, alebo sa rovna 7.

Priklad 14. Poldavia md rozlohu 268 138 km2. Je v nej
rozmiestnenych 13 televiznych vysieladiek a retransladnych
stanic. Nejaké miesto spifia normu kvality prijmu, ak nie je
vzdialené od najblizSej stanice ako 80 km. DokdZte, Ze
Poldavia eSte nie je uplne televizifikovang, t. j. existuji v nej
miesta, ktoré nesplfiaji normu kvality televizneho prijmu.

RieSenie. Nech s; je ploiny obsah tej Casti Poldavie,
ktorej miesta s vzdialené od i-tej stanice nie viac, ako
80km,7=1,2,...,13. Ak by bolo kazdé miesto televizi-
fikované, potom by bolo s; + s, + ... + 5,3 = 268 138,
¢iZe podIa (D,) asponl pre jedno 7 by bolo s = 2—6?——3138 =
= 20 626 km?. Ale s; < 7.802km? = 20 160 km? pre kaz-
déi=1,2,...,13. (Nemusi byt nutne s; = 7.80%, pre-
toZe &ast kruhu o polomere 80 km, v strede ktorého je i-ta
stanica, mdZe siahat za hranice Poldavie.)

Vsimnite si, Ze z (D,) ihned vyplyva (d) aj (D).

Uloha 30. Dokézte (d) a (D) pomocou (D,)!

Nech je dand mnoZina M bodov. Kazdy uhol < ABC,
kde A4, B, C su body mnoziny M, nazveme uhlom uréenym
bodmi mnoZiny M. Pripominame, ¢ < ABC znameni
uhol s vrcholom B a ramenami BA, BC, pritom, ak sa
nerovna z, mensi z dvoch moznych. Napr. voiitorné uhly
vypuklého mnohouholnika su uhly uréené vrcholmi tohto
mnohouholnika (ale nie kazdy uhol uréeny vrcholmi vy-
puklého mnohouholnika je jeho vnatorny uhol).

Uloha 31. Ak st dané tri body v rovine, potom aspor

jeden uhol nimi urdeny je vicsi, alebo sa rovnd %n.
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Poznidmka. Vsetky uhly uréené vrcholmi rovnostran-

ného trojubolnika sa rovnajt —;—n. Vietky uhly uréené

. gl N
vrcholmi pravidelného Stvorstena sa rovnaju tieZ 3 "

Priklad 15. Ak su dané $tyri rézne body v rovine, potom

aspoii jeden uhol nimi uréeny je vacsi,alebo sa rovna —;— 7.
Riesenie. Ak tri z danych bodov leZia na jednej priamke,
je priklad vyrieSeny, lebo potom jeden uhol nimi uréeny sa
rovna z. Pripustme preto, Ze Ziadne tri z danych bodov ne-
leZia na jednej priamke. UvaZujme o $tvoruholniku, ktory
m4 vrcholy v danych bodoch. Rozozndvajme dva pripady.
a) Uvazovany Stvoruholnik je vypukly Potom vSetky
vnutorné uhly tohoto Stvoruholnika st uhly urcené da.nyrm
$tyrmi bodmi. Podla prikladu 13 aspori jeden z nich musi

byt vicsi, alebo rovny CR&

b) UvaZovany §tvoruholnik nie je vypukly. Potom jeden
z jeho vrcholov lezi vo vnutri trojuholnika uréeného ostat-
nymi tromi. (Obr. 1.) Oznalime ten bod D a ostatné
vrcholy A, B, C. Uvazujme o uhloch < ADB, < BDC,

Obr. 1.
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X CDA. Ich stcet je 2 n. Teda zasa podla Dirichletovho
principu (formuldcia (D,)) asponi jeden je vacsi, alebo sa

Iovna — 1 > — 7.
37773

Uloha 32. 5 bodov v rovine uréuje aspoii jeden uhol

vidsi alebo rovny %n. Dokazte!

Uloha 33. 6 bodov v rovine urluje aspoii jeden uhol

vidsi alebo rovny % 7. Dokazte!

Uloha 34. Ak je danych 7 bodov v rovine, potom aspori
jeden uhol nimi urgeny je va&i ako % 7. Dokéte!

Problém. Ulohy 31—34 a priklad 15 vzbudzuju do-
mnienku, Ze plati tvrdenie:
Ak je danych n 4 1 bodov v rovine, (n = 3) potom

‘. ey e, T
asponi jeden uhol nimi ureny je vacsi 7.

Toto tvrdenie sa autorom nepodarilo ani dokazat, ani
vyvritit. Bolo by zaujimavé dokazat toto tvrdenie pre
niektoré dalSie hodnoty #n, napr. n = 7,8, atd.

Analogicky ako (D,) sa daju dokdzat nasledujice obmeny
principu (D,).

(D,) Ak je dané n redlnych Cisel, ktorych stacet je vacsi nez

¢islo b, potom aspoti jedno z nich je vicSie nez %
(Dg) Ak suiCet n redlnych &isel je mensi alebo sa rovna Cislu
b, potom aspoii jedno z nich je mensie alebo sarovna %
(D,) Ak je sucet n redlnych Cisel mensi neZ b, potom aspoid
jedno z nich je mensie ne¥ -
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Uloha 35. Dokadte (D,), (D), (D) podobne, ako sme
dokazali (D,).

I ked kazdé z tvrdeni (D,), (D,), (D;) moZno dokazovat
podobne ako (D,), vietky sa daji z (D,) odvodit (po-
dobne z kazdého tvrdenia (D,), (D;), (D,) ostatné). Na
ukéZku urobime dokaz (D,) pomocou (D,).

Pripustme, Ze a,, g, .. ., an st také Cisla, Ze a, 4+ a, +
+ ... +ar>b. Oznatme ¥’ =a;, + a, + ... as, teda

b

b > b. Podla D, existuje také ay, Ze a; = P

Priklad 16. Dokaite, Ze do krabice tvaru valca vysky
60 cm a priemeru zakladne 40 cm sa nevmesti 2630 stolnote-
nisovych loptiCiek priemeru 3,8 cm.

RieSenie. Objem krabice je 75 412,5 cm3. Predpokladaj-
me, Ze by v tejto krabici bolo umiestenych 2630 loptiCiek.
Potom stcet ich objemov nembze prevysovat 75 412,5 cm?.
PodIa (D,) objem aspoii jednej z nich by musel byt mensi

alebo sa rovnat 7526_%, < 28,69. Ale objem kaZdej z nich

je % (3,8)° > 28,7.

Priklad 17. Treba dokizat, %e v sade tvaru obdf#nika
o rozmeroch 100 m krdt 300 m musi byt menej nez 3851
stromov, ak vzdialenost Iubovolnych dvoch ma byt vicsia
nez 4 m.

RieSenie. Postupujeme podcbae ako v priklade 6.
Pripustme, Ze v sade je viac stromov neZ 3851. Sad roz-

delime na rovnaké obdlzniky o stranich 13i50 a % . Bude

ich 35 X 110 = 3850. PodIa (d) aspoi v jednom z tychto
obd[?nikov sa musia nachidzat aspofi dva stromy. Ked¥e
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. . 100\ 2 300
uhloprietka mé dizku l/(ﬁ + (m

nost aspoii dvoch stromov je menSia ako 4.

Ak by sme sa pokusili (vo funkcii hospodarmeho zihrad-
nika) rozmiestit v sade z predo$§lého prikladu &im viac
stromov tak, aby ich vzdialenosti boh aspofi 4 m, pri
Ziadnom rozmiesteni sa ndm nepodari umiestit do sadu
3000 stromov. Mali by sme sa teda pokisit dokizat, Ze sa
neda umiestit do sadu mensi pocet stromov. Inymi slovami,
v riefeni prikladu (ktoré je inak spriavne) sme pouZili po-
merne slabd metddu.

Ked pouZijeme vhodnejsiu, mbZeme dostat lepsi vysle-
dok. Prezradime ho v nasledujiicom priklade.

Priklad 18. V sade tvaru obdf#nika o rozmeroch
100 m X 300 m musi byt menej nez 2516 stromov, ak
vzdialenost Tubovolnych dvoch stromov ma byt vilsia ako
4 m. Dokézte!

RieSenie. Predpokladajme, Ze v sade je viac ne% 2515
stromov a Ze vzdialenost IubovoInych dvoch je vidsia neZ
4 m. UvaZujme o kruhoch, ktorych stredy su miesta,
v ktorych st zasadené stromy a ktorych polomery si rovna-
ké a to 2 m. PodIa predpokladu Ziadne dva z tychto kruhov
nemaja spoloény bod (lebo vzdialenost stromov je vicSia
nez 4 m). Vetky kruhy leZia vo vmitri obd{Znika o rozme-
roch 2 4 100 4 2 m krat 2 + 300 + 2 m, pretoze stromy
rasti v sade a teda kruh méZe siahat von najviac o 2 m,
Plo¥ny obsah tohoto obdf#nika je 31 616 m2. Suéet plos-
nych obsahov kruhov nemoze byt vacsi nez 31 616. Teda
podIa (D) aspoii jeden z nich m4 plo$ny obsah nie vacsi nez
?% << 12,5659 m? Ale plo$né obsahy tychto kruhov
si rovnaké a to 7.2% < 12,5663. To je spor.

2
) < 4 vzdiale-
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Samozrejme, ani vysledok tohoto prikladu nebude naj-
lep$i moZny. Je dobre moZné, Ze maximalny pocet stromov,
ktoré sa daji umiestit pri zachovani vzdialenosti 4 m do
sadu, bude mensi nez 2515.

Na prvy pohlad je jasné, Ze do sadu moZno umiestit
1976 stromov. Umiestime ich tak, Ze sad rozdelime na
§tvorce strany 4 m a do ich vrcholov nasadime stromy.

Bude ich (%) + 1) x (—3%) + 1) — 26 x 76 — 1976.
a
A waw v
\ / N\ /
a T \\ // \\ //
/ / /)!
\ \
// AN / N /
1’4 1’4
a=4m
. pbvodne' umiestenie Sikovnej§ie umiestenie
Obr. 2.

Ale pri SikovnejSom umiesteni sa ich dd umiestit viac.
D4 sa umiestit dokonca 2219 stromov. Umiestime ich
podfa schémy na obr. 2 (je tam 44 radov po 26 a 43 radov
po 25 stromov). Teda maximélny podet stromov, ktoré
moZno v sade umiestit je niekde medzi 2219 a 2515. Kazdé
ziZenie tohto intervalu znamena novy matematicky vysle-
dok. Pritom zvySenie dolnej hranice predpoklad4 umieste-
nie vi&fieho poltu stromov do sadu a zniZenie hornej
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hranice predpokladd ddkaz, Ze do sadu nemoZno umiestit
viac neZ k stromov, pri¢om k je nejaké Cislo mensie nez
2515.

Uloha 36. Doka’te, %e v obdfiniku o rozmeroch 197
krat 94 sa nedd umiestit 24 000 bodov tak, aby kazdé dva
mali vzdialenost nie menSiu nez 1!

Uloha 37. Dokézte, e v obdizniku o rozmeroch a, b sa
4+ ;)ez(b +¢) bodov tak, aby
vzdialenost Tubovolnych dvoch bola vicSia ne% !

Uloha 38. DokdZte, %e v obdlzmku o rozmeroch a, b

sa ned4 umiestit viac nez [—62— e (a + b)] -+ 1 bodov

tak, aby vzdialenost [ubovoInych dvoch bola viiia ne% ¢!

Priklad 19. Jama kruhového tvaru priemeru 6 m je
zakryta 15 doskami (t. j. nie je vidiet ani kdsok jamy). Do-
kd’te, Ze Sirka aspofi jednej dosky nie je mensia neZ
40 cm!

RieSenie. Zadanie tilohy moZno presnej$ie sformulovat
takto. Dany je kruh priemeru 6 m, ktory je pokryty 15 ro-
vinnymi pasmi p,, pay ..., P15 Nech Sirky pdsov sa 4,
hys ...5 his. Mame dokdzat, Ze aspoil pre jedno ks plati
h1 => 40 cm.

Uvazujme o gulovej ploche priemeru 6 m, ktorej stred
lezi v strede daného kruhu. Cez kaZdé dve priamky, ohra-
ni¢ujice pas p;, vedme roviny kolmé na rovinu daného
kruhu. Tieto dve roviny vyrezi z gulovej plochy &ast (je
to Cast gulovej plochy, ohraniCujicej gulova vrstvu alebo
gulovy vrchlik). Jej plosny obsah je 6mh; alebo mensi.
Ked?e pisy pokryvaja kruh, tieto &asti gulovej plochy
pokryvajui celd gulovi pslochu. Plo3ny obsah celii gulovej

1 1

plochy je 36z. Teda iZ 6 7 hy = 36 7, odkial ’Z h¢ = 6.
-] =]

ned4 umiestit viac neZ
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Teda podla (D,) aspoti pre jednu zo $irok 4 je s = S m =
= 40 cm. 15
Uloha 39. Kruh polomeru R je pokryty # pasmi. Do-
kézte, $irku aspofl jedného pdsu je vilSia alebo rovnd
2R
n
V nasledujicich prikladoch a ulohich nech je v rovine
dand priamka p a nech je zvolena jedna z polrovin, ozna¢me
ju ¢+, na ktoré p deli rovinu ¢.

q* X

/ Ry Sz P
n S,

Obr. 3,

Viimnime si nasledujiicu zaujimavi situdciu. Zvolme
Tubovolne bod X v polrovine g+ neleZiaci na priamke p.
Na priamke p existuje 5 useliek u,, u,, uy, #,, 45 bez spo-
lotnych bodov s tymito vlastnostami. Ak zostrojime kruZ-
nice k; so stredom S; v p* polomeru #; tak, aby u; bola jej
tetivou, potom bod X leZi vo vmitri kaZzdej kruZnice k; pre
1=123,4,5.

Tieto tseCky moZno zostrojit takto (obr. 3). Bodom X
vedieme rovnobeZku ¢ s priamkou p. Nech g+ je jedna
z polpriamok na ktoré deli X priamku g. Nech r, je pol-
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priamka s pociatkom X pretinajica p a zvierajuca s gt
uhol 1° s, je polpriamka s poliatkom X pretinajica p
a zvierajica s ¢+ uhol 35° r, nech zviera uhol 36°, s, uhol
70°, ry uhol 71°, s, uhol 105° r, uhol 106°, s, uhol 140°,
r, uhol 141°, s; uhol 175° (obr. 3). Nech R, je prieseénik
1 s p, Sy priesecnik s, s p, R, prieselnik 7, s p, S, prieseénik
sy 8 p, atd.

Nech %, je usetka R,S,, u, useCka R,S,. atd. Zrejme
tieto usecky nemaji spoloény bod. Ak zostrojime kruZnicu
kq tak, Ze u; je jej tetiva a kruZnica k; ma polomer u;, bod X
leZi nutne vo vnitri k;. Obvodovy uhol na kruZnici &;
prislichajici tetive »; ma totiz 30°, kdeZto trojuholnik
s vrcholom X a zidkladfiou #%; méd pri vrchole X uhol
34°.

Sest tseliek s tymito vlastnostami zostrojif nie je
moZné.

Priklad 20. Nech je na priamke p dané 6 useliek u,
aZ ug bez spolo¢nych bodov. Nech %; st také kruZnice so
stredmi v polrovine ¢+ polomeru u;, %e u; sd ich tetivy.
Potom neexistuje bod, ktory by leZal vo vnutri kazdej
z tychto kruZnic.

RieSenie. Nech X je lubovolny bod roviny o. Dokéze-
me, Ze X neleZi vnutri kazde) z danych kruZnic, Ze leZi
mimo niektorej (t. j. asponi jednej) z danych kruZnic.

Rozoznivajme tri pripady.

a) Bod X lezi na p. Bod X le#i vo vnutri kruZnice k;
préve vtedy, ked leZi na useCke u;. KedZe tieto usecky ne-
maji spoloény bod, X bude leZat nanajvys vo vnitri
jednej z kru¥nic k&;.

b) Bod X leZi v polrovine o~ opadnej k polrovine o+, ale
nie na p. Potom X zasa leZi vo vnutri nanajvys jednej
z danych kruZnic, pretoZe Casti prislu§nych kruhov leZiace
v p~ nemaju dva a dva spoloény bod.
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¢) Nech X leZi v polrovine g+ a nie na priamke p. Pos-
pdjame bod X s koncovymi bodmi dseliek #;. Oznaéme
a; uhol pri vrchole X trojuholnika so zakladfiou u; a s vrcho-
lom X. KedZe vietky zdkladne leZia na jednej priamke,
suet uhlov a; je mensi nez 180°% t. j. a; + @y + a3 +
+ a4 + a5 + ag < 180°. Teda podla (D,) aspoi jeden
z uhlov @; je mensi neZ 30°. KedZe obvodovy uhol na
kruZnici k; zostrojeny nad tetivou ma 30°, bod X padne
mimo tejto kruznice.

Poznamka. RieSenie sa lahko upravi i pre pripad, Ze
niektoré z seliek u, aZ s maji spolo¢ny koncovy bod, ale
okrem neho Ziaden iny.

Uloha 40. Nech je na priamke p dané » tseliek u,, u,,
... Uz b2z spoloénych bodov (alebo so spoloCnymi iba
koncovymi bodmi). Nech &; st kruZnice so stredmi leZia-
cimi v o+ také, Ze u; st ich tetivy a k nim prislichajice
stredové uhly si a (vietky rovnaké). Ak #n.a = 360°, potom
neexistuje bod leZiaci vo wvnutri tychto kruZnic. Ak
n.a < 360° tak sa useCky uy, ..., #, daji zvolif tak, Ze
existuje bod leZiaci vo vmutri vietkych tychto kruZnic.

Uloha 41. Nech je na priamke p dané n tseliek u,, u,,
...»Un b2z spoloénych bodov (alebo so spoloénymi iba
koncovymi bodmi). Nech k; st kruZnice so stredmi le-
Fiacimi v o+ také, Ze u; su ich tetivy a k nim prislicha-
juce stredové uhly su a;.

Ak ¥ a; = 360°, potom neexistuje bod leZiaci vo vontri

i=1
vietkych tychto kruZnic.
Ak X a; < 360°, tak sa tuseCky u,, ..., un daji zvolit
im1
tak, Ze existuje bod leZiaci vo vnutri vSetkych tychto
kruZnic.
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