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1. kapitola

CTYRSTEN

I. Studium prostorovych utvard je podstatné sloZitéjsi
a t&Z8i neZ studium rovinnych utvard. Je to zptisobeno
jednak tim, Ze si prostorové utvary obtiZnéji pfedstavujeme
a zndzorfiujeme, i tim, Ze se tu pfedpoklddd znalost pla-
nimetrie.

Nejjednodudsim mnohothelnikem v roviné je troj-
uhelnik. Rikd se mu proto simplex v rovin&. Nejjednodussim
mnohosténem v prostoru je ¢tyrstén; je to simplex v pros-
toru. Jeho definice je tato:

Cryrstén ABCD, kde body A, B, C, D nele#i v roviné, je
primik poloprostori ABCD, ACDB, ABDC, BCDA.

Z definice plyne, Ze &tyrstén je omezen &tyfmi troj-
tihelnikovymi sténami. Ctyrstén mé &tyfi vrcholy a Sest
hran. Hrany. jsou bud riznobéZné, nebo mimobéZné.
Zvlastmi duleZitost maji mimobé&Zné hrany (budeme jim
téZ fikat protéjsi nebo protilehlé) a proto si hned fekneme,
které to jsou. Ve ¢tyrsténu ABCD to jsou tyto tfi dvojice
hran:

AB, CD; AC, BD; AD, BC.

Roviny, které omezuji Ctyrstén, déli prostor na 15 &isti.
Jedna &ist.je &ryrstén sim. To je také jedind konedni
Cast. Dalsi Casti rozdé€lime do i skupin a z kaZdé &asti
popiSeme piesné vidy jednu.

V prvni skupiné, kterd obsahuje Ctyfi Casti prostoru,
je Cast, kterd je prinikem poloprostora ABDC, BCDA,
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CADB a poloprostoru opatného k poloprostoru ABCD.
Této Casti prostory budeme stru¢né fikat ,,nad st€nou
ABC*. Podobné dostaneme C4sti prostoru nad sténami
ABD, ACD, BCD. — V dalsi skupiné je $est &4sti prostoru
a popiéeme tu opét jednu. Je to prunik poloprostort
BCDA, ACDB a poloprostorii opaénych k poloprostoram
ABCD, ABDC. Tuto &ist prostoru budeme stru¢né na-
zyvat ,nad hranou AB“. Daldich p&t &isti je postupné
nad hranami AC, AD, BC, BD, CD. V posledni skupiné
jsou tyFi ¢dsti prostoru, z nichZ jedna je prinikem polo-
prostorii opac¢nych k poloprostorim BCDA, ABDC,
ABCD. Je to 11'01hran s vrcholem B, neobsahujici dany
Ctyrstén. Dals$i tfi trojhrany dostaneme podobné; mayji
vrcholy A4, C, D.

NeZ pnstoupime k feSeni pfikladi, které nds bliZe
sezndmi s vlastnostmi Ctyrsténi, fekneme si, Ze v jednotli-
vych ptikladech — pokud to nebude vyslovné feeno —
nebudeme predpoklidat kolmost dvou stén Etyrsténu,
nebo Ze jde o pravidelny Etyrstén.

" P¥iklad 1. Dokaste, e aselky spojujici stfedy protéj-
Sich hran &tyrsténu, se vzdjemné pali.

Dukaz (obr. 1). Dany étyrstén je ABCD. Stfedy hran
AB, BC, AC, AD, BD, CD ozna¢me po tfadé¢ K, L, O,




N, P, M. Viimnéme si nejdfive étyfuhelniku KLMN.
Mluvime hned o ¢tyfuhelniku, nebot body K, L, M, N
nelezi v pfimce. Dokonce ani tfi z téchto ¢ty bodu ne-
lezi v pfimce. Proto jsme opriavnéni mluvit o ¢tyfuhel-
niku. Zatim oviem nevime, zda je rovinny; muaZe byt
zborceny a o takovém se zminime pozdé;ji.

O strandch ftyfihelniku KLMN plati

KL || AC, MN || AC,
a také
KL — %Ac, MN — % AC,

nebot to jsou stfedni pficky v trojuhelniku 4BC resp.
v trojuhelniku ADC. Ctyfihelnik KLMN je tedy rovno-
bé&’nik a jeho whlopficky KM, LN — jeZ jsou vlastmé
spojnicemni stfedii dvou protéjich hran &étyrsténu — se
vzijemné puli. '

Stejnym zplisobem se dd dokazat, Ze i ¢tyfdhelnik
KPMQ je rovnobéZnik a jeho dhlopficky KM, PQ (jsou
to opét spojnice stfedi dvou protéj§ich hran &tyrsténu)
se vzdjemné puli. Aviak zminéné dva rovnobé&Zniky maji
uhlopficku KM spoleCnou a ponévadZ ka?dd useCka md
pravé jeden stied, prochazeji spojnice KM, LN, PQ jedi-
n)'rlt(lzzl;odem, ktery je jejich stfedem, a pravé to jsme méli
dokazat.

P¥iklad 2. Body K, L, M, N, P, Q z pfedeslého pfikla-
du jsou vrcholy osmisténu, ktery ma tyto dvé vlastnosti:
a) ke kazdé jeho hrané existuje privé jedna hrana s ni
rovnobéZnd a s ni shodnd, b) objem tohoto osmisténu je
roven poloviné objemu daného Ctyrsténu.

Dikaz (obr. 2). a) V dikazu 1. pfikladu jsme ukdzali, Ze

KL || MN || AC azirovedn KL = MN.



Obr. 2

Z4dn4 daldi hrana osmisténu nemtzZe jiZ byt s hranou AC
rovnobéZnd, nebot viechny dalsi hrany jsou bud s hranou
AC riiznob&Zné, nebo mimobé&zné.

Dodejme k tomu, Ze zmin&né body jsou skuteéné vrcholy
osmisténu, nebot 24dné tfi z nich neleZi v pfimce a Zid-
nych pét v roviné. Zbyva dokazat tu &ist véty, kterd mluvi
0 objemu.

b) Objem &tyrsténu ABCD oznaCme V a objem osmi-
st&nu V. Viimnéme si, Ze ni§ osmistén oddéluje od daného
&yrsténu Ctyrstény AKQN, BLKP, CQLM, MNPD.
Objem kaZdého tohoto oddéleného (tyrsténu je roven

—%— V, nebot napf. ve étyrsténu AKQN je podstava

AKQ — % ABC
a pfislusnd vySka z vrcholu N je rovna poloviné vysky
étyrsténu ABCD z vrcholu D. Z obdobného diivodu jsou
objemy dalich tfi &tyrsténi téZ rovny —;— V a proto

6



V,=V_—4Lpy=1yp
2
P¥iklad 3. Hrany daného étyrsténu ABCD oznaéme
a, b, ¢, a, p, v, a to tak, aby skupiny hran q, q, b, §, ¢, ¥
byly PIQLEJYS.L‘ Potom obJem 4 étyrsténu je din vzorcem

JOv Y Ve,
144 V2 = a2a2(— a2 F B4 —att ) +
+ 6%8%a® — B2 + ® + a® — B+ p®) +
_Jr_ C2y2(a2 _'_ b2 _ CZ _I_ a2 _|_ '32 _ ‘}’2) +
— [(@bc)* + (aBy)® + (bay)® + (caB)’].
DokaZte.
Dikaz (obr. 3). Vyjdeme ze znimého vzorce pro objem
jehlanu

<

[ A

2]

Obr. 3

V= % (4BC)v,

kde v je vyska dané¢ho Ctyrsténu prochdzejici vrcholem D
a (ABC) je obsah A ABC. Oznalme jesté v, vysku stény
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ACD jdouci vrcholem D a ¢ thel stén ABC, ACD,
X ACB = 4, <« ACD = u, < BCD = ». Potom

? = v,.5In ¢ =  sin u sin g.
Ponévadz

(4BC) = 5 absin
nabude vzorec pro objem tvaru
V= %abysinlsin,usinzp.

Ze sférické geometrie je znima kosinova véta (viz napf.
Jifi Kust, Sférickd trigonometrie, str. 20, véta 2,2)

cos » = cos A cos u + sin A sin u cos @,

z ni% plyne
cos ¢ = -cos l.cos K + cos v .
sin 4 sin p
sing = |/ T — cos?p =
|/ sin®Z'sin®« — (cos A cos u — cos ) .
o sin A sin p o

/(1 — cos?2) (1 — cos?u) — (cos A cos u — cos »)? _
o sin A sin p -

_ VT = cos®i — cos®u — cos®» + 2 cos A Cos y cos »
o sin 2 sin u )

Potom

(6 V)2 = a%?*?(1 — cos?) — cos?u — cos?» +
~+ 2 cos A cos u cos ».



Z trojuhelniki ABC, ACD, BCD postupné dostaneme
(podle kosinové véty pro rovinny trojuhelnik)

a®+ b2 — c?
COSZ. =‘-T—,
B
COSﬂ—T,
2 2 __ po
cosy = LTV
2ay

Tyto vyrazy dosadime do pfedchazejici rovnice. Po mensi
upravé a po umocnéni dojdeme k rovnici
144 V? = 4a%?y® — a¥(b? 4 y® — a?)? —
— ,},2(‘12 + b2 . CZ)2 — b2(a2 + 72 . ﬂ2)2 +
+ (b2 + .y2 — (12) (a2 + b2 . C2) (a2 . ﬂZ + .},2).

To je jiz v podstaté nas vzorec. Jen je jesté potfeba pro-
vést nazna¢ené poCetni vykony a vytknout.

Zvlastni pfipady. a) JestliZe a = b = ¢, a = f = y,
dostaneme pravidelny trojboky jehlan, jehoZ objem tedy je

- L 2]/ 3 42 _ 42
V= 2@ /'3a®—a2.
b) Jestlife @ = a, b = B, ¢ = y, dostdvime Ctyrstén,
jehoZ mimobé&Zné hrany jsou vidy shodné. Tohoto &tyr-
sténu si pozdé&ji vSimneme podrobnéji. Pro jeho objem
plati _
72V2=a'(—a*+ b*+ %) —
— B — R (— @+ b+ D)=
=(—a% + b + ¢?) (a® — b% + %) (a® + b% — ¢2).

P¥iklad 4. Objem pravidelného ¢tyrsténu vypoditejte
nejdfiv ze vzorce odvozeného na str. 8, v némZ poloZite
a =b = ¢ = a=f = yapotom pfimo.



Redeni. a) Hned dosazujeme
144 V2 = a%(2a?) + a*(2a®) + a*(2a%) — 4a® = 24°,
— 1 3]/
V= 1 ¢ Jz.
b) V obr. 4 je znizornén pravidelny (tyrstén ABCD,

jehoZ hrany maji délku a. UseCka DD, = v je jeho t€lesova
vySka a tseCka CD, je rovna dvéma tfetinim sténové

vysky, tedy

D

Obr. 4
2 a5 a -
Na pravouhly trojihelnik CDD, pouZijeme Pythagorovy

véty:
DD.? = CD? — CD?,

2
22 = g% — (%.3) ,

_GVZ
v= 3
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Objem pravidelného ¢tyrsténu je tudiz

)T we e

vvvvvv

Necht jsou diny dva konvexni mnohouhelniky, leZici
v riznych rovmobéZnych rovinich. Pramik viech polo-
prostoru, uréenych stranou jednoho mnohouhelnika a jed-
nim vrcholem druhého mnohothelnika — pfi¢emZ tento
poloprostor obsahuje vSechny vrcholy obou mnohotuhel-
niki — je téleso zvané prismatoid & hranolec.
K prismatoidim pocitime i t€lesa, kdy misto jedné pod-
stavy volime tseCku rovnobé&Znou s rovinou druhé pod-
stavy (ale neleZici v ni) nebo bod (neleZici v roviné druhé

podstavy).
V obr. 5 abc jsou tfi pfiklady na prismatoidy.

c

Obr. 5

Pomocnd véta 1. JestliZe podstavy prismatoidu maji
obsahy P,, P, a jestliZe stfedni fez (je to fez rovinou rovno-
bé%nou s rovinami podstav a pulici vzdilenost v podstav)
m4 obsah S, potom objem V' prismatoidu je din vzorcem

V=—2—(P1+P2+4S).
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Vétu nebudeme dokazovat, i kdyZ dikaz je elementdrni.
Dodejme v3ak, Ze véta plati i pro pfipady typu 5b), 5¢c),
nebot stadi poloZit P, = 0.

Pomocna véta 2. Budi? din pfimy hranol trojboky,
ktery je sefiznut rovinou o, neprochéizejici 2iddnym
vnitfnim bodem ani jedné z podstav. Objem V sefiznu-
tého t&lesa je pak roven jedné tfetiné soucinu velikosti
podstavy a souctu poboénych hran.

Vysvétleni. Na obr. 6 je znizornén pfimy trojboky

o
, \\B///
L
D 7/
\\\E
—
—_ L
K
Obr. 6 Obr. 7

hranol ABCA'B'C’ a ten je sefiznut rovinou o tak, Ze
vzniklo téleso ABCDEF. Oznalime-li P velikost pod-
stavy ABC a poloZime-li AD = d, BE = e, CF = f, plati
podle vyslovené véty

V- %P(d—i—e—l—f).

Dikaz pomocné véty 2 (obr. 7). Objem naseho t&lesa
budeme pocitat jako objem prismatoidu, ktery je uréen
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podstavou BCFE (to je bud pravouhly lichobé&Znik, nebo
obdélnik) a useCkou 4D misto druhé podstavy. Vyika v
prismatoidu je rovna vysce stény ABC, sestrojené z vrcho-
lu A. Obsah stfedniho fezu B'C’'F’'E’ oznalime S. Pak
plati

V= —16)—(BCFE+0+4S).

Ale
BCFE — —;—a(e + 1)
S = %(C'F’JrB'E’)% =%(f+d+e+d)a,
V= gav. o etftftdtetd=
= g avd+etf)= 5 Pd+etf)

jak jsme méli dok4zat.
Poznimka. V)"raz%(d +e+f)je — jak se dd do-

kdzat — vzdélenost t€Zisté T st&ény DEF od stény ABC
(od podstavy ABC). Vyslovend véta se potom di formu-
lovat jinak. Pokuste se o to.

P¥iklad 5. Je din é&tyrstén ABCD a rovina = kolmd
k hrané AB. Pravouhlym primétem ¢&tyrsténu do roviny =
je trojuhelnik 4,C,D,, jehoZ obsah oznatime R. DokaZte,
Ze objem V Ctyrsténu ABCD je

1
V= TR.AB.
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B
C
D
|
|
|
| |
A | I
l l l
| |
A% | |
.
x D,
Obr. 8

Dukaz (obr. 8). Trojahelnik 4,C,D, je fidicim troj-
thelnikem hranolové plochy, jejiZ smér je dan promitacimi
ptimkami AA, = BB,, CC,, DD,. Objem V <{tyrsténu
ABCD je roven rozdilu objemt t&les A4,C,D,BCD,
A,C,D,ACD, které dovedeme vypocitat podle pomocné
véty 2. Plati tedy

V= % R(BB, + CC, + DD,) — % R(AA, + CC+
+ DDy) = -+ R(BB, — Ad,) = - R.4B,

a tim je tvrzeni dokazino.

14



V geometrii trojihelnika jsie se sezndmili s téZnicemi.
I ve Ctyrsténu jsou pfimky zvané téZnice; jsou to pfimky,
toho kady Ctyrstén ma &tyfi téZnice. Rikime jim nékdy
télesové té’nice na rozdil od sténovych téZnic. TéZnici
rozumime také n€kdy Gsecku, omezenou vrcholem a tézis-
tém protéjsi stény. K omylu nemaZe dojit, nebot z kon-
textu je vZdy patrno, co je min¢no slovem t&Znice.

PFiklad 6. DokaZte, Ze viechny t&Znice ¢tyrsténu pro-
chédzeji jedinym bodem (téZiStém Ctyrsténu), ktery kazdou
t&2nici déli v pcméru 3 : 1, pficemzZ vétsi dil je pfi vrcholu.

Dukaz (obr. 9). V daném c¢tyrsténu ABCD oznalme

Obr. 9

T, U t¥zist€ stén ABC, ABD. Té&%nice CT stény ABC
a t€Znice DU stény ABD se protinaji ve stfedu A hrany
AB. Proto té%nice CU, DT Ctyrsténu leZi v téZe roviné.
Jsou rtznobéZné; jejich spole¢ny bod oznalime G. (T&2-
nice CU, DT nemohou byt rovnob&Zné. V trojiahelniku
CDH je totiZ bod U resp. bod T vnitfnim bodem strany
DH resp. strtany CH. Proto use¢ky CU, DT maji spole¢ny
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bod, ktery je vnitinim bodem trojihelnika CDH.) V§imné&-
me si pfitom, Ze

AN HUT ~ A HDC

a také
A GUT ~ A GCD,

nebot UT || DC. Z prvni podobnosti dostaneme
HU :HD = UT : DC

a tedy
UT:DC=1:3.

Z podobnosti druhych dvou trojihelniki plyne

GT :GD = UT : DC.
Tudiz plati

GT:GD=1:3.

Dokazali jsme tak, Ze t€Znice CU, DT jsou riznobé&iné
a Ze jejich prisecik G déli kazdou tuto téZnici v poméru
1 : 3. Avsak stejné se d4 dokdzat, Ze se t&Znice CU protind
s té&%nici jdouci vrcholem A nebo vrcholem B. Priise¢ik
viak déli kazdou téZnici v poméru 1 : 3; musi to byt tedy
bod G, ¢imZ je dikaz proveden.

Poznimka. Bod G je t&Zistém Ctyrsténu i ve fyzikdl-
nim smyslu.

Priklad 7. Je din étyrstén ABCD, o jehoZ hranich
plati: AD | AB, AD | AC, AB | AC. DokaZte, Ze
druhd mocnina obsahu stény BCD je rovna soultu dru-
hych mocnin obsahil zbyvajicich tfi stén.

Reseni (obr. 10). Oznaéme

AB=b, AC=¢, AD=4d.
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Obr. 10

Potom
BC =]+, CD=|c& Fd, BD=]|# I a.
Obsahy jednotlivych stén jsou

1 1 1

ABC=7bc, ABD = de, ACD = -

cd

a odtud
ABC? + ABD? 4+ ACD? = % (b%® + b%d? + c%d?). (a)

Zbyvd vypolitat obsah stény BCD. Oznadime-li
< BDC = 4,

muZeme psit

BCD = —- BD.CD.sin 6 =

/@ + d2) (c® + @®).sin 6 .
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Z kosinové véty, pouZité na trojuhelnik BCD, plyne

BC? = CD* + BD?* — 2.CD.BD.cos 6.
Dosadime a upravime

b2 + =% 4 a® 3; b* + d* — 2.CD.BD.cos ¢

ICEToICET )
Nyni jiz miZeme pocitat sin o:
b2c2 + b2d2 _+_ C2d2
JGEEOICENDON
Dosadime-li do vzorce pro obsah trojihelnika BCD, ob-
drZzime

cos 6 =

sin?d = 1 — cos? é =

BCD* = % (B2 + BE + ),

a to je vyraz z rovnice (a).

V obr. 11a, b je zndzornén rovnob&Znostén a do ného

Obr. 11
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je dvéma riznymi zptsoby vepsin Ctyrstén. Pro pfehled-
nost je obrazek narysovan dvakrit. (Danému rovnobézno-
sténu vepsat Ctyrstén znamena sestrojit Ctyrstén tak, aby:
v kazdé sténé rovnobéZnosténu leZela prive jedna hrana
Ctyrsténu, a to tak, Ze kazd4d hrana Ctyrsténu je st€énovou
GhlopfiCkou rovnobéZnosténu.) PonévadZ oba Ctyrstény,
které lze danému rovnobé’nosténu vepsat, jsou shodne,
muZeme se zabyvat vidy pouze jednim z nich.

My viak budeme pouZivat obricené cesty, tj. danému
Ctyrsténu opiseme rovoobéZnostén a pomoci ného budeme
studovat vlastnosti Ctyrsténu. To si také hned ukiZeme
na dvou pfikladech, ale pfed tim uvedeme navod, jak lze
danému Ctyrsténu opsat rovnobéZnostén. Jsou tu dva
zptsoby.

Prvni zplsob spo¢ivd v tom, Ze hranou AB daného
Ctyrsténu ABCD vedeme rovinu rovnobéZnou s proti-
lehlou hranou CD a hranou CD vedeme rovinu rovno-
béZnou s hranou 4AB. Podobné hranou AC (AD) vedeme
rovinu rovnobéZnou s hranou BD (BC) a hranou BD (BC)
vedeme rovinu rovnobéznou s AC (AD). Tim dostaneme
Sest rovin, které omezuji rovnobéZnostén opsany danému
étyrsténu. Pfitom hrany Ctyrsténu jsou sténovymi dhlo-
pfi¢kami rovnobéZznosténu.

Jiny zpisob je tento: Stfedem H hrany AB vedeme
rovnob&Zku s hranou CD a na ni od bodu H naneseme

v obou smyslech usecku délky —;— CD. Dostaneme tak

body H,;, H,. Potom stifedem K hrany CD vedeme rovno-
b&Zku s hranou 4B a na ni od bodu K naneseme v obou

smyslech dsecku délky % AB. Ziskané body oznalime K,

K,. RovnobéZniky AH,BH,, DK,CK, jsou shodné, leZi
v rovindch navzijem rovnobéZnych (a riznych) a ke kazdé
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strané¢ jednoho existuji s ni rovnobéiné strany druhého.
Oba rovnobéZniky jsou prot&j§i st€ény hledaného rovno-
bé%nosténu AH;BH,K,CK,D.

PFiklad 8. Je din ¢&tyrstén ABCD. Vypoététe vzdile-
nost stfedd protéjsich hran AB, CD.

Reseni (obr. 12). Danému &tyrsténu opiSme rovno-
bé&Znostén; oznatime jej ALDKMBNC. Pro ‘struénost za-
vedeme toto oznaceni:

AB=a, BD=b, AD=y,
CD=a, AC=¥, BC=/,
AK = LD = BN = MC = x,
AL = MB= CN = KD =y,
AM= LB = DN = KC = z,

3 ALB=a, < BLD =8, 3 AKD = y.

20



Je vidét, Ze vzdilenost stfedii hran AB, CD je rovna x.
Z wojahelnika ALB, KDC postupné plyne '

a® = y? 4 2% — 2yz.cos a,
a? =y + 2% 4 2yz.cos a.
Odtud
Pt a= g @t ®

Podobné dospéjeme k dalsim dvéma rovnicim

1
x4y = — (2 + '),
2 )]

e . % ®* + b'2).

Tim jsme dospéli k soustavé tfi rovnic o tfech nezniamych.
Jejich feSenim dostaneme

x=%Vbz—i—cz—{—b'z—i-c'z—az—a'z.

BéZi tu o vzdéilenost a proto pfi odmocniné bereme zna-
ménko -+. Kromé toho musi platit

b2+ 24 b2+ ¢ —a®—a?> 0.
Tato nerovnost je skutecné splnéna, jak se pfesvédéime,
dosadime-li do rovmic (1), (2).

PFiklad 9. DokaZte, Ze oba ¢étyrstény, které jsou vepsa-
ny témuZ rovnobéZnosténu riznymi zpusoby, jsou shodné.
Duikaz (obr. 11a, b). Viimnéme si nejprve toho, Ze oba
Ctyrstény nemaji spoleény Zidny vrchol. Osm vrcholl
daného rovnobéZnosténu ABCDEFGH je tedy rozdéleno
do dvou skupin: B, D, E, G a H, F, C, A. Body prvni
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skupiny jsou vrcholy jednoho Ctyrsténu, body druhé sku-
piny jsou vrcholy druhého &tyrsténu. Ziaroveni vidime, Ze
vrcholy jednoho &tyrsténu jsou soumérné sdruZené s vrcho-
ly druhého ¢tyrsténu podle stfedu rovnobéZnosténu. Oba
étyrstény jsou podle toho pfimo shodné. To znamena, Ze
jeden z nich lze pfemistit tak, aby splynul s druhym. Tim
je dikaz proveden.

PFiklad 10. Je dina mnoZina viech Ctyrsténi, které maji
spole¢nou st&nu ABC a vrchol D v roviné ¢ rovnobéiné
s rovinou ABC. Jaki je mnoZina viech t&Zi§t pobolné
stény ABD?

Reseni (obr. 13). Stfed hrany 4B oznaéme K a t&%iité
stény ABD oznaéme U. Vime, Ze plati

KU = _;_ KD.
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PonévadZ vrchol D se pohybuje v roviné 8, pohybuje se U
v roviné u, kterd je s rovinou ABC rovnobéZni a je od ni
vzdailena tfetinu vzddlenosti roviny 6 od roviny ABC a leZi
mezi rovinami ABC, 6.

M¢jme obréicené v roviné x4 bod U’. Pfimka KU’ protne
rovinu 4 v bodé D’, o némzZ plati

KD =3.KU".

Bod U’ je proto téZistém trojithelnika ABD', tj. je téZiftém
poboéné stény ABD' ¢tyrsténu ABCD’. Dokézali jsme tak,
Ze mnoZina viech t&€Zist U je rovina u.

P¥iklad 11. Je dén &étyrstén ABCD. Body A4, B, C, D
proloZte &tyfi roviny -navzijem rovnobéZné tak, aby vzda-
lenosti kaZdych dvou sousednich rovnobé&Znych rovin si
byly rovny.




Reseni (obr. 14). Hranu AB daného &tyrsténu roz-
délme na tfi shodné ¢dsti AK, KL, LB. Rovina p proloZend
pfimkou CK rovnobéZné s pfimkou DL a rovina ¢ pro-
loZend pfimkou DL rovnobéiné s pfimkou CK jsou jiZ
dvé Zidané roviny, prochazejici vrcholy C a D. Zbyvajici
dv& roviny jsou s nimi rovnobéZné a prochézeji vrcholy
4, B. Tyto roviny ozna¢ime a, f.

Nalezene roviny 0, 05 @ f vyhovuji poiadavkum ulohy,
nebot a) jsou navza)em rovnobé&Zné, b) na pfimce AB,
kterd je protind po fadé v bodech 4, K, L, B, vytinaji
useky AK, KL, LB, pro néZ plati

AK = KL = LB.

Tim mame zaruceno, Ze vzdalenosti kazdych dvou soused-
nich rovin si jsou rovny.

Mohli jsme vsak spojit t€Z body C, L a D, K a pak ptim-
kou CL vést rovinu rovnobéznou s pfimkou DK a pfim-
kou DK vést rovinu rovnobéznou s CL. Takovymto zpiso-
bem bychom dosli k nové ¢tvefici rovin, vyhovujicich pod-
minkim Wdlohy. Snadno usoudime, Ze tloha m4 dvanict
riznych feSeni.

P¥iklad 12. Je dan ¢tyrstén ABCD. DokaZte, Ze mno-
Zina stfedi viech rovnob&znikd, v nichZ je dany &tyr-
stén protat rovinami rovnob&znymi s hranami 4B, CD,
je usecka s vyjimkou jejich krajnich bodi, ktera spojuje
stfedy téchto dvou hran.

Dikaz (obr. 15). Stfed hrany AB (CD) ozna¢me E (F).
Z mnoZiny zminénych fezi zvolme rovnob&znik KLMN,
kde K, L, M, N jsou po fadé vnitfni body hran BC, BD,
AD, AC. Stiedy hran AB (CD) jsou E (F). Pfimka AF
protind useCku MN v jejim stfedu X, pfimka BF pro-
tina usecku KL v jejim stfedu Y. Useéka XY je stfedni
pficka v rovnobéZniku KLMN. Podobné pfimka CE (DE)
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Obr. 15

plli usetku KN (LM) v bodé¢ U (V). Usetka UV je
stfedni pfi¢ka v rovnob&Zniku KLMN. Body 4, X, F, Y,
B, E lezi v roviné p a body C, U, E, V, D, F leZi v roviné
o = o. PriiseCnici obou téchto rovin je pfimka EF, Stfedni
pti¢ky XY, UV se protinaji nutmé na pfimce EF v bod¢ O.

Obricené. Zvolme vnitfni bod O’ tsecky EF a vedme
jim rovinu rovnobé&Znou s hranami AB, CD. Ta protne
hrany BC, BD, AD, AC postupné v bodech K’, L'y M’,
N’, jeZ jsou vnitfnimi body uvedenych hran a proto
K'L'M’'N’ je rovnobéZnik. Podle pfede§lého ma tento
rovnobéZnik svij stfed na pfimce EF, ale tato pfimka
ma s rovinou K'L'M'N’ pouze jeden spoleény bod, a to
je O’. Tim je dikaz proveden.

Jiny dikaz. Privé uvedenou vétu lze dokizat jedno-
duleji na zdkladé vhodné zvolenych prumétd. Sestrojme
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nejprve pramét daného Ctyrsténu tak, aby hrana 4B, na ni¥
lezi bod E, se promitla do bodu 4, = B, = E, (obr. 16a).
Pak primétem rovnobézinika KLMN je tusecka K,L,,
kde K, = N,, L, = M,, rovnob&2na s tusetkou C,D,.

Obr. 16

Pfitom body K, L, jsou vnitfni body tsecek 4,C,, A,D,.
Stfed O fezu se promitd do stfedu useCky K,L, a leZi
proto na té stfedni pfi¢ce fezu KLMN, v niZ rovina ABF
protne rovinu KLMN. — Promiméme po druhé dany
Ctyrstén tak, aby se hrana CD promir.la do bodu C, = D,.
Uvahou shodnou s pfedeslou zusume, Ze bod O leZi na té
stfedni pficce fezu KLMN, v niZ rovina CDE protne
rovinu KLMN. Bod O je tedy prisecik obou stfednich
pficek, ¢ili leZi uvnitf usecky EF.
Druhou ¢&ist ditkazu pfenechdvim ¢tenifam,
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P¥iklad 13. DokaZte vétu: JestliZe pata vysky, spuiténé
z vrcholu D Ctyrsténu ABCD na sténu ABC, splyvi se
stfedem kruZnice opsané této sténé, pak plati AD = BD =
= CD. — DokaZte, Ze plati i v&ta obricena.

Dikaz. Patu télesové vysky z vrcholu D oznaéme D,.
Podle predpokladii nasi ulohy plati

AO =BO = CO
a disledek toho je, Ze
A ADO ~ A BDO =~ A CDO,

nebot to jsou pravouhlé trojihelniky, které se shoduji
v odvésnich. Ale potom se sobé rovnajf i pfepony:

AD = BD = CD

a diikaz je proveden.
Obrédcené. Necht plati

AD = BD = CD.

Pak trojuhelniky ADO, BDO, CDO jsou shodné, nebot
jsou pravoihlé, maji spolefnou odvésnu DO a shodujf se
v pfepong. Podle véty Ssu jsou shodné a disledek toho
je, Ze

AO = BO = CO,

z &ehoZ plyne, Ze bod O je stfed kruZnice opsané trojihel-
niku ABC.

P#iklad 14. DokaZte v&tu: Piimky, které spojuji stfed
télesové vysky pravidelného étyrsténu s vrcholy, jimiZ tato
vySka neprochdzi, jsou k sob& kolmé.

Diukaz (obr. 17). V daném pravidelném Ctyrsténu
ABCD prolozime vysku vrcholem D; jeji patu oznaéme
D, a stfed vySky oznaéme M. Délka hrany daného ¢tyr-
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Obr. 17

sténu je a. Délku télesové vysky DD, = v jsme vypocitali

v piikl. 4:
2
DDIZUZG]/T.

MDF%v:al/%.

Délka tseCky AD, je rovna % vy$ky rovnostranného troj-
thelnika ABC, tj.
2

AD, =~ BD, = CD, = & . = |3=Z|3.

Délku tsetky AM vypoclteme z pravouhlého trojuhelnika
AMD, uZitim Pythagorovy véty:

Tudiz

2
AM? = AD} + MD: = 5.

Ponévadz AM? + BM* = AB? je trojuhelnik ABM pravo-
thly. Podobné zjistime, Ze i trojihelniky BCM a ACM
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jsou pravothlé a z toho plyne, Ze kazd4 z pfimek AM, BM,
CM je kolmd k druhym dvéma, jak jsme méli dokdzat.

P#iklad 15. Jsou diny dvé mimobé&iné pfimky a, b
a na nich jsou dény po fadé usecky AB = m, CD = n
konstanmich délek. UkaZte, Ze Etyrstén ABCD ma stily
objem, nezdvisly na poloze usetek 4B, CD.

Redeni (obr. 18). Ctyrsténu ABCD opiste znimym
zptisobem (viz pf. 8) rovnob&Znostén. Jeho objem je

Obr. 18

V= L mn.sin w.d,
2
kde d je vySka rovnobéZnosténu, pfisluSnd tém st&énim,
které obsahuji mimobé’ky a, b a w je dhel mimobé&Zek
a, b. Uvédomme si, Ze d je také vzdédlenost danych dvou
mimobé&Zek.

Opsany rovnobé&Znostén oznalme CKDNLBMA. Ode-
&teme-li od jeho objemu objemy ¢tyrstént CKDB, ABMD,
ABCL, CDNA, dostaneme objem Ctyrsténu ABCD. Avsak
Ctyrstény, jejich% objemy mame odeéist, maji stejné obje-
my, nebot maji shodné podstavy a tutéZz vysku d. Objem
jednoho z nich je
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1 . d 1 .
> mn.sin w. 3 =% mnd . sin w.

Tedy objem ctyrsténu ABCD je

V = mnd.sinw — %—mnd.sin w = —; mnd.sin w.

Odtud je jiZ patrno, Ze vyslovend véta je spravna.

Pozndmka. Pfi dikazu jsme pouZili vzorce pro obsah
obecného ¢tyfihelnika, ktery plati tim spiS pro obsah
rovnobéZnika,

1 .
P, = — mn.sin o,

kde m, n jsou délky uhlopfi¢ek a w je uhel jimi sevfeny.

P#iklad 16. Je din Ctyrstén ABCD. Necht T je libo-
volny jeho vnitfni bod. P¥imky AT, BT, CT, DT protinaji
protéjsi stény postupné v bodech 4’, B’, C’, D’. Dokate,
Ze plat

TA’ TB’ TC' D
A4 " BB Tcc T DD

Dikaz (obr. 19). Bod T je vrcholem &tyf (‘Etyrsténu
TABC, TABD, TACD, TBCD. Objemy téchto Ctyr-
sténd po fad€ oznalime V,, V,, V,, V, a jejich vySky
hyy Ry, hys By, O objemech plati

V1+V2+V3+V4=V, (1)
kde V je objem daného Ctyrsténu.. Oznacime-li jesté v,
Vg, Uy, ¥, VYSky daného Ctyrsténu, pfisluSné po fadé sté-
nam BCD, ACD, ABD, ABC, mtZeme psit
Vi BCD.h, _h _ TA"
'V ~ BCD.v;, v, AA

= l.
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Obr. 19

Podobné ziskidme rovnice
V. _T8 vV, _TC' V, _TD'
V BB’V CC’V DD°
Sectenim vSech Ctyf vztahd a s pouZitim rovnice (1), ob--
drZime Zidany vztah.
V dalsich fidcich si vSsimneme kulové plochy opsane
danému ctyrsténu a kulovych ploch vepsanych danému

étyrsténu.

Priklad 17. DokaZte: Existuje pravé jedna kulovéd plo-
cha, ktera prochdzi viemi vrcholy daného étyrsténu ABCD.
Dukaz. Existuje-li kulova plocha, ktera prochdzi viemi
vrcholy daného c&tyrst€nu, pak jeji stfed leZi souCasné
v téchto rovinich: a) v roviné soumérnost usecky 4B,
b) v roviné¢ soumérnost usecky BC, c) v rovin¢ soumé&r-
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nosti tisetky CD. Z4dné dvé z téchto rovin nejsou rovno-
bé#né, nebot Zidné dvé ze zminénych hran nejsou rovno-
béZné. Také uvedené t¥i roviny nejsou rovnobézné s toutéZ
ptimkou, nebot hrany AB, BC, CD neleZi v téZe roviné
ani nejsou rovnobéZné s toutéZ rovinou. Nase roviny sou-
mérnosti maji tedy spole€ny privé jeden bod, bod S, a to
je stfed hledané kulové plochy.

Skute¢né, bod S leZi v roviné soumérnosti useCky AB
a proto

S4 = SB.
LeZf také v rovin¢ soumérnosti GseCky BC, tudiZ
SB = SC.
PonévadZ leZi jeSté v roviné soumérnosti usecky CD, je
SC = SD.
Je tedy
S§4A = 8SB=SC=SD

a bod S je od vSech vrcholl étyrsténu stejné vzddlen a je
proto stfedem kulové plochy, prochdzejici viemi vrcholy
Ctyrsténu ABCD. Je to kulovd plocha opsand danému

&tyrsténu.

Nynf si povime o existenci vepsanych kulovych ploch.
Vzpomeiite si na kruZnice vepsané trojuheluniku. Vite, Ze
existuji ¢&tyfi kruZnice vepsané danému trojihelniku,
z nichZ jedna je vepsdna uvnitf a zbyvajici tfi jsou vepsiny
vné. KaZzd4 z vné€ vepsanych kruZnic se dotykd jedné strany
ve vnitfnim bod¢ a druhych dvou stran na prodlouZeni.
U &tyisténu je situace obdobna i1 kdyZ sloZit&;s.
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P¥iklad 18. Existuje osm kulovych ploch, které jsou
vepsdny danému Ctyrsténu. Jedna z nich je vepsana uvnitf
(dotyka se vSech stén v jejich vnitfnich bodech) a ostat-
nich sedm je vné€ vepsanych. Z nich zase Ctyfi se dotykaji
vZdy jedné stény ve vnitfnim bod¢€ a zbyvajicich tfi stén
na prodlouZeni. Zbyvajici tfi kulové plochy se dotykaji
viech stén na prodlouZeni. DokaZte.

Pozndmka. Ukazuje se, Ze kazdd kulovd plocha ze
zminéné skupiny &tyf kulovych ploch je vidy v té st
prostoru, které jsme fikali nad sténou. Kazd4 kulova plocha
z druhé skupiny je v &asti prostoru nad hranou.

Dikaz. a) Dany ctyrstén budiz ABCD. Sestrojme tu
rovinu soumérnosti rovin ABC, BCD, které protind hranu
AD. Sestrojme dile tu rovinu soumérnosti rovin BCD,
ACD (ABD, ACD), kterd protind hranu 4B (BC). Zadne
dvé z uvedenych tfi rovin soumérnosti nejsou navzijem
rovnobéZné, nebot Zidné dvé z hran BC, CD, AD nejsou
rovnob&Zné. Sestrojené tfi roviny nejsou ani rovnob&Zné
s toutéZ ptimkou, nebot hrany BC, CD, AD neleZi v téZe
roving, ani nejsou rovnobézné s toutéZ rovinou. UvaZované
tfi roviny soumérnosti majl tedy spoleny pravé jeden
bod, bod O, a to je stfed kulové plochy vepsané danému
étyrsténu.

Skute¢né, bod O je pfedevsim vnitfni bod Ctyrsténu
ABCD a ponévadZ leZi v sestrojenych rovinich soumér-
nosti, plati o ném*)

O { ABC = O | BCD,

O -4 BCD = O H ACD,
O 4 ACD = O H 4BD.

*) Symbol O - ABC nebo O — g znamend vzdilenost bodu O od
roviny ABC nebo od roviny p. Podobné vzdilenost bodu O od pfimky
p oznadujeme O — p.
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Bod O ma tedy od viech stén Ctyrsténu tutéZ vzdilenost
a je to tedy stfed vepsané kulové plochy.

b) Rovinu soumérnosti rovin ABC, BCD a rovin BCD,
ACD ponechme jako v pfipadé a), ale z rovin soumérnosti
stén ACD, ABD vezméme tu, kterd je pro ¢tyrstén ABCD
sty¢nou rovinou, tj. tu, kterd ma s nasim ¢tyrsténem spo-
lecnou privé hranu AD. I tyto tfi roviny maji spolecny
jediny bod O,, nebot jako v pfipad& a) Zadné tfi roviny
soumérnosti nejsou vzidjemné rovnob&Zné ani nejsou rovno-
bé%né s toutéZz pfimkou. Bod O, je tedy stfed kulové plo-
chy vné vepsané danému Ctyrsténu. Ze sestrojeni plyne,
Ze tato kulova plocha je umist€na v prostoru nad sténou
ABD.

Stejnym zplsobem muZeme dospét ke stfediam O,, O,,
O, dalsich o kulovych ploch.
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c) V obr. 20 je znizornén Ctyrstén ABCD a v ném jsou
vyrazné&ji vyznafeny Cdsti prostoru nad hranami 4B, CD.
Abychom sestrojili kulovou plochu vepsanou danému
¢tyrsténu a soucasné leZici v jedné nebo ve druhé zminéné
¢asti prostoru, sestrojime tu rovinu soumérnosti rovin
ABC, ABD, ktera protiné hranu CD. Pak sestrojime tu
rovinu soumérnosti rovin BCA, BCD (ADB, ADC), ktera
je pro tento &tyrst¥n rovinou styénou. Sestrojené i roviny
soumérnosti ne1 sou ani spolu rovnobé&Zné, ani nejsou rovno-
béZné s toutéz piimkou. Maji tedy spolecny privé jeden
bod O,. Ten lezi bud v té &dsti prostoru, kterd je nad
hranou 4B, nebo v ¢4sti prostoru nad hranou CD. Di se
opét ukizat, Ze O, je stfed kulové plochy vné vepsané da-
nému ctyrsténu.

Obdobné bychom sestrojili jesté dalsi dva stfedy O, O,
kulovych ploch vn& vepsanych danému Ctyrsténu.

PFiklad 19. Vypoctéte délku poloméru kulové plochy,
kterd je uvnitf vepsdna danému cCtyrsténu ABCD, jako
funkci délek jeho hran,

Reseni. Stfed O uvnitf vepsané kulové plochy spojme
s vrcholy A, B, C, D daného Ctyrsténu. Tak je ¢tyrstén
ABCD rozdélen na ¢tyfi Ctyrstény, jejichZ podstavy jsou
ABC, ABD, ACD, BCD a k nim piisluiné vysky jsou
shodné a rovné poloméru p uvaZované kulové plochy.
Plati
(ABC).o + (ABD).¢ + (ACD).¢ + (BCD).p =3V,
kde V je objem daného &tyrsténu. PonévadZ objem Vi ob-
sahy jednotlivych stén dovedeme vyjadfit jako funkce délek
hran, Ize vypocitat ¢ jako funkci délek hran.
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Cvideni

1. Je ddn rovinny étyrihelnik ABCD. Useéky, spojujici
stfedy protéjSich stran, se vzdjemné ptli. DokaZte.

2. Crtyrstén, jehoZ vrcholy jsou t&%iité stén daného &tyr-
sténu ABCD, je s danym stejnolehly. Co je stfed stejno-
lehlosti a jaky je koeficient stejnolehlosti ?

3. Pravidelny hranol étyrboky ABCDEFGH je rovinou
o — kterd neni s pobofnymi hranami rovnobé&Znd, ale
protind je ve vnitfnich bodech — profat v rovnobézniku
A'B'C'D’. Oznalime-li a = AA’, b = BB, ¢ = CC/,
d = DD’, d4 se délka d aseCky DD’ vyjadfit jako funkce
délek a, b, c. Provedte.

4. Vypoltéte objem télesa ABCDA’'B’'C’'D’ z pfedeslého
cvieni.

5. Dany C&tyrstén ABCD je rovinou o protat v tro;-
thelniku A’B’C’ tak, Ze bolly 4’, B’, C’ jsou vnitinimi
body -po fadé hran AD BD, CD Soucct téch vnitfnich
ahld, které ve c':tyx"ﬁhelnjcich ABB'A'y, BCC'B’, CAA'C’
leZi pfi vrcholech 4’, B’, C’ je konstantni, nezavisly na
poloze roviny ¢. DokaZte.

6. V daném Cryrsténu ABCD platia =b=a == 1.
(Viz pfiklad 3.) DokaZte, Ze potom soulet ¢tverci délek
zbyvajicich dvou hran je mensi nez 4. (K dikazu pouZijte
vzorce pro objem Ctyrsténu ze str. 7.)

7. Vrcholem D ¢tyrsténu ABCD vedme pfimky rovno-
bézné s hranami AB, BC, AC. DokaZte, Ze tyto tfi pfimky
lezi v roviné.

8. a) Je dén rovnora:henny trojuhelnik ABC. Libo-
volny vnitfni bod jeho zdkladny 4B oznaéme M. UkaZte,
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Ze soucet vzdalenosti bodu M od ramen trojihelnika je
nezavisly na poloze bodu M. b) Je din pravidelny jehlan
trojboky VABC. Na jeho podstavé je zvolen libovolny
vnitfni bod M. UkaZte, Ze soucet jeho vzdalenosti od po-
boCnych stén jehlanu je nezivisly na poloze bodu M.
(V 1. pfipadé€ pocitejte soucet obsahu trojuhelniki AMC,
BMC a v 2. pfipadé soulet objemu Ctyrsténit MABD,
MBCD, MACD.)

9. V daném ¢tyrsténu ABCD plati AD | BD, BD |
1 CD, AD | CD. Vypoctéte délku télesové vysky daného
¢tyrsténu, kterd prochazi vrcholem D.

10. V prikl. 8. jsme po¢itali vzdilenosti mimobé%nych
hran &tyrsténu. Vysledku se di také pouZit k vypoétu Ghlu
mimobéZnych hran. Provedte podrobné.

11, Vzorce pro objem prismatoidu se da pouZit i k vy-
poctu objemu téles a) zndzornéného v obr. 21 svym puado-
rysem a nazornym primétem; b) pravidelného osmisténu
(obr. 22). Pro kontrolu vypoctéte objem pravidelného osmi-

Obr. 21 Qbr, 22
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sténu jako soucCet objemil dvou shodnych pravidelnych
Ctyibokych jehlani.

12, Je dan &tyrstén ABCD. Vrcholem D je proloZena
pfimka d rovnobézna s rovinou ABC a kolma k hrané AB.
Zjisté€te mnoZinu viech pat vy3ek, spuSténych z vrcholu C
na ABD, kde vrchol D probiha viechny body pfimky d.

13. V pfedeslém prikladu nahradte pfimku d rovinou o,
prochazejici vrcholem D rovnobézné s rovinou ABC
a hledejte mnoZinu vSech pat télesovych vysek jdoucich
vrcholem C, kde vrchol D probiha viechny body roviny 6.

14. Rovina, prochézejici jednou hranou &tyrsténu a pua-
lici hranu protilehlou, dé€li dany Ctyrstén na dva Ctyrstény
téhoZ objemu. DokaZte. Lze vétu rozsifit v tom smyslu,
Ze protéjsi hranu rozdélime na » shodnych dili ?

15. Rezem Ctyrsténu rovinou, kterd je rovnobézna
s dvéma protéjsimi hranami a ktera pfitom protina jednu
ze zbyvajicich hran Ctyrsténu, je rovnobéznik. MiZe byt
tento rovnobé&Znik obdélnikem ? Jestlize ano, kdy ?

16. Je ddna krychle ABCDEFGH, jejiz hrana ma délku
a. Z ni je odfiznut Ctyrstén ABDE. Uvnitf trojihelnika
BDE je zvolen bod M, jehoZ vzdalenosti od stén ABD,
ABE, ADE jsou po fadé x, y, z. UkaZte, Ze soulet x +
+ vy + z je nezivisly na poloze bodu M.

17. UkaZte, Ze télesovad vyska Ctyrsténu ABDE z pred-
choziho cviCeni, kterd prochazi vrcholem 4, je rovna jedné
tfetné télesové uhlopficky krychle, z niz je Ctyrstén od-
Fizout.

18. (Tyka se opét ¢tyrsténu ABDE ze cviC. 16.) Zvolme
libovolny vnitfni bod M Ctyrsténu ABDE. UkaZte, Ze sou-
Cet &verca vzdalenosti bodu M od st&n BCD, CDH, EFG
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zmenSeny o soucet Ctvercu vzdalenosti bodu M od zbyva-
jicich tfi stén krychle je konstantni.

19. Do kulové plochy poloméru r je vepsin Ctyrstén
ABCD tak, Ze hrana AB je pramér dané kulové plochy.
Dokazte, Ze potom pro objem Ctyrsténu plati

1,
Vé?r.
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