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3. kapitola

EULEROVA VETA

Kazdy mnohothelnik v roviné lze rozloZit v trojihelniky.
To se také provadi; vzpomeiite si na vypocet obsahu riizno-
bé&%nika. V prostoru lze podobné kazdy mnohostén rozloZit
na Ctyrstény. Na obr. 31 je jako pfiklad zobrazena krychle
a jeji rozklad na mnohostény. V obr. 31abc jsou jednotlivé
&tyrstény zobrazeny kazdy zvldst. Vsechny tyto Ctyrstény
maji spole¢ny vrchol E. Podotknéme viak, Ze to neni jediny
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Obr. 31

rozklad. Je moZné napf. zvolit libovolny bod L (bud uvnitf
krychle, nebo n€kde na jeji sténé), ktery je pak spoleCnym
vrcholem vSech ¢tyrsténl, na néZ lze krychli rozloZit.
Rozklady mnohosténti na &tyrstény se provadéji vidy,
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Obr. 31a

chceme-li elementdrnimi prostfedky zjistit objem sloZi-
t&jsich t&les. Ctyrstén se ndm tu podle toho jevi jako zéklad,
z n&hoZ l1ze viechny ostatni mnohostény vytvofit.

V dalsich fddcich budeme potfebovat pojem trojhranu
a konvexniho n-hranu.

Definice. Trojhran je mnoZina vSech polopfimek, které
maji spoleény pocatek V' a pfitom protinaji dany trojahel-
nik, jehoZ rovina vrcholem V neprochizi. (Obr. 32a.) Ty
polopfimky, které prochdzeji vrcholy daného trojuhelnika,
se nazyvaji hrany trojhranu, bod V je vrchol trojhranu.

G

Obr. 31b
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Obr. 32a Obr. 32b

Podobné vypadé definice #-hranu.

Definice. Necht je ddna rovina g, v ni konvexni 7-tihel-
nik 2 mimo rovinu g je bod V. MnoZina viech polopfimek
o spoleéném politku V, které protinaji dany n-helnik,
je konvexni #-hran. Bod V je jeho vrchol a ty polopfimky,
které prochdzeji vrcholy n-tihelnika, se nazyvaji hrany
n-hranu. (Obr. 32b.)

Z kaZdého vrcholu V mnohosténu vychdzi n (n = 3)
hran. Tyto hrany nileZi n-hranu s vrcholem V. Budeme
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strucné fikat, Ze hrany mnohosténu ve vrcholu V tvofi
n-hran. Tak napf. ve viech vrcholech krychle jsou tro;-
hrany (fik4 se, Ze krychle je mnohostén tfivalentni). Ctyr-
stén je téZ mnohostén tfivalentni. Pravidelny osmistén je
mnohostén étyfvalentni. Vysvétlete sami.

Ctyrstén, krychle, pravidelny osmistén, hranoly a jehla-
ny, s kterymi jste se ve $kole sezndmili, ndleZi mezi kon-
vexni Utvary v prostoru. (V kniZce Konvexni dtvary, kterd
vyila v této edici, najde &étendf pouleni o konvexnich
utvarech.) Zakladni vlastnost téchto utvari je ta, Ze kon-
vexni téleso leZi vidy v témZ poloprostoru, ktery je vytat
rovinou kterékoli jeho stény nebo kterékoli jeho tetné
roviny. Téleso zndzornéné v obr. 33 (je to krychle s jehla-
novitou prohlubeninou) neni konvexni, nebot rovina stény

Obr. 33

EFV mnohostén protind tak, Ze ¢4st mnohosténu JeZi
v jednom poloprostoru vytatém rovinou EFV a druhd
Cast lei v poloprostoru opatném.

V celé této kapitole se budeme zabyvat jen konvexnimi
mnohostény.
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Definice. Uhel, sevfeny dvéma hranami mnohosténu
se spole¢nym vrcholem, nazyvime hranovy uhel.

-Otdzky. Jak velké hranové uhly jsou na krychli, na
pravidelném Ctyrsténu? Jak velké hranové Ghly jsou na
pravidelném <tyfbokém jehlanu, jehoZ pldst je sloZen
z rovnostrannych trojihelnika ?

P¥iklad 1. DokaZte, Ze soufet viech hranovych uhli
daného konvexniho mnohosténu je roven plnému dhlu
zndsobenému poctem vrchold, ktery je zmensen o dvé.

NeZ pfistoupime k dikazu, zapiSeme vyslovenou vétu
rovnici. Je-li o souCet vSech hranovych Ghli, v je pocet
vrcholi daného télesa, plati

6= (v — 2).4R.

Dftive, nez pfistoupime k dikazu, uvédomime si dvé
véci. a) Soulet vnitfnich Ghld #-thelnika je (» — 2) 2R.
b) KaZdy n-uhelnik, ktery neleZi v promitaci roviné, se
promitne do n#-thelniku. Dusledek toho je, Ze se promité-
nim nezméni soucet vnitfnich uhla.

Duikaz (obr. 34). Dany mnohostén, ktery ma v vrchold,
promitnéme rovnobéZné do libovolné roviny ». Smér pro-

Obr. 34
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mitini volme vSak tak, aby se Zidn4 sténa nepromitala jako
useCka a aby Z4dné dva vrcholy nemély spoleény primét.
Potom primétem mnohosténu je néjaky konvexni mnoho-
thelnik M. Pfitom v, vrcholi daného mnohosténu ma své
pruméty na obvod€ mnohothelnika M a » — v, vrcholi
m4 své pruméty uvnitd mnohouhelnika M. Soucet ¢ viech
hranovych whli je soucet vech vnitfnich dhld vsech stén
daného mnohosténu a proto se promitnutim neméni. Vy-
polteme jej tedy nejlépe v primétu M. Soucet o se sklada
jednak ze soufru prumétd viech hranovych whla pfi
vnitfnich vrcholech

(v — v,).4R,

a jednak ze souctu primétd hranovych ahld pfi obryso-
vych vrcholech

(v, — 2).2R.

(Je to soucet vnitfnich uhhi ve v,-ihelniku.) Tento soudet
je numé zdvojndsobit, nebot kaZzdy vnitini uhel mnoho-
uhelniku M ndleZi jednak viditelné ¢asti mnohosténu,
a jednak neviditelné. TudiZ

o=@ —9v).4R + (v; — 2).4R =
= (v — 2).4R.

Tim je dikaz proveden. Pravé dokdzanid véta se nazyva
Descartova. PoslouZi ndm k rozfeSeni dalsiho prikladu.

P#iklad 2. V konvexnim mnohosténu oznaéme v, 4, s
po Fadé pocet vrchold, hran a stén. Pak plati Eulerova véta:
Soudet poctu vrcholi a poétu stén je roven poctu hran
zvétienému o dv&. Zdpis tedy je

s+ov="h+ 2.
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Dukaz. Pfedpoklidejme, Ze dany mnohostén obsahuje
trojithelniky v poctu s,, Ctyrahelniky v poctu s, atd. a%
k-thelniky v poctu si kde £ = 3. Plati pak

k
s=s3+s4+...+sk=25n. (1)
n=3
Pocet hran dané¢ho mnohosténu je
1 k
-i— n Sa. (2)

n=3

h=—;—(3s3—|—4s4+...-|—ksk)=

Necht dany mnohostén md v; vrchold, v nichZ hrany
tvofi trojbrany, v, vrchold, v nichZ hrany tvofi ¢tyrhrany
atd. aZ v, vrcholii, v nichZ hrany tvofi r-hrany (r = 3).
Pro podet vrcholii a hran plati

v=0,+9+ ... + v, 3)
h=—i—(3v3+4v4+ ee +roN). (4)

Vypolteme soulet viech hranovych thld. Znamend to
vypocitat soucet viech vnitfnich dhld viech stén mnoho-
hranu. Dostaneme

0d=54.2R+ 5, 4R+ ... + 5x.(—2).2R =
k
=53+ 25 + ... + (E — 2)sx].2R = 2R Z (n — 2)sn.
n=3

Z rovnic (1) a (2) vyplyva

2h — 25 = in.sn— i 2.5, = i(n—2).sn.
n=3 n-:3 n=3
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Tento vyraz dosadme do vyrazu pro o a obdrZime
0 =2R.(2h — 25) = 4R.(h — ).

Porovname-li nyni tento vztah s Descartovou vétou, do-
jdeme k Eulerové rovnici

s+ov=h+2.

Pozndmka. Eulerovu rovnici jsme odvodili za pied-
pokladu, Ze jde o konvexni téleso. Ukazuje se viak, Ze plati
i pro n&kterd nekonvexni t&lesa. PonévadZ se v této publi-
kaci budeme zabyvat jen konvexnimi télesy, postai ndm
Eulerova véta odvozena za uZsich pfedpokladi. — Mnoho-
stény, spliujici prav€ odvozenou rovmici, se nazyvaji
Eulerovy. Konvexni mnohostény jsou Eulerovy.

P#iklad 3. Doka’te, %¢ o konvexnich mnohosténech
plad

1a) %s+2§v§2s—4,
wy%v+2ssgn—¢

2a) %s§h§3s—6,

2b)% =h=3w-6
w)l +2§s§%M
%);h+2<v<§h
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Dikaz. a) Stény kazdého mnohosténu jsou né&jaké
n-uhelniky, kde » = 3. Proto kaZdy mnohostén m4 nej-

méné —;— s hran, tj.

hzgw. (5)

Podobné, kazdy vrchol mnohosténu je spoleny aspori
tfem hrandm a proto
3

hz v (6)

Vztah (5) se¢teme s Eulerovou rovnici a dostaneme

v = % s+ 2. Q)]
Podobné Eulerova rovnice a vztah (6) daji

v=2s5s—4. (8)

Vztahy (7) a (8) jsou jiZ vztah 1a).
Nerovnostem (7) a (8) je moZné dit tvar

s=2v—4, )
s;%v—i—Z (10)

a tim jsme dosli k vztahu 1b).
b) Vztah (6) psany v tvaru

2
Shzo (11)

seCteme s Eulerovou rovnici. Dojdeme tak k nerovnosti
h=3s—6, (12)

coZ s nerovnosti (5) ddva vztah 2a).
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Vztahu (5) dejme tvar
2,
3 h=s (13)
a seftéme jej s Eulerovou rovnici. Tim dostaneme
h=3v—6, (14)
coZ spojeno s (6) dd vztah 2b),
¢) Vztah (12) piSme v tvaru
% h+2 <=5, '(15)

coZ se vztahem (13) ddvé vztah 3a).
Nerovnost (14) psana ve formé

S ht2so
spolu se vztahem (11) d4 3b).

P#iklad 4. V kaZdém konvexnim mnohosténu plati, Ze
soutet poftu trojihelnikovych stén a poétu vrchold,
v nichZ jsou trojhrany, je roven nejméné Cislu 8.

Dtkaz. Pofet k-thelnikovych stén daného mnoho-
sténu oznalme sp. Necht na mnohosténu jsou nejvyse
n-uhelniky (n = 3). Pak

s=S3+ 5+ ...+ sa. (16)

Pocet vrcholu, v nichZ h.ra.ny tvofi »r-hran, oznaéme o,
a necht mezi nimi jsou nejvyse m-hrany. Potom
D=0+ Y+ ... + Um, (17)

pti¢emZ n, m jsou pfirozena ¢isla rovna nejméné tfem.
Obecné ovéem 7 = m. Polet hran se d4 vyjidfit dvéma
zplusoby:
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2h =353+ 45, + ... + nsp,. (18)
2h:3va+4v4+...+mvm. (19)

Eulerovu rovnici piSme pon€kud v jiném tvaru, do néhoZ
hned dosazujme z rovnic (18) a (19).

4s + v =2h + 2h 4+ 8 =

=84 Bsy + 454+ ... + nsp) + Govy + 4v, + ...
cee +mom) =8 4+ 3(sy + v,) + 4y + ) + ...
Za s a v dosadme z rovnic (16) a (17). Po krat§i Uprave
dojdeme k rovnici

S5+ V3 =84(s5; +v,) + 2056+ vs) + ...,
z niZ plyne

53+ 73 = 8,

jak jsme méli dokazat.

Zajimavy dusledek pravé dokdzané véty je tento: Jestlize
%4dnd sténa Eulerova mnohosténu neni trojuhelnik, pak
nutmé musi mit asponi 8 vrchold, v nichZ hrany tvofi troj-
hrany. Ale také duilné: Jestlize v Zddném vrcholu Eulerova
mnohosténu netvofi hrany trojhran, pak nutné musi mit
aspoit 8 trojuhelnikovych stén.

Poznimka. Zminili jsme se o dualité a tu je potfebi
tento pojem objasnit. Dd se to Fici stru¢né: Kazda véta,
vyslovend o vrcholech, sténich a hranich mnohosténu,
zustavd v platnosti, zaménime-li v ni slovo vrchol (sténa)
slovem sténa (vrchol) a slovo hrana ponechime. Pfitom pro-
vedeme jesté pfislusné mluvnické tpravy. Péknym pfikla-
dem duality jsou vzorce la a 1b, 2a a 2b, 3a a 3b na str. 71.
Eulerova véta je sama k sobé dudlni.

Pfiklad 5. Neexistuje Euleriv mnohostén, mezi jehoZ
sténami by se nevyskytoval ani trojuhelnik, ani Ctyrahelnik,
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ani pétighelnik. — Dudlni tvrzeni: Neexistuje Eulertiv
mnohostén, ktery by nemél vrchol ani s trojhranem, ani se
¢tyrhranem, ani s pétihranem.

Dikaz. a) Eulerovu vétu piSme v tvaru

§= 24+h—vo
a za h dosadme z rovnice (19) a za v z rovnice (17); dojdeme
tak k rovnict
1 .
s=2+—-2—(va—l—21)4+3vs+4v6+5v7+ cee)s

2s=44+ 934 20,4+ 3v, + 4vg + 50, + .... (20)
My v3ak vime, Ze (str. 71, vzorec 2a)

h= % s = 4h = 6s.
Do této nerovnosti dosadme z rovnice (20) a z rovnice
(19).
6v, + 8v, + 10v; + 120, + 140, + ... =
= 12 + 3v, + 69, + 99, + 1294 + 150, + ...
Upravime:
3o+ 20y v, =212 +ov,+ ...

Z toho je jiz spravnost vysloveného tvrzeni patrna. Kdyby
totiZ bylo ’

1)3:'04:'”5:0,
potom by platilo
0=z124v,+ ...,

coZ je vyloudeno.
b) Dukaz duélni véty pfenechdvim &tenafi.
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V této publikaci byla ucinéna nékolikrdt zminka o pra-
videlném ctyrsténu. Ten nileZi mezi tzv. pravidelné mno-
hostény. Krychle je také pravidelny mnohostén. Existuje
jen pét pravidelnych mnohosténti. To ostatné ukiZeme
v nasledujicich fadcich.

Definice. Pravidelny mnohostén .je takovy konvexni
mnohostén, ktery je omezen vesmés pravidelnymi mnoho-
uhelniky, navzajem shodnynu

Za poviimnuti stoji, Ze kazdy pravidelny mnohostén je
téZe valence (vzhledem k #-hranim ve vrcholech).

PFiklad 6. DokaZte toto tvrzeni: Existuje pravé pét
pravidelnych mnohosténi, a to pravidelny ¢tyrstén, krych-
le, pravidelny osmistén, pravidelny dvandctistén a pravi-
delny dvacetistén.

Dikaz. Polet vrchold, stén a hran oznalme po fadé
0, S, h.

a) Predpoklddejme, Ze pravidelny mnohostén je omezen
rovnostrannymi trojihelniky a pak mohou nastat tyto
ptipady.

a) Mnohohran je tfivalenti, tj. v kazdém jeho vrcholu
je trojhran. Polet jeho stén je

2.3

3

Pro poclet hran dostaneme
b 3.5 _ 3.0
=2 — 73 °
nebot ka?dd sténa ma tfi hrany. Dosadme do Eulerova
vzorce:

v+v—3—27)—=2,

v=s5s=4, h=6.
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Dodli jsme k pravidelnému ¢&tyrsténu.
p) Piedpoklidejme, %e mnohohran je {tyfvalentni, tj.
v kazdém jeho vrcholu je ¢tyrhran. Pro polet stén mame
4

S—_—?W.

Podet hran je
3s
h= -5 = 29,

Dosazenim do Eulerova vzorce dostaneme
v=26,5s=28, h =12,

To odpovida pravidelnému osmisténu.

y) Predpoklddejme nyni, Ze dany mnohohran je péti-
valentni, tj. v kazdém jeho vrcholu je pétihran. Je-li za
tohoto pfedpokladu polet vrcholi v, pak polet stén je

_5v
3
a polet hran
3s _Beo 50
2 6 @ 2
Po dosazeni do Eulerovy véty dostaneme
9 =12, s = 20, = = 30.

Dospéli jsme tak k pravidelnému dvacetisténu.

Tim jsme vycerpali viechny ptipady, kdy pravidelny
mnohostén je sloZen z rovnostrannych trojihelnika.

b) Ptedpoklddejme, Ze pravidelny mnohostén je sloZen
z &tvercil. Je to nutné mnohostén tfivalentmi. Ménévalentni
nemiZe byt a vicevalentni také ne, nebot &tyfi Ctverce
by uZ leZely v roviné. (Soulet hranovych uhld pfi témz
vrcholu by byl 4R.) I plati

h =
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=20 g s _, 32

4 2 2
Po dosazeni do Eulerovy véty obdrZime

s=6, v=28, h= 12

Je to krychle (pravidelny Sestistén).

c) Jestlize pravidelny mnohohran je omezen pravidel-
nymi pétitthelniky, pak kaZdy vrchol je spoleny privé
tfem sténdm z tychZ davoddi, jako tomu bylo u krychle.
A pak

_ 302 55 3o
§s= 5 > .
Dosazenim do Eulerovy véty dostaneme
s=12, v =20, h = 30.

Dosli jsme tak k pravidelnému dvanactisténu, ¢imZ polet
pravidelnych mnohosténi je vyCerpin. Jiné moZnosti totiZ
nemohou nastat.

Hned si tu viimneme, Ze i zde plati zékon duality.
Krychli je dudlng pfifazen pravidelny osmistén a pravi-
delnému dvacetisténu odpovida v dualité¢ pravidelny dva-
néctistén. Ctyrstén je sdm k sob& dudlni. Zde se d4 princip
duality vyjddfit téZ takto: JestliZe existuje pravidelny mno-
hostén, ktery m4 s stén, v vrcholl a # hran, pak existuje
téZ pravidelny mnohostén, ktery md s vrcholt, » stén
a h hran.

P¥fklad 7. Na zdkladé vzorcu piikladu 3 rozhodnéte,
zda existuje téleso, které by mélo a) 11 hran, b) 7 hran.
Té&lesa popiste a zobrazte.

Reseni. a) Pfedpoklddejme, %e takové téleso existuje
a pak plati
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3 ssll=3s—6.

2
Odtud dostdvime
s = 2—32 y §= 1—37 .
Obéma nerovnostem vyhovuji dvé pfirozeni &isla:
=26, 5, =1.
JestliZe s, = 6, pak z Eulerovy véty plyne
v, =1.
JestliZe s, = 7, dostaneme z téZe véty
v, = 6.

Ob¢ télesa jsou navzdjem dudlni. Jejich tvar je znidzorn&n
v obr. 35a, b.
b) UZijme tychZ dvou vzorct a dostaneme
14 2 13 1
sEg3 =4y sz =iy

Obr. 353 Obr. 35b
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. 1 2
Mezi cCisly 4? a 4?

a proto neexistuje Zidné téleso, které by mélo 7 hran.

Rekli jsme, %e obé& télesa jsou vzijemné dudlni. Existuje
jednoduchy predpis, jak z jednoho z nich snadno dostane-
me druhé. V kaZdé sténé& jednoho zvolime totiZ vZdy jeden
bod. KaZdy z téchto bodi je vrcholem druhého té&lesa.

neexistuje vSak Zidné pfirozené Cislo

PFiklad 8. Sestistén je konvexni mnohostén, ktery se
skladd ze Sesti Ctyfuhelnikovych stén. Pfitom proté)si
stény nemusi leZet v rovinich vzijemné rovmobéZnych.
O tomto mnohosténu platd vé&ta: JestliZe v Sestisténu maji
télesové whlopficky spoleény bod, pak tyZ bod maji spo-
leény i pfimky, spojujici pruseciky thlopfi¢ek protéjsich
stén. DokaZte tuto vétu.

Dikaz (obr. 36). Pro kaZdy rovnobéZnostén véta plati.
Obratme tedy svou pozornost na Sestistén, ktery neni
rovnob&Znosténem. Jeho vrcholy oznacime A, B, C, D,
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E, F, G, H. Télesové uhlopticky AG, CE, BH, DF pro-
chazeu podle predpokladu spolecnym bodem, ktery ozna-
¢ime U. Uhlopii¢ky AG, CE lezi v rovin& 0, kterd obsahuje
st&nové uhlopncky AC, EG (a bod U). Uhloptitky BH,
DF leZi v roviné o, v niZ leZi sténové ahlopficky BD, FH
(a bod U). Prisecnice rovin g, ¢ obsahuje podle toho bod U
abody M = AC.BD, N == EG.FH. Stejnym zpusobem
se dikaz provede pro daldi dvé dvojice télesovych tihlo-
pficek; tim je tvrzeni dokdzano.

Priklad 9. Najdéte vSechny mnohostény, které maji
Sest stén.

Reseni. PouZijeme vzorce

—é—‘v—l—2§s§2v—4

z 3. pfikladu. Odtud po dosazeni s = 6,
<8 9v=5.
Obéma nerovnostem vyhovuji
v,=5 v,=6 v9,=17 v,=8.
a)v, =5 s=6, h=09.
Tomu vyhovuje mnohostén znizornény na obr. 37a.
b) v,=6, s =6, hy, = 10.

Tomu vyhovuji dva mnohostény: pétiboky jehlan a pris-
matoid, jenZ misto podstavy ma dseCku 4B rovnobéZnou
s podstavou KLMN. Vyhovuje vSak i mnohostén, v némz2
hrana AB neni rovnob&?nd s podstavou KLMN, tedy
mnohostén obecnéjsi neZ prismatoid. (Obr. 37b.)

Q) v,=17 s=6, hy=11.
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a)

Obr. 37

Dostaneme mnohostén, jehoZ vznik z trojbokého jehlanu
je patrny z obr. 37c. Pfitom roviny ABC, KLMN nemusi
byt vzdjemné rovnob&Zné.

d)v,=8, s=6, h, =12

Témto poZadavkim vyhovuje kaZzdy &tyrboky hranol nebo
estistén nebo ¢tyrboky komoly jehlan.

Cviceni

1. Kolik hran m4 mnohostén, jehoZ soucet viech hra-
novych ahla je roven 36R ? Dovedli byste takovy mnoho-
stén zobrazit ?

2. Je dina krychle ABCDEFGH, jejiz stied je S. Z ni
je vyiiat jehlan SEFGH. Vznikl tak mnohostén s prohlubni.
Piesvédcte se, Ze pro tento mnohostén, ktery neni kon-
vexni, plati Eulertv vzorec.

3. Na zéklad€ vzorci piikladu 3 se presvédlte, zda
existuji mnohostény, pro néza) h = 6, b) h = 8.
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4. Existuje mnohostén, sklidajici se z jednoho péti-
uhelniku a n&€kolika trojahelnikd, a majici pfitom 12 hran?

5. Tak jako se daji sestavit magické Ctverce, daji se
sestavit i magické krychle. Zde mate nékolik ndvod.

a) Cisly 1, 2, 3, 4, 5, 6 o&islujte stény krychle tak, aby
soucty Cisel v téch ¢tyfech sténdch, které jsou rovnobéZné
s toutéZz hranou, byly stejné.

b) Cisla 1,2,3, ..., 7, 8 vepiste k vrcholéim krychle tak,
aby soucet Cisel pfi vrcholech téZe stény byl vidy tyz.

c) Cisly 1,2, 3, ..., 11, 12 odislujte hrany krychle tak,
aby soucet Cisel pfi hranich v téZe sténé byl tyZ.
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