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3. kapitola

EUKLIDOVSKA GEOMETRIE

Prostorem naSeho zédjmu bude opét euklidovsky prostor
E;. Ke studiu nékterych vztaht mezi geometrickymi
objekty budeme nynf potiebovat pojem vzdéilenosti dvou
bodi a velikosti dhlu. V tom spoéiva hlavni rozdil mezi
geometrii afinni, kterou jsme studovali az dosud, a geo-
metrii euklidovskou, kterou budeme studovat nyni.
V celé kapitole budeme piedpokladat, ze soustava sou-
Fadnic je kartézska; metodou studia bude opét vektoro-
vy pocet.

3.1. Skalarni souéin dvou vektori
Z tGvodni kapitoly vime, Ze vzdalenost bodi 4 =

= [a,, a,, a;], B = [b,, by, by] je déna vzorcem
d =J(b;— ) + (s — a2 + (bs— ). (3.1)

Definice 3.1. Bud AB libovolné umisténi vektoru w;
velikosti vektoru W, kterou oznatime |W|, nazyvame veli-
kost usetky 4B.

Véta 3.1. Pro veltkost vektoru W plati vzorec
|| = Vof +ud + 5. (3-2)

Dukaz. Jo-li 4B umisténim vektoru w, pak u, =
=b,— a,, 4y = b, — a,, u; = by — ag; stati nyni po-
rovnat ,3.1) a (3.2).
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Definice 3.2. Necht PA, PB jsou umisténim dvou ne-
nulovych vektord w, V. Polopiimky PA, PB urduji
neorientovany dhel o velikosti ¢, kde 0 < ¢ < . Cislo
@ nazyvame odchylkou vektord W, V.

Obr. 34. K definici skaldrniho souéinu vektort.

Definice 3.3. Bud ¢ odchylka dvou nenulovych vek-
tord W, ¥ (obr. 34); skaldrnim soucinem vektort W, ¥ ro-
zumime &slo |u||V¥|cos ¢, které oznadujeme wv. Pise-
me proto

uv = |uj|v|cosg. (3.3)

Je-li asponi jeden z vektora W, ¥ nulovy, pak definujeme
uv = 0.

Véta 3.2. Jsou-li w, Vv dva libovolné vektory, pak
UV = 4,0, + Us¥y + Ug¥y - (3.4)

Dikaz. a) Pokud u, v jsou vektory linedrné neza-
vislé a oznaéime ¢ jejich odchylku, pak pfi vhodném
umisténi vektort vznikne trojtihelnik (obr. 35) a podle
kosinové véty mame |U — V|2 = |u]2 + | V|2 — 2| u|| V|
cos ¢; z (3.2) a (3.3) plyne po dpravé (3.4).

b) Jsou-li W, ¥ kolinearni vektory souhlasné oriento-
vané, pak W = aV¥, a« >0 a odchylka téchto vek-
torii je rovna nule; pak oviem UV = |u||V|cos0 =
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= Va®(of + o§ + o). Vol + oF + 08 = (avy) v, + (awy) 03 +
+ (avg) v3 = Uy, + UV + ugv,. V piipads, Ze a < 0,
postupujeme stejné; pfipad a = 0 je patrny bez vy-
pottu.

e — >B

u

~
-

Obr. 35. K dikazu véty 3.2.

3.2. Zakladni vlastnosti skaldrnfho s;)uéinu

Na tomto misté odvodime &ty¥i dulezité vlastnosti
skalarniho soudinu, které oznadime %; (1 = 1, 2, 3, 4);
v dal3i kapitole budou v roli axiomd p#i budovani
euklidovského prostoru.

Véta 3.3. Jsou-li w, v, Wt libovolné vektory a a néja-
ké rediné islo, pak plati :

€,) uv = vu (vztah komutationt),
€.,) WV -+ W) =uv -+ uw  (vziah distributiont),
¥,) (alt) ¥ = a(@v) (vztah asociativni),
€. uu = 0, pricemé rovnost platt pravé tehdy,

jestlize w = o.
Dikaz. Pfechodem k soufadnicim se velmi lehce
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ovéif viechny uvedené vlastnosti; ptipad vztahu komu-
tativnfho budiz toho dokladem:

UV = 4y + Uy + Ugly = V1% + VU + VyUy = VU,
zbylé vlastnosti skaldrntho soudinu si ovétite snadno
sami.
Véta 3.4. Velikost vektoru u je ddna vzorcem
|u] = Juu. (3.5)
Dukaz. Jelikoz uW = u? + 42 4+ 43, mame po do-
sazeni do (3.5) ihned (3.2).

Uvedeny vzorec (3.5) ndm umoziiuje fedenf nékterych
iloh bez pouZiti soufadnic, jak ukazuje nasledujfcf
iloha.

Piiklad 3.1. V bodé& A pusobi dvé sily o velikostech 3

a 5; odchylka sil ¢ =%n. Urdete velikost vyslednice

obou sil.

Obr. 36. K piikladu 3.1.

ReSeni. Mluvme hned geometrickou ¥edf (obr. 36).
Sily jsou reprezentovany vektory w, ¥, které jsou
umfstény v bodd A4, pfifemz plati |w| =3, |V¥| = 5.
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Vyslednici je zfejmé sfla o velikosti |w4 V| =
=j@Fv)y(uFrv). Odtud dle %, |u+ v|=
= [uu F 2uv + vv a po dosazeni (U4 V| =

= Vaz +2.3.5 cos% + 5 =1,

V&ta 3.5. Oznaéme ¢ odchylku dvou nenulovych vek-
tort W, V. Potom plati

uyv
[uf vl
Véta je okamzitym disledkem vzorce (3.3).
Piiklad 3.2. Uréete velikost vnitinich dhla trojihelni-
ka ABC; A =[4,2,0], B =[5,0,2], C = [3, 1, 4].
A

cos ¢ = (3.6)

p 2
B c
Obr. 37. K ptikladu 3.2.

Regenf:Jelikos B— 4 = (1, —2,2),0 — 4 = (—1,
—1,4), pak [B—A|=3, |0 —A4|=3]2 a podle
(B—4A)Y(C—4)
lB AljC—4A] ~

(3.6) mame (obr. 37) cos a =

V2_ V , tedy a = — ; podobné uréime, Ze
z
4



Na zdvér uvedme jesté jednu vétu, jejiz spravnost
plyne piimo ze vztahu (3.3).

Véta 3.5. Dva nenulové vektory jsou k sobé kolmé prdvé
tehdy, jestliZe jejich skaldrni soutin je roven nule.

3.3. Né&které tlohy o trojiihelniku

Trojihelnik je zakladnim stavebnim prvkem geo-
metrie. VétSinu jeho vlastnosti znite velmi dobfe ze
stfedni 8koly. Syntetické dukazy nékterych vlastnosti
trojihelnika nejsou zrovna piijemné. Pouziti vektorid
ndm tuto praci usnadni.

¢

Obr. 38. Prusetik vysek v trojuhelniku.

Vita 3.6. Vysky trojihelnika se protinaji v jediném
bodé (tzv. ortocentru ).

Dukaz. Oznaéme O stfedy kruznice trojihelniku
ABC opsané (obr. 38), C, stied strany AB, C’ pak necht
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je bod soumérnd sdruZeny s bodem O podle pfimky 4.B.
Pro jisty bod V necht plati

V=0+4+(A4—0)+ (B—0)+ (C—0). (3.7)

Vime, 7e (4 — 0) + (B— 0) = C' — O, co% dosazeno
do (3.7) nam d4a V = O + (C' — 0O) + (C — 0), neboli
V—C =0C —0. Vektory V — C a C' — O jsou tedy
rovnobézné, bod V nutné lezi na kolmici vedené bodem
C ke strand AB. Pti kazdé cyklické permutaci vrchold
A, B, C méa rovnice (3.7) stejny tvar, bod V zfistane pev-
ny a je proto spolednym bodem v3ech t#{ vysek.

Vita 3.7. Oznaéme O stied krusnice trojuhelntku ABC
opsané, T al je t&5idté a V praselik vysek; body O, T, V
let vidy na jedné primce (tzv. Eulerové), pfiemé bod T
oddé&luje body O, V tak, ze plati OT : TV =1 : 2 (obr. 39).

.
> !
A\ i \ /B
! ¢
Obr. 39. Eulerova pfimka.

Diakaz. Mame dokazat, Ze v kaZdém trojihelniku
je V— 0 = 3(T — 0); nuze, podle (3.7) mime:
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V—0=(4—0)+(B—0)+(C—0) =
- 3{%@4 + B+ 0)—0} — 3(T — 0).
Véta 3.8. Necht k = (0, r) je krufnice trojuhelniku

ABC opsand, praseltk vySek oznalme V. Stéedy stran,
paty vydek a stiedy dseCek AV, BV, CV leZt véidy na jediné

(tz0. Feuerbachovt) krusnici k, = (F %] | piifems stied
F le#l na Eulerové primee a palt dsefku OV.

Dkaz. Prostted F tisetky OV méme F =—[0 + V1;
dosadime-li sem za V podle (3.7), pak F = % [0+ 0+
+ (4 —0) + (B— 0) + (C — 0)], neboli

1 1 1
F=0 +?(A_0) +7(B_0) +'2—(C—0) .
(3.8)
Stiedy stran BC, CA, AB oznaéme po fadé 4,. B,, C,,
paty vysek A,, B, C, a stfedy usetek AV, BV, CV
v daném pofadi at jsou 4,4, B,, C, (obr. 40). DokaZeme

nyni, e FC, = FC, = —;— r; miZeme zfejms psit

C,—F = (C, —0) + (0 — F). (3.9)
Av&ak 0, — 0 = %(A —0) +%(B-0). Odtud a ze
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(3.8) plyne, Ze (3.9) miZeme uvést na tvar C;, — F =
1 1

=?(0—C);tedy FC,=|C,—F| =7]o —C| =

1

=T

Obr. 40. Feuerbachova kruZnice.

Podobné urdime velikost tsetky FC, : Je totiz C; —
= —;—[0 4 V] a podle (3.7) mame

Co =510 +0+(4—0)+ (B—0) + (C—O0)].
(3.10)

Body F a C; mame nyni diany ve tvaru (3.8) a (3.10);
pouzijme téchto zapish pro vypodet vektoru C; — F.

Snadné tprava ném divé, Ze Oy —F = (C—O0),
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a tedy FCy = |C,— F| = - |C— 0] = -r. Body 0

a (j lezi proto na Feuerbachové kruznici a z Thaletovy
véty plyne, Ze na téze kruznici lezi také bod C,. Cyklicka
zaména vrcholi 4, B, C vede pak k zivéru, Ze na

ky E(F%] le#i také trojice boddt 4,, 4,, 4, a Bi,
B,, B,.

3.4. Ulohy o kruZnicich

Predpokladejme, %e v dané euklidovské roviné E,,
kde body i vektory miizeme popsat dvéma soufadnicemi
(srv. 2. kapitolu), lezi kruZnice o sttedu O a poloméru r.
Bod X je bodem kruZnice pravé tehdy, jestlize pro tseé-
ku OX plati 0X2 = r2 neboli |X — O[> =r2. Podle
(3.5) mizeme posledni rovnici psat ve forms

(X—0).(X—0) = (3.11)

a mame vektorovou rovnici kruznice. UZijeme-li (3.4),
uvedeme (3.11) na tvar, ktery dobfe znate, tj.

(@, — 01) + (22— 0,)* =12

Stejnolehlosti jsme se zabyvali v odstavei 2.8. Je-li
v roviné dana stejnolehlost H (S, 1), miZeme vektorovou
rovnici této stejnolehlosti psat t¥eba takto:

X =84+ KX —8). (312)

Poloime si otdzku, co odpovida ve stejnolehlosti
H(S, 1) dané kruznici k = (O, r). Pro vektor X — O za-

jistépla.tiX'—0=%(S—S)+(X—S)—l— (8 — 0);
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po dosazeni do rovnice (3.11) pak dostaneme

1

75 18+ AX— 8)]—[8 + HO—8)}. (18— AX— )] —
— [+ H0—8)} =1,

coz podle (3.12) znamend, Ze (X' —O') (X' —0) =

Obr. 41. Stejnolehlost dvou kruZnic.

Dokézali jsme (obr. 41):

Véta 3.9. Necht ve stejnolehlosts H(S, 1) odpovidd bodu
O bod O'; potom kruinici k = (O, r) odpovidd vidy krus-
nice k' = (0, |A| r).

Pro duplnost dodejme, Ze je-li A > 0 nazyvame S
vnéjsim stredem stejnolehlosti kruZnic &, &'; je-li
A < 0, bodu 8§ fikime vnéjsi stfed stejnolehlosti kruz-
nic k, &' (obr. 41).

Véta 3.9 navozuje pfirozené dalsi otdzku: Jsou-li dany
dvé kruinice k= (0,7), k¥ = (0',r), kde O # 0’,
existuje vidy jistd stejnolehlost H(S, 1), kterd pfevadi
kruznici £ v kruznici k¥'? Odpovéd je kladna. Jde-li
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o stejnolehlost s vné&jsim stiedem 8, pak z vty 3.9 a do-
datku plyne, e 4 = ;:-a, 0’ = 8 + A0 — 8). Pro bod
S tedy plati

=227 a=1. (3.13)

Je-li A # 1, neboli 7' # r, je rovnici (3.13) uréen jediny
bod. Podobné pro vnitini stfed S stejnolehlosti H(S, )

ziskame vzorec

ProtoZe ob& nalezené stejnolehlosti pfevedou kruznici &
v kruZnici &', dokazali jsme:

Vita 3.10. Je-li O ;é Oar #7, pak existuji vidy dvé
stejnolehlosti H [S — ] a H [S, — —:-] "které prevddéjt

krutnici k = (0, r) v krufnici k' = (O', r'); stfedy S a S
téchto stejnolehlosti jsou ddny vzorci (3.13) a (3.14).

PozNAMKA 3.1. Je-li r = ¢/, neexistuje ste]nolehlost
H (S ——] existuje viak stejnolehlost H ( , :_ ] To

plyne ihned ze vzorce (3.13) a (3.14). Za pozornost stoji
1 zvlastni pfipad kruznic soustfednych &i splyvajicich.
Mg&jme nyni ddny t¥i kruznice k, = (0,,1,), k., =
= (0,, 1,) a ky = (0,, 1,); ptedpoklidejme, Ze Zadné dvsé
nejsou soustfedné a nemaji tyz polomér. Oznaéme S;;
vn&jsi st¥ed stejnolehlosti, S;; vnitini stfed stejnolehlosti
kruznic k;, k; (¢ # ;4,7 = 1, 2, 3) a uvaZujme stejno-
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lehlosti H,, [Sm, —] H,, (823, :—"), stejnolehlost H,,
prevadi k, v k,, stejnolehlost Hyy pak k, v ky. Jelikoz
T

7’1 Ty

stejnolehlost H,, Sn, , ktera pievadi kruznici k,
) o P

v kruZnici k,; (srv. odst. 2 8). Podle véty 2.11 leif body
Sm, S35 S5, na jedné ptimcee (obr. 42). Odtud plyne p&k-
ni véta:

—2 £ 1, vznikne sloZenim obou stejnolehlost{ op&t

Obr. 42. Konfigurace stfedi stejnolehlosti t¥#i kruZnie.

Véta 3.11. Jsou ddny ti krutnice raznych polomérd tak,
Ze Zddné dvé z nich nejsou soustfedné. Potom tF¥i vnéj§i
stiedy stejnolehlosts, které prevddéji jednu kruZnict v dru-
hou, lezi v jedné primce.

Uvazujme dale stejnolehlosti H,, [ﬁm, — %

1
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Hy|S., S ; uvedené stejnolehlosti s vnitinimi
Ts

stfedy _§12 a Sy, pievedou k, v k, a k, v ky. SloZenim
H,,, H,, vznikne opé&t stejnolehlost s koeficientem
[— 2](— ﬁ] = % ; pozor tedy, jde o stejnolehlost

" Ts 1

Hgy, [San ;’:—] . Podle véty 2.11 mame dalsi tvrzeni:

Véta 3.12. Jsou ddny tii kruénice ky, ks, ky 8 rdzngms
stredy 1 poloméry; potom spojnice vnitfnich stfedi stej-
nolehlosti mezi ky, ky a ky, ky prochdzi vnéj§im sttedem
stejnolehlosti mezi k, , k,.

Sami jisté uznate, ze dikazy obou poslednich vét
nejsou nijak obtizné. Podkladem byla oviem véta 2.11.
odstavce 2.8, ktery se vim mohl zdat pFili§ teoreticky
a nezazivny. Jak vidét, nelze teorii podceniovat. Odvodit
vysledky obou vét jinou cestou je nepochybné daleko
obtiznéj$i. Dokazuje to kupf. synteticky postup v pék-
né knizce J. Holubafe [3], kde oba vysledky jsou
vychodiskem pti FeSenf jedné Apolloniovy tlohy (sestro-
jit kruinici, ktera se dotyka danych tff kruznic). Nemélo
tim byt vSak fedeno, Ze synteticky postup odmitime,
chtéli jsme pouze znovu upozornit na efektivnost vekto-
rového podtu. Pokuste se fesit zminénou Apolloniovu
tlohu vektorové.

3.5. Vektorovy zApis obecného tvaru rovnice roviny

Ze stereometrie vime, Ze kolmice k néjaké roviné je
kolmé ke kaidé piimce této roviny; kolmici k roving
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fikime také normala. Je-li rovina ddna svym bodem 4
a smérovym vektorem normily m, pak obecny bod X
lez{ v dané roving pravé tehdy, jestlize platf (obr. 43)

nX —4)=0. (3.15)
Vskutku: Je-li X = A, pak (3.15) plati. Jestlize v dané
roviné X % A, jsou vektory m a X — A vzijemné kol-
mé a podle véty 3.5 platf (3.15). Obraceni je zFejmé.

n

L

- vy

Obr. 43. Rovina uréend bodem A a vektorem normaély n.

Rovnici (3.15) fikdme wvektorovy zdpis obecného tvaru
rovnice roviny. Provedeme-li naznadeny skalarni soudin
vektori, dostaneme n,(z, — a,) + 7n,(x, — a;) +
+ n4(xry — a;) = 0 a po tpravé

M%) + Ngy + Ny + 1 =0, (3.16)

kde jsme poloZili ny = —n,@, — 1.3, — mya,. Rovnice
(3.16) je zndma rovnice roviny z odst. 2.13. Dobie si
viimnéte, Ze v této rovnici jsou koeficienty pii
(¢ = 1, 2, 3) rovny i-té soufadnici vektoru m; toto zjisté-
nf ndm ulehéf FeSeni mnoha tloh, jak se hned presvéddi-
te. Obracené lze ukazat, Ze kazdou rovnici (3.16) muZe-
me psit ve tvaru (3.15).
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Priklad 3.3. Uréete odchylku rovin danych rovnicemi

Z + 22,4+ 22+ 5=0,
—2x, — 2%, + 23+ 3 =0.

ReSeni. Ze stereometrie vime, Ze odchylka ¢ dvou
n
2

smérové vektory normal danych rovin n, m a y jejich
odchylku, pak bud ¢ = ¢, nebo ¢ = n—p (obr. 44).

rovin je definovana tak, Ze 0 < ¢ <—. Oznaéime-li

[}
=y

n

a)
Obr. 44. Odchylka rovin w, .

V obou piipadech cos ¢ = |cos y|. JelikoZz m = (1, 1, 2),
m = (—2, —2, 1), mdme
nm

s 9 = | T o | | 77|~ O

Piklad 3.4. Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd
obsahuje prisetnici rovin z, + 23 =0, z, —z, = 0,
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‘ s P . .+ T
a s prvni uvedenou rovinou svird thel o velikosti 3

ReSeni. Hledand rovina nalezi do svazku danych
rovin. M4 proto tvar A(z, + x,;) + x, — z, = 0, neboli
A+ 1)z, —x, + Axy = 0.*) Smérovy vektor normaly
hledané roviny tedy je m = (1 + 1, —1, 1); m =
= (1, 0, 0) je pak normaln{ vektor roviny x, 4+ x3 = 0.
Dile vime, Ze ma byt

c T nm

08 5= =
coZz po dosazeni za m a M vede k vysledku 4, = 0,
A, = —1. Hledané roviny pak maji rovnice , — 2z, = 0,
Ty + 23 = 0.

Priklad 3.5. Uréete odchylku prlﬁlky AB od roviny
z,—a, =0, ]estllze A =[5, 5,5], B=1[3,3,5].

Reseni. Oznadme y velikost tihlu, ktery svird ptimka
A B s normalou dané roviny (obr. 45); budjey = % —y,

14

5 - Potom viak sing = |cos y| =

*) Vzhledem k odst. 2.14 bychom méli psét a(z, + x,) +
+ B(x, — z,) = 0, my jsme viak zde polozZili A = F Pte-
svéddete se, ze § = 0.
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Vna.éempi-pdén (1,0,—1), B—4 = (2, 2, 0);
- 1 /14
=—a,odtud¢p=—.

V2V | '

. .
tedy sin ¢ = 6

Obr. 45. Odchylka pfimky od roviny.

P¥iklad 3.6. Uréete kolmy prim&t P bodu M =
= [7,4,4] do roviny dané rovnici 2z, + x, + 3 —

ReSen{: Ka?dé normila dané roviny mi smérovy
vektor W = (2, 1, 1); kolmice vedend bodem M ma
proto rovnici X = {7, 4, 4] + A(2,1,1). Po dosazeni
soufadnic bodu X do rovnice roviny zjistime snadno,
Ze A = —3, coz po zpétném dosazeni do rovnice kolmice
nam da vysledek P = [1,1,1].

Piiklad 3.7. DokaZte, Ze mnoZina v3ech boda X, které
maji stejnou vzdalenost od dvou pevnych bodi 4 # B,
je rovina, ktera pili ise€ku AB a je k ni kolma4.

Redeni. Bod X je stejné vzdilen od danych bodi 4,
B pravé tehdy, jestlize 4X? = BX?; uvedenou rovnici
miZzeme psit ve tvaru |X — 4| = |X — B, coz po
dpravé dava
(by—a) % + (by—as) Ty + (by—a3) %3 + by = 0.

(3.17)

29



(Poloili jeme: by = - (a + o} + a§ — b — b — B}))
Rovnice (3.17) je obecna rovnice roviny kolmé k pfimce
AB; snadno se presvédéite, Ze bod § = %(A + B) je
bodem roviny (3.17).

POZNAMEA 3.2. V celém odstavei jsme pracovali
8 obecnym tvarem rovnice roviny a pfi feSenf tloh vy-
stupoval vidy vektor normély. Ulohy stejné povahy
muzeme oviem Fedit i tehdy, neni-li k dispozici obecny
tvar rovnice roviny. Jak si opatiime vektor normaly bez
znalosti obecné rovnice roviny, ukdzeme v odstavci 3.9
& 3.10.

3.6. Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost bodu od roviny je pouze zvlastnim piipa-
dem vzddlenosti dvou mnozZin v prostoru E,. Necht F, G
jsou dvé mnozZiny v E4, necht X je libovolny bod mnozi-
ny F, Y pak libovolny bod mnoziny G. Oznaéme
d(X, Y) vzdalenost bodu X, Y. Viechna moina ¢isla
d(X, Y) vytvoFi &iselnou mnozinu, kterou oznadime U.
Nejmend{ &islo mnoziny U, pokud existuje, oznaéime
d(F, G) (strutné budeme psit d) a nazyvame vzddlenosti
mmno¥in F, G¥),

Ukézeme si nyni, Ze vzdéilenost d bodu M od roviny
o je velikost usetky MP, kde P je pravoahly primét

*) Jestlize nejmensf &islo mnoZiny U neexistuje, lze zavést
pojem vzdélenosti dvou mnozin pomoci tzv. infima mnozZiny
U. Jde o pojem pondkud obtiZndjsi, setkdte se 8 nim ve vyssi
matematice.
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bodu M do roviny w. Budiz tedy X = P 4 au + SV
libovolny bod roviny w. Jak zndmo, pro vzdalenost M X
plati

MX2=(X—M(X—M) =
= [(P— M) 4+ (aw 4 BW)][(P — M) +
+ (a@ + V)] = (P — M)}(P — M) +
+ (a¥ + BV)(aut 4 BV).
Vzdilenost M X je zfejmé nejmendi, jestlize skaldrni
souéin (all 4+ fV)(all - BV) je roven nule, coz nastane
pravé tehdy, kdyz « = = 0, &ili X = P.
Je-li rovina w uréena svym bodem A4 a véktorem nor-

maly m, pak z pravodhlého trojihelnika APM (obr. 46)
mame

[m| |[M — A|cosg .

d=AM.cosp = |

(3.18)

Pro ¢ plati 0 < ¢ <% ; vektory m a M — A maijf

odchylku ¢ nebo z — @, skalarni souéin téchto vektori

je —aZ snad na znaménko — roven d&itateli zlomku

v (3.18). MiZeme proto psat dle (3.3)
| M — 4)|

d =
[m|

; (3.19)

rovina @ ma rovnici n,%, + Ny + N3 + Ny =0

a snadno zjistime, Ze bod 4 = [O, 0, ——::—“] v roviné w
. 3

lezi. Oznagime-li jako vidy M = [m,, m,, ms], miZeme
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(3.19) po provedeném skaldrnim nésobeni uvést na tvar

g — Immt mama & mgms £ ol g o)

Vin)? -+ (n)t + (ny)?

~—
S——
——
S

Obr. 46. Vzdélenost € bodu M od roviny w.

Priklad 3.8. Uréete vzdilenost bodu M = [2, 4, —3]
od roviny w: 2r, —z, + 2z, — 3 = 0.

Reseni. Mechanickym dosazenfm do (3.20) zjistime,
Ze

_ |[4—4—6—3|
1/22 + (—1)E F 22
Vzorec (3.20) ndm umoziuje uréit také vzdilenost

dvou rovnobé&Znych rovin a vzdalenost piimky od roviny
rovnob&iné.

Priklad 3.9. Urdete vzddlenost rovin, které jsou diny
rovnicemi

Z + 22, + 22, + 5 =10,
3z, + 6xy, + 6z, —3 =0.
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Regeni. Vzdilenost dvou rovin uréime zfejm& jako
vzdélenost libovolného bodu jedné roviny od roviny
druhé. Zvolme tedy néjaky bod M, ktery lezi v prvnf
roving, tieba M = [—1, —1, —1]; podle (3.20) pak
méme d = 2.

Rovnice rovnobéinych rovin miZeme psit také ve
tvaru
T+ ayy +az4+a =0,
ax+ay +az+ A=0.

Ctenat se snadno presviddi, ze vzddlenost takovych
rovin je didna vzorcem

la — 4|
d= . 3.21
V(@) + (2.)2 + (a5) (321

3.7. Vzdalenost bodu od pi"imliy

Podobné jako v odstavei 3.6 1ze ukazat, ze vzdalenost
bodu M od primky p je velikost tsetky M P, kde P je
kolmy primét bodu M na piimku p (obr. 47).

M
y L
—

A P
Obr. 47. Vzdédlenost bodu od piimky.

Analyticky nas bude zifejmé zajimat' velikost vektoru
M — P, k tomu v8ak nutné potfebujeme znat bod P.
Je-li ptimka ddna bodem A a smérovym vektorem W,
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pak ziejmé P = A4 + iw, kde 1 je jisté pevné &islo, pro
nas zatim neznimé. Vime vak, Ze vektory W a M — P
jsou vzajemn& kolmé, proto Ww(M — P) = 0; dosadi-
me-li sem za P z vy$e uvedené rovnice, dostaneme
UM — A — Au) = 0 a po Gpravé

u(M — A)
uu

A= (3.22)
Ve vzorci (3.22) nelze oviem kratit; ¢islo A zndme, snad-
no tedy uréime bod P. Jiny zpisob vypoétu hledané
vzdalenosti je uveden ve cvideni v pitikladu 3.18.

Pfiklad 3.10. Urdete vzdalenost bodu M = [2, —2, 2]
od piimky AB, jestlize 4 = [6, 6, 2], B = [9, 8, 3].

Redeni. Ve vzorci (3.22) potiebujeme smérovy vektor
u=B—A4=(3,2,1) a vektor M — 4 = (—4, —8,
0); dosadime do (3.22) a mame A = —2. Potom bod
P=4+4+u=1[0, 2, 0] a plati d =|M —P| ="
=) e r22=2]6.

Jiny zpisob FeSenf spodiva v tom, Ze bodem M sestro-
jime rovinu w kolmou k piimce 4B a bod P ziskime
jako priseéik pfimky AB s rovinou w. Rovnici roviny o
uréime snadno, nebof smérovy vektor W je normalovy
vektor této roviny. Mame tedy 3z, + 2z, + x4 + 7, =
= 0 a dale vime, ze bod M v roving w lezf, proto 3.2 +
+ 2(—2) 4+ 2 + n, = 0; odtud n, = —4. Rovnice ro-
viny o tedy je 3x, 4+ 22, + x, — 4 = 0. Sem dosadime
z rovnice piimky AB : X = [6, 6, 2] + A(3, 2, 1). Zjisti-
me samoziejmé opét, Ze A = —2. Dalsi postup je shodny
s pFedeslym.

Jak ukazuje priklad 3.10, hraje dilezitou roli bod P;
vime jiz také, Ze pfi urlovani vzdalenosti bodu M od
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roviny o nemé prisluiny bod P tak velky vyznam.
Vektorovy soudin, ktery zavedeme v odstaveci 3.9, nam
pomiize uréit vzdalenost bodu od ptimky bez zavislosti
na bodu P.

Zbyva jesté dodat, Ze vzdalenost bodu od piimky
v roviné E, urdime zcela obdobné jako vzdilenost bodu
od roviny v E;. Je-li rovnice pfimky v obecném tvaru
(vime, Ze v E, takova rovnice neexistuje) a,x, + a.x; +
+ ay = 0a bod M = [m,, m,], pak

d—= Ialml + asm, + a'ol .
l/(afl)2 + (a)?

Podobné pro vzdilenost dvou rovnobéinych piimek
v E,, pokud jsou dény rovnicemi a,z, + a,%, + a = 0,
&%, + axx, + A = 0, plati

la — 4]
V@ ® + @)

3.8. Ctvercova matice typu 2,2 a jeji determinant

Az dosud jsme se vyhybali zavadéni novych algebraic-
kych pojmi a neskryvali jsme divody. Na tomto misté

bude v8ak vhodné rozsitit trochu algebraicky obzor.
Mdéme &tyfi ¢isla ayy, a5, @a;, Gy ; jSOu-li sefazena do

schématu
[a'll 0'12] (3.22)
Qo1 @y )’

potom Fikdme, Ze je definovana &tvercovd matice typu 2,2.
Je podstatné, jak jsme uvedena é&isla zapsali. Napf.
matice
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[ a2 an ]
Qs gy
je obecné jinou matici nez matice (3.22).
Matici (3.22) ptitadime é&islo a,,8.5 — @100,,, které

nazyvame determinantem matice (3.22) a uZivime pro
néj oznadenf

an Qy2
g, PV
PfSeme pak
= @11093 — By909; - (3.23)
‘121

Sipky v zapise jsou mnemotechnickou pomibickou.
Pozor tedy, matice je &iselné schéma, determinant je
jediné éislo prifazené ¢tvercové matici.

Piiklad 3.11. Urdete hodnotu determinantu, ktery je
piifazen matici
—2 3
[ 5 1] '

’=—2.l—5.3=—17.

Reseni.
—2 3
b 1

Ctvercova matice typu 2,2 mé dva tadky a dva sloup-
ce. Vyménime-li v matici (3.22) fadky nebo sloupce, lisf
se determinanty téchto novych matic pouze znaménkem
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od determinantu matice (3.22). To ukazuje pimy vy-
potet a srovnani s (3.23).

Ty @11

= G1a89; — Ap3Bay = —(Gy10gp — G1903) .
Qa2 Q3
Qg Q22

= @9y — G1305p = —(B11032 — 01504,) .
a1 Q2

Piimym vypottem se také snadno dokaZe: Determi-
nant matice (3.22) je roven nule prdvé tehdy, kdyZ jeden fd-
dek je ndsobkem druhého Fddku nebo jeden slowupec ndsob-
kem druhého sloupce.

3.9. Vektorovy soudin dvou vektorit

Definice 3.4. Jsou dany vektory W = (u,, u,, u,),
V = (v, vs, ¥). Vektor

[ ] (3.24)

budeme oznafovat W X V a nazyvat vektorovgm soui-
nem vektor W, V.

vy vy’

Uy Uy
Uy Uy

U U
Y U

b

Definicf 3.4 je dvéma vektorim W, Vv piifazen vektor
u x V; vektor (3.24) ma velky vyznam, nebot je v obec-
ném piipadé kolmy k vektorim u, v, coz ukdZeme pozdé-
ji. Nékdo by si mohl myslet, Ze vektorovych soudint
miizeme zavést libovolné mnoZstvi a nebyl by daleko od
pravdy. Ukazuje se oviem, ze vektorovy souéin defino-
vany jinym zpiasobem (tfeba W ] Vv = (u; 4 v,, cos u,,
sin v,) nemé rozumny geometricky vyznam a pfi zméné
soustavy soufadnic méni svij obsah. Jak vidime, tyto
problémy u vektorového soudinu (3.24) odpadnou.
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Vita 3.13. Vektorovy soulin W X V je roven nulovému
veltoru © prdvé tehdy, jestlize vektory W, V¥ jsou linedrné
2dvislé (kolinedrni).

Dikaz. a) Jsou-li vektory W, ¥ linedrné zavislé, pak
napf. ¥ = AU, neboli v, = Au;, v, = Au,, vy = lu,.
Dosadime-li odtud od (3.24), zjistime, Ze v kazdém deter-
minantu je druhy ¥Fidek ndsobkem prvého. Podle
odstavee 3.8 tedy u x v = (0, 0, 0).

b) Obricené: Je-li w x v = ©, znamens to podle
(3.24), Ze je

UgVy — Ugly =0,
—Uy Vg + ugw, =0, (3.25)
Uy — UV = 0.

Je-li u = @ nebo v = 0, soustava (3.25) je splnéna
a vektory W, V¥ jsou linedrn& zavislé. Necht zadny z vek-
tord W, V neni nulovy. Pak vektor w mé aspon jednu
sloZku nenulovou, necht tedy tieba u, # 0. Z prvé
a tfeti rovnice (3.25) mdme

v, . v,
Vg = — U v, =—u, a jisté plati v, = —-u,.
3 @y 3 > 1 %y 1 ] P 2 Uy 2

Jotedy v = Au,kde A = % ; vektory W, ¥ jsou linear-
2
né zivislé.

Véta 3.14. Necht ¢ je odchylka dvou linedrné mezd-
vislyjch vektord W, ¥ a W jejich vektorovy soutin. Potom
vektor W je nenulovy a kolmy k obéma vektoram W, ¥
a platt

[W| =|u x V| = |u||V¥|sing. (3.26)
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Dikaz. Podle véty 3.13 je w = w0 x V¥ vektor nenu-
lovy. Poditejme skaldrni soudin wu:

U U. U U U U
wu=| 2 3 1 3 Uy + 1 2 Uy =
vy U, vy v v,
= UUg¥y — UgVplly — U Ug¥3 + U Usly + Ulplly —
— U Uy = 0

podobné se ukiZe, Ze WV = 0.
Zbyva tedy odvodit vzoree (3.26). Vypotet je formal-
né snadny, ale delsf:
[U X V| 2= (w503 — v2u5)% + (usvy — v5%,)? +
+ (w10 — vyu,)*
Tuto rovnici upravime na tvar
| X V|2 = [(w)* + (0)® + (%5)%] [(v1)* + (v2)* + (va)*] +
T (g1 + UgVy + uy0s)?,
ktery znamend vlastné
@ X V[2 = |u]?|v|]?— (uv)?.
Skalarni soudin v kulaté zavorce nahradime podle (3.3)
a po tipravé ziskame vzorec (3.26), jak ukazuje vypodet:
|u X V[ = |u |v[*—(ju] |v] cos ¢)* =
= |u]? |V2— |u2|Vv|2cos2 ¢ =
= |u[* |V[* (1 — cos? ) =
— (w2 v]2sint g — ([u] | ¥]sin p)?.
Tim je dikaz ukond&en.

Velikost vektoru W = W X V lze geometricky inter-
pretovat také jako obsah rovnobéznika uréeného vekto-
ry W, V (obr. 48).
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PoZNAMEA 3.3. Jsou-li vektory W, ¥ linedrné nezi-
vislé, vime jiz, Ze vektor W X V je nenulovy a kolmy
k vektorim W, V; dosud viak nevime, zda jde o vektor
W nebo W, jak ukazuje obrizek 49. Tento problém sou-
visi s orientaci soustavy soufadnic a s orientaci baze
vektorového prostoru. Jde o otdzky geometricky dosti
naroné a z hlediska naSeho zdjmu ne pravé zisadni.
Povahu problému pouze nastinime bez naroku na ptes-
nost a bez dikazu uvedeme jedno tvrzeni.

1uxv P luxvl]

Obr. 48. Vektorovy soudin u X V.

Jsou-li dany tii linedrné nezivislé vektory a, b, €,
které umistime do bodu P, lezi vektory a, b v jedné
roviné. Oznaéme ¢ odchylku vektori a, b a piedstav-
me si na misté vektoru € pozorovatele tak, Ze ma pfed
sebou 1hel vektori a, b o velikosti ¢ (obr. 50).

=y

|

Obr. 49. Otédzka orientace vektori U X V.

LY
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Ma-li pozorovatel vektor a po pravé ruce, nazveme
uspofddanou soustavu vektord (a, b, €) pravotobivou,
ma-li vektor @ po levé ruce, nazveme tuto soustavu
levotobivou. Plati pak véta: JestliZe kartézskd soustava
soufadnic (0, e,, €,, €,) je pravotoivd a vektory W, V jsou
linedrné nezdvislé, pak wuspofddand soustava wvektord
(u, ¥, W) je pravototivd.

Obr. 50a. Pravotodivd soustava vektori (a, b, €).
Obr. 50b. Levotobivd soustava vektoru (a, b, €).

Z predchozich tvah plyne geometrickd konstrukce
vektorového soutinu W = u x V. Jestlize w, Vv jsou
vektory kolineirni, pak w = @. Jestlize W, ¥ nejsou
kolinearni, je W vektor kolmy k obéma vektorim u, v,
jeho velikost je rovna obsahu rovnobéZnfika sestrojeného
nad vektory W, V¥ a uspofidané trojice vektord (u, v,
W) tvofi pravotodivou soustavu. Témito geometrickymi
vlastnostmi je vektor W jednoznaéné stanoven; definice
3.4 je proto nezavisla na volb& soustavy soufadnic
v E,.
Na zivér odstavce uvedeme vétu, kterd charakteri-
zuje hlavn{ vlastnosti vektorového souéinu.

Vé&ta 3.16. Jsou-li ddny tfi libovolné vektory w, v, Z
a redlné &islo a, potom platl :
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Uuxv=—V X u,

. (al) X V=W X (aV),

WM+ V) XZ=UXZ|+VXEI,
ZX(UW4+V)=ZXU+ZIXV,

L

Dikaz: 1. Podle odstavce 3.8 vyména fadka zna-
mend u determinantu zménu znaménka, mime tedy

R e R

Uy Uy
=—V¥ X W.

Obdobné Ize odvodit i zbyvajfci t¥i vlastnosti.

U U
uxv=[ : e

Uy V5

POZNAMEA 3.4. Viimnéte si, Ze neplati obecné vztahy

UX V=V XU (WXV)XZ=UuX|(VXZI),
UXV=0=U=0nehoVv=o0.

Uvedend implikace neplatila ostatné ani pro skalirni
soudin!

3.10. Ulohy Fe¥ené pomoci vektorového soudinu

V poznimce 3.2 a také v zavéru odstavee 3.7 jsme si
fekli, Zze pii feSeni nékterych iloh uZijeme s vyhodou
vektorového soudinu. Jde hlavné o takové ilohy,
v nichZ obecny tvar rovnice roviny neni hned po ruce
a nezname tedy ani jeji normalni vektor.

Priklad 3.12. Urdete kolmy primét P bodu M =
=[1,—3,9] na rovinu ABC, jestlize 4 =[1,1, 1],
B=[311),C=]1,3,2].
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Redeni. Ziejm& B— 4 = (2,0,0),0 — 4 = (0, 2, 1).
Vektor m, kolmy k roviné 4 BC, uréime pomoci vektoro-
vého soudinu (obr. 51):

. of nﬁ
NN
6 // w
/

Obr. 51. K ptikladu 3.12.

n=(B—A) x ((—4) =

0 0l 2 0 2 0|
=(\2 1(’_0 1 0 2\}:(0’_2’4)‘
Hledany bod P leii jednak na piimce X = M 4 a«n,
jednak v roving, kterd ma vektorovou rovnici X =
= A 4 B(B — A) + y(C — A); musi tedy byt

M4 an =4+ BB—A4) 4 y(C— 4).
Do této rovnice dosadime a po pfechodu k soufadni-

cim obdrzime soustavu rovnic

4
M

—28 =0,
—2a —2p =4,
4a — y=—8.
Odtud médme a«a = —2, § = 0, y = 0; dosazenim za «,

B do rovnice roviny zjistime, Ze P = A.
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Priklad 3.13. Urdete odchylku rovin AMN a BMN,
jestlie 4 =[1,1,1], B =[3,3,3), M =[3,1,1], N =
= [0, 2, 1].

Obr. 52. K ptikladu 3.13.

[
Reseni. Urdujici vektory danych rovin napifeme
snadno: M — 4 = (2,0,0), N—4 =(—1,1,0), M —
—B = (0,—2,—2), N— B = (—3, —1, —2). Normé-
lové vektory danych rovin BMN, AMN oznadme po
fade m, m (obr. 52). Vime jiz, zZe m = (N — B) X
X (M — By = (—2, —6, —6), m = (M — A4) x

X (N — A) = (0,0,2),avidy je 0 < ¢ g%.Je-liap

odchylka normélovych vektord m, m, pak bud ¢ =y,
nebo ¢ = 7 — y. V kaidém piipadé vSak plati

|mn| 3)19
[m[n] ~ 19

cos p =

Difve neZ pfistoupime k fefeni{ daliich dvou tloh,
definujeme: Vektor, jehoZ velikost je 1, se nazyvé
jednotkovy. Je-li dan libovolny vektor X, pak vektor
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n-— IzTI jo zfejmé jednotkovy a kolinedrni s vekto-
rem Z.

Déle si pfedstavme, Zze mame dva vektory 4, n, které
umistime v néjakém bod® A (obr. 53). Ptedpokladejme,
Ze M je jednotkovy vektor a vypoéitejme absolutni hod-
notu skaldrnfho souéinu nu:

p

/
< &
[

}‘G

Ry
b N
[~
b
0
'U.
~]

S

A~ —— P n A g hP

D

Obr. 3. Kolmy primét AP vektoru u na piimku.

[mul = |[n] |u] cos p| = [u| lcos p] . (3.27)
Dobie si véimnéme, co nam fika rovnost (3.27). Absolut-
nf hodnota skalarnfho soudinu jednotkového vektoru m
8 libovolnym vektorem W nim udiva velikost kolmého
primétu vektoru @ do pfimky, kterd ma smérovy vektor
n (v obr. 53 je primét oznaden AP).

Priklad 3.14. Uréete vzdalenost d bodu M od pifmky
p dané bodem A a smérovym vektorem W (obr. 54).

Reseni. Mysleme si, Ze zname jednotkovy vektor m
na pfimce M P, kde P je pata kolmice vedené bodem M
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k pfimce p. Vzdilenost d bodu M od piimky p je dana
velikosti kolmého primétu vektoru 4 — M na piimkn
MP. Podle (3.27) tedy mame: d = |m(A4 — M)|. Zbyva
urdit jednotkovy vektor m. Vektor W = (4 — M) x u
je kolmy k roviné AMP, vektor B je proto kolmy jak
k vektoru W, tak k w, a platf tudiz

Obr. 54. K ptikladu 3.14.

n— Uxw  ux[d4—M xu]
S juxw o jux[(4A—M)xu]’

Znéme jiz vektor m. Hladce proto podle vyse uvedeného
vztahu uréime také hledanou vzdalenost d. Obecny tvar
pro M nemusi v &tenafi budit pifli§ mnoho divéry,
konkrétni vypotet viak neni nijak obtiZny. Zkuste vy-
fesit touto cestou piiklad 3.10. (Srv. také cv. 3.18,
kde najdete d v jednodussim tvaru.)

Pfiklad 3.15. Jsou dany dv& mimobézky p = (4, W),
g = (B, v¥). Uréete vzdalenost d mimobézek p, g, jestlize
A=1[2 —2, 0], w=(1,—1,0), B=1[2,3,1], v=
=0, 1, —2).

Redeni. Pi{tku, kterd je kolmi k ptimkim p, ¢
(takova pti¢ka vidy existuje), nazyvame osou nebo téz
spoleénou kolmici mimobézek p, g. Oznaéme prisetiky
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osy s piimkami p, ¢ po fadé P, Q. Ukdzeme, Ze velikost
tsedky P@ je hledanou vzdilenosti mimobézek p, ¢
(obr. 55). Necht X = P + au je béiny bod ptimky p,
Y = @ + pv b&iny bod piimky q. Pro vzdilenost XY
plati (srv. zadatek odstavce 3.6):

Obr. 556. Osa dvou mimobéZek.

XY!=(X—-Y)(X—7Y)=
= (P— )P — @) + (au—fv)(au — fv) ..
Tento vyraz je ziejmé& nejmensi privé tehdy, jestlize
a—ﬁ—oahx P, Y =@Q.
A nyni pfikrodime k feSeni dané tilohy: Osa mimobg-
zek je nutnd rovnobézni s jednotkovym vektorem
o uxy
T jux v’

Hledana vzdalenost d = PQ je ziejmé& rovna velikosti
kolmého primétu vektoru B — A na osu mimobé&zek.
Podle (3.27) je tedy d = |n(B — A)| a dosazeni za n
vede na tvar

[(B—4)w x v)|

d=
[w x v|

(3.28)
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V npaSem konkrétnim piipadé B — 4 = (0, 5, —1),
uxv=(221), (B—A)uxv) =9 |uxy=
= 3. Podle (3.28) pak d = 3.

Jiny zpusob feSenf dané ulohy. Ziejmé& existuji &sla
x, ftak,ze P = A + au, Q = B 4 pv. Vektor P — @
musi byt kolmy k vektorim u, V¥, to znamend, Ze musi
platit

(4—B 4+ au—pV)u =0,
(A— B+ au—pgv)v =0, (3.29)

V ptipadg, Ze vektory W, V jsou linedrné nezavislé
(vektory mimobéiek maji vidy tuto vlastnost), mé sou-
stava (3.29) jediné feSeni. Existuje tedy jedind dvojice
disel a, B, s jejiz pomoci uré¢ime body P, ¢. Stanovit ve-
likost vektoru P — @ umime jiZz davno. Tento zpisob je
sice delsi, m4d vSak tu vyhodu, Ze umozZiiuje okamzity
z4pis rovnice osy.

3.11. Smifeny souéin vektori

Ve vztahu (3.28) se objevil soutasné jak skalarnf, tak
vektorovy soudin. Vyraz

a(b x ¢€) (3.30)

nazyvime smifenym soubinem vektori a, b, € a oznadu-
jeme (abg¢). Je ziejmé, ze smifeny soudin vektoru je
¢islo. SmiSeny soudin je zavisly na pofadi vektord. Je
jen otazkou trpélivosti ovéfit si, Ze

(abe) = —(ach) = (cab) = —(cba) = (bca) =
= —(bag);
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vyména dvou vektori ma tedy vidy za nasledek zménu
znaménka smifeného soudinu.

Ukazeme si péknou geometrickou interpretaci smiSe-
ného soudinu.

Véta 3.16. Je ddn rovnobéinostén EFGHE'F'G'H’
(obr. 56). Oznalime-lt a =F —FE, b=E —E, € =
= H — E, pak objem V rovnobéinosténu je ddn vzorcem

Obr. 56. Geometricky vyznam smiSeného soudinu.

© V = |(abg)|. (3.31)

Dikaz. Poznamenejme nejprve toto: Jsou-li diny
t¥i linedrné nezivislé vektory a, b, €, existuje vidy
rovnobéZnostén shora uvedenych vlastnosti. SmiSeny
soudin tfi linedrné nezivislych vektord je podle véty
3.16 vidy, aZz snad na znaménko, objem jistého rovno-
béznosténu, ktery umime sestrojit.

A nynf k dikazu v8ty (obr. 56). Je-li v vzdalenost
rovin EFF’', HGG', pro objem V mame podle (3.26)

V =vjaxb|. (3.32)
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Oznalme k pfimku kolmou k roving EFF’. Jak vime,
jednotkovy smérovy vektor m pfimky k je dan vztahem

_axbhb
~ laxb|’
Vyika v je pak dana velikosti kolmého primétu vektoru
€ na piimku k; podle (2.27) tedy
le(a x b)[
lax bl
Dosadime-li za » do (3.32), mame po kraceni ihned
(3.31).
P¥iklad 3.16. Stanovte objem rovnobéznosténu, urde-
ného vektory a =(1,2,1),b =(2,1,1), € = (—3,0,0)."

Redeni: Uréime nejprve vektorovy soudin b x €:

11 21 2 1
bxc=[|00 —1 5ol |_s 0”:(0,—3,3).

Tedy V = [a(b x €)] = |(L, 2, 1)(0, —3, 3) = 3.

Zkuste dokazat, Ze smiSeny souéin vektord je roven
nule pravé tehdy, kdyz tyto vektory jsou komplanarni.

v = [en| =

3.12. N&které vlastnosti vektorového a smiSeného soudinu

V raznych aplikacich vektorového poétu uzivime
dasto komplikovanéjdich vzoreh. Se tfemi z nich se nyni
seznamime.

Viéta 3.17. Nechi jsou a, b, €, d &tyri libovolné vektory.
Potom plati
(a x b)(€ x d)=}“ ad.,

bc bd (3.34)
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ax(bxc)=(ac)b—(ab)c, (3.35)
(axb) x (e xd) = (abd)ec— (abc)d. (3.36)

Dukaz. 1. Podle definice je

a X b = (a0 — a3, azhy —ab;, @b, —ash)),
€ X d = (cdy —cydy, Cydy —Cidy, " Cidy — Cody) .
Odtud tedy plyne, Ze
(@ x b) x (€ x d) = (aby — agh,) (c.dg — cod,) +
+ (ashy — a1by) (cady — ¢1dy) + (@1 — ashy) .
- (Cydy — cody) -
Pravou stranu rovnosti (3.34) mizZeme upravit takto:

(ac) (bd) — (ad) (be) =
= (a,¢y + axcy + aycy). (byd, + body + bydy) +
+ (ady + asdy + asdy). (bye, 4 bycy + bydy) .

Po provedeném nasobeni pravych stran obou posled-
nich rovnost{ se pfesvédéime o spravnosti vzorce (3.34).

2. Zvolme si libovolny vektor Ww. Pouzijeme-li vzorci
(3.30) a (3.34), miZeme psat

uja x (b x €)] = (ua(b x ¢)) = ((b x €) ua) =
= (b x €)(u x a) = (bu) (ca) — (ba) (cu) =
‘ = u[(ac) b — (ab) ¢].

Z posledni rovnosti platné pro kazdou volbu vektoru u
plyne (3.35). '

3. Jestlize v rovnosti (3.35) nahradime vektor a vek-
torem a x b a vektor b x € vektorem € x d, dosta-
vame po jednoduché tipravé rovnost (3.36). Tim je véta
dokazana.,
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Jestlize poloZzime ve vzorci (3.34) a=¢=ua b =
= d = V, odvodime snadno vzorec (3.26), ktery znime
jiz z odstavce 3.9 o vektorovém soudinu.

3.13. Zéakladni v&ty sférické trigonometrie

V tomto odstavci si ukiZeme jednu vyznamnou apli-
kaci vektorového podtu. Pomoci vzorel (3.34) a (3.36)
odvodime zakladni véty sférické trigonometrie, vétu
sinovou a dvé véty kosinové.

Zvolme si v prostoru E, étyfi body O, 4, B, C tak, aby
nelezely v jedné roving a aby vektory a =4 — O,
b=B—0, € =C— 0 byly jednotkové. Polopfimky
OA, OB, OC tvofi tzv. trojhran a na jednotkové kouli
opsané ze stfedu O urduji tzv. sféricky trojihelnik ABC
(obr. 57).

Obr. 57. Sféricky trojuhelnik.

Zavedme nésledujicf oznadéeni pro velikosti ihlu dvou
vektori:

a=<x(b,€), b=g(¢a), c=<X(ab), (3.37)
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a=<(axbaxe, g=3(bxebxa),
y=<%(€xacxbh). (3.38)
Uvazime-li, Ze vektory a, b, € jsou jednotkové, ply-
nou z uvedenych oznaéenf tyto rovnosti:
cosa = D€, cosb =¢€a, cosc=ab, (3.39)
sina = |b x €|, sinb=|¢ x a,
sinc =|a x b|, (3.40)
(a x b)(a x €)

' cos = /a x bj|axe)’
_ (b x €)(b x a)
cos ff = b xc/[bxa’ (3.41)
cos y = (€ x a)(€ x b)

e x a[e x B]

Otevieli jsme si tak cestu k odvozeni vé&ty sinové.
Vyjdeme z rovnosti (3.36), kterd ma v pfipadé d = a
nasledujicf tvar

(ax b)x(axe)=(abc)a.
Odtud a ze vzorci (3.38) a (3.40) plyne, Ze
[(abe€)] = sincsin bsin « .
Cyklickou zaménou ziskdme dalsi rovnosti

|(b€a)| = sinasinc sin g,
|(ecab)| = sin b sinasiny .

Podle (3.32) jsou levé strany poslednich t¥i rovnosti
stejnd velké. MaZeme proto psit
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sincsinbsin a =sinasinc¢sin § =
=sinbsinasiny.

Odtud okamzité vyplyva rovnost

sina sinf  siny (3.42)
sina  sinb  sinc’ )

kters md ve sférické trigonometrii nizev sinovd véta.
Stejné snadno odvodime tzv. 1. kosinovou vétu.
Rovnost (3.34) ma v ptipadé d = a tvar

bc = (ab) (ac) — (a x b)(a x €).

Odtud a ze vzorci (3.39) a (3.41) okamzité mame
rovnost
cosa = cosbcosc 4+ sinbsineccos a,

kterd ma ve sférické trigonometrii nazev 1. kosinovd
véla.

Dalsi ivaha je ponékud komplikovanéjsi. K danému
trojhranu sestrojme tzv. poldrnt trojhran. Jeho polo-
pfimky vychdzeji opét z bodu O a jsou rovnobéiné
8 jednotkovymi vektory '

a - P XE , _ €xa
T b xe’ T e x al’
, __axbhb
< = ax Bl (3.44)

Podobné jako v (3.37) a (3.38) zavedme i pro polarni
trojhran veli¢iny a’, &', ¢’, «, f', ¥'. VypoStéme prvni
z téchto velidin. Uzijeme-li postupné rovnosti (3.44),
(3.41), miZeme psat
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cosa = b'¢ = (¢ x a)a x b) =
e x a||]a x b|
—(a x b)(a x €)

= Iaxbllaxcl = —COS « .

Jsou tedy thly a’, « vyplikové a tedy: o' + a = m.
Stejné snadno se presvédéime o spravnosti vzorca

¢ +a=mn, V+B==n, ¢/ +y=m,
o  +a==n, f+b==n, 9y +c=m. (3.45)

Uzijeme-li kosinovou vé&tu (3.43) na poldrni trojhran
a pouZijeme-li dile k vpravé vzorce (3.45), dostavame
rovnost

cos « = —cos f cos y 4 sin fsiny cosa,

ktera ma ve sférické trigonometrii ndzev 2. kosinovd
véla.

Koné¢ime nasi malou exkurzi. Véty, které jsme odvo-
dili, tvori zaklad sférické trigonometrie. Z nich lze snad-
no odvodit pro piipad pravouhlého sférického trojuhel-
nika (napt. y = %n_) tzv. Napierova pravidla. Toto
odvozeni a dalsi podobné dvahy nalezne &tenafl, pokud
bude mit zdjem, v kaZdé solidni udebnici sférické trigo-
nometrie (viz velmi péknou knizku J. Kusta Sférickd
trigonomeltrie).

Cvideni

3.1. Jak je definovén skaldrni, vektorovy a smiSeny souéin
vektord ? Jaké je vyjadieni téchto soudinii v kartézské
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3.2

3.3.

3.4,

3.5,

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.
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soustavé soufadnic? Jakd je jejich geometrickd inter-
pretace?

Uréete odchylku ¢, vektora u = 5i 4+ §, v = 21 + 3,
vite-li Ze i, } jsou dva jednotkové vzdjemnd kolmé
vektory. ‘

Co lze tici o étyfahelniku ABCD, v ndmi 4 = [1, 0, 0],

B =123 —4], C =[2,6,0], D = [3, 3, 4]?
Urdete prisedik P kolmice vedené bodem M = [4, 6, —1]
na rovinu 22 + 3y —z 4+ 1 = 0.

Uréote priisedik P kolmice vedené bodem M =[1, —7, 9]
na rovinu, kters je ddna vektorovou rovnieci
X=13,22]+a(21,1) + g (0,2, 2).

Urtete kolmy primét P bodu 4 = [0, 2, 0] na pfimku
BC,B ={3,3,1], C = [4, 5, 2).

Vypoétdte vzddlenost bodu 4 = [3, 4, 2] od piimky,
kterd prochdzi body B = [2, 5, 2] a C = [3, 2, 1].
Vypoitéte vzddlenost bodu 4 = [1, 3, —1] od roviny
dané rovnicif z + 2y — 2z = 0.

Vypoitéte vzdélenost dvou rovnobéinych rovin urde-
nych rovnicemi

3z + 2y + 22 =0,

6x + 4y + 4z — 17 0.
Vypodtéte vzdélenost pFimek, které jsou dény rovnicemi
X=10000]+ «(—2,1,2);
Y=[011]+ g(—1,2,1).

. NapiSte rovnici roviny, kterd prochdzi bodem

A =[5, —3, 2] a je kolmé k prasednici rovin

3z— y+22—-5=0,
br —4y + z2—T7=0.

. Vypottdte odchylku rovin y 4 z— 3 = 0,

—2z +y 4 2z2=0.

. Soufadnicovou osou z proloite rovinu, kterd svird s ro-

vinou |/5z — 2y — z + 2 = 0 thel o velikosti /3.



3.14.

3.15.

3.16.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

Napiste rovnici roviny, kterd prochézi body

4 =10,0, —5],B=1[2,0,0] a je kolmd k rovind
2¢ +y +5z2—2=0.

Uréete odchylku piimky AB se soufadnicovymi osami,

jestlize 4 = [2, 6, —2], B = [—1, 2, 3].

Vypottéte odchylku pfimek danych rovnicemi:
_| z+ v+ z+1=0,
PE\—2+ 2y + 32+ 2 =0;

_ z+ y—z+1=20,
1=\—2c+2 +z+2=0.

. Napiste rovnici pfimky, kterd prochdzi bodem 4 =

= {0, —4, 3] a je rovnobé&znd s prisednici rovin
z+ y—22+3=0,
—z+2y+ 2+3=0.
Vypoététe vzddlenost bodu M = [3, 2, —1] od pFimky,

kterd je déna rovnici X = 4 4+ au; 4 = [1, —1, —2],
u = (5, 3, 4). Vysledek zkontrolujte pomoci vzorce

@ x (M — A4)
|u]
jehoz sprdavnost dokaite!

d =

Vypoétdte velikost uhlu, ktery svird priseénice rovin
2¢c +3y=0, 3y —z=0 s rovinou z + 2y +z=0.
Napiste rovnici roviny, kterd prochdzi priseénief rovin
3—y+42—6=0, —x+5y+2+10=0 a je
kolmé k rovind 6z —y 4+ 2z — 6 = 0.

Napiste rovnici roviny, kterd mé vzdédlenost d = 4 od
roviny r + 2y 4+ 2z —8 = 0.

Vypoétdte obsah trojuhelnika ABC; A = [5, 3, 4],

‘B =[2,5,—2], C =[—1,0, 6].

Vektory uw, v maji odchylku %—; |aj =3, |v|=3.

Vypoitéte obsah trojihelnike sestrojeného nad vektory
3u + 2v, u — 2v.

127



3.24,

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.
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Je dén &tyfstén ABCD; 4 =[3,1,1), B =[1,4,1],
C =1[1,117], D=3,4,9)]. Urlete a) objem &tyfsténu,
b) velikost jeho vysky prochédzejici bodem D, ¢) odchyl-
ku stén, které se protinaji v hrané AB.

Jsou dény tfi jednotkové vektory u, v, w takové, Ze
u+vVv+w=o0.0Ukaite,2e body 4, 4 + u, A + u +
+ v jsou vrcholy rovnostranného trojuhelnika. Déle
ukazte, Ze vektory w, Vv sviraji thel velikosti —;— 7.
JestliZe ve &¢ty¥sténu se viechny &tyfi vySky protinaji
v jediném bodd (tzv. ortocentru), nazyvdme Gtyistén
ortocentrickym. Dokazte vitu: V ortocentrickém EtyFsténu
jsou kaZdé dvé protilehlé hrany na sebe kolmé.

Dokazte vétu: Nejkratst pFiska (tj. osa) kaidyjch dvou
mimobéinych hran ortocentrického &tyFsténu prochdzi
ortocentrem &tyFsténu.

Jdsou diny &tyfi kulové plochy x,, x,, %5, %4 riznych
stfedd i poloméri. Pak pro kazdé dvé riizné kulové plo-
chy s;, »; (1,7 = 1, 2, 3, 4) existuje pravé jeden vnéjsi
stied Sj; stejnolehlosti, v niz si obé kulové plochy odpo-
vidaji. Dokazte, Ze viechny stiedy S;; lezi v jedné roviné
a v ni pak vytvdieji bodovou konfiguraci, kteréd je zné-
zornéna obrdazkem 58. ‘

/

Spz2 \524 S1N

! Obr. 58. Ke cvideni 3.28.

Je dén trojihelnik ABC. Oznalme S stfed kruZnice
opsané, T t8zi5té, V prisetik vydek, @ stfed kruZnice



vepsané, a = A—C, b = B—C, a = |a], b = |b| (viz
obr. 59).

Diéle oznatme R polomér kruZnice opsané, r polomér
kruznice vepsané, P plochu trojihelnika a koneé&né
28 = a + b + ¢. Otoéme v kladném smyslu body 4, B

kolem bodu C o ihel -721\ do bodu Z, B a oznatme
8=4—-C;5=B—-C. Necht 3.b> 0 (a tedy P =
4.b). Podobné sestrojte vektor € (viz obrézek 59).

P B ——
—~

7 {3 <
//// \ \ ’.\ T, \
= \ ) a T
// g \ b =
/ i 2 Y R
,/ \\ 21 N S
l/ / . e
"; 2 i 4 N
\ \\\\
b 3 A B

Obr. 59. Ke cviceni 3.29.

Ukaite, ze
b’_’i—a*i. _ a+b
=C+ 4P -,T—C+——§——,
ab ab + ba
V=0C0—5p&Q=C+—7p—,
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3.30.

3.1,

130

abe _ P

P’ TT g

V roce 1905 dokédzal Josef Langr ndsledujief vétu:
Sestrojime-li nad stranami trojuhelnika ABC jakoZto
nad zdkladnami rovnoramenné trojihelniky ABC’,
BCA’, CAB’, které maji pFi vrcholech A’, B’, C’ shodné
uhly o velikostech 2z/3 (vSechny rovnoramenné troj-
uhelniky sestrojime vné trojihelnika ABC nebo obré-
cené), pak trojuhelnik A’B’C’ je rovnostranny. Pokuste
se o dukaz pomoci vektoru.

Na vyskdch trojihelnika ABC sestrojme po fadé body "
A’, B, C’ tak, aby bylo
AA° BB co V¥

R =

BC T CA4 T AB T "3

a aby vSechny polopfimky 44, BB’, CC’ bud protinaly,
nebo neprotinaly ptisludné protéjsi strany trojihelnika.
Potom trojihelnik 4ABC je rovnostranny. Dokazte!
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