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4. kapitola

VEKTOROVA KONSTRUKCE
AFINNIHO A EUKLIDOVSKEHO
PROSTORU

Pii zavadéni zakladnich pojmi, které byly. podkladem
naSich tvah v predchédzejicich kapitolach, jsme é&asto
vychézeli z nazoru. Nepostupovali jsme tedy dislednd
deduktivné, to znamend, neodvozovali jsme viechny
véty disledné pomoci axiomu nebo vét diive jiz doka-
zanych. Takovy postup by totiZ nebyl vhodny pti prv-
nim sezndmeni s nasi geometrickou problematikou.
Teprve v této zavéreiné kapitole chceme ukazat cely
problém komplexngji z fundovanéjifho hlediska a tak
uvést étendfe do studia hlubsi geometrické problemati-
ky. Vyklad zamé&{me na naro&néjstho étenaie, dovolime
si proto rychlejsi postup.

4.1. N¥kolik historickych poznamek

Z historického hlediska je pokladana za prvni znadmy
pokus o disledné axiomatické vybudovani geometrie’
slavna Euklidova kniha Zdklady (otwxea). Vo své dobd
byla tato kniha vrcholem geometrie, vrcholem vieho, co
bylo do té doby v geometrii podniknuto. Vliv této prace
na tehdejsf matematiku i na dal’i jeji vyvoj byl obrov-
sky.

}é dnesniho hlediska mé oviem Euklidova kniha fadu
nedostatki, jejichZ spoleénym jmenovatelem je to, Ze
postup nenf disledné deduktivni. Na nékterych mistech
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se mléky pfedpoklada platnost vét, které nejsou zahrnu-
ty do vychozi soustavy axiomi. Zminili jsme se jiz diive,
ze prvni disledné axiomatické vybudovani geometrie
provedl velky némecky matematik David Hilbert
(1862—1943) v knize Grundlagen der Geometrie (Zdklady
geometrie). Hilbertova kniha'je svym zplsobem velmi
blizka knize Euklidové, zvlasté pokud jde o volbu systé-
mu axiomu. Dusledné axiomatické vybudovani geo-
metrie lze v8ak provést i jinym zpisobem.*)

Z pedagogického hlediska je nesporné zajimavy zpa-
sob Weylav**), tzv. vektorovd konstrukce prostoru. Obtiz-
nost jinych axiomatickych konstrukei je zde pfeklenuta
tim, Ze se jiz pfedpoklada znalost redlnych &isel a pojmu
vektorovy prostor. N8 postup bude velmi blizky Wey-
lovu pojeti.

4.2, Axiomy vektorového prostoru

Postavme se dodasnd na stanovisko, Ze nevime, co je
to euklidovsky prostor E, (resp. E, nebo E,), Ze nevime,
co jsou to vektory. Tyto pojmy zavedeme postupné
znovu, samozfejmé jinym zpisobem. Zakladni roli zde
bude hrat tato definice:

Definice 4.1. Pfedpoklddejme, Ze W je neprizdna
mnozina, jejiz prvky budeme oznadovat W, v, W, ...
a nazyvat vektory. Ptedpoklidejme dile, Ze kazdé

*) Viz napf. velmi podnétnou knihu Friedrich Bachmann,
Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff, Berlin—Gé-
tingen-Heidelberg 1959 ( Vystavba geometrie na zdkladé pojmu
zreadlent ).

**) Weyl: Raum, Zeit, Materie, (Prostor, éas, hmota),
Berlin 1923.
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uspofadané dvojici vektord W, Vv je pfifazen jediny
vektor, ktery oznadujeme W + V¥ a nazyvame soultem
vektori W a ¥ a kazdému redlnému &islu « a kazdému
vektoru W je pfifazen jediny vektor, ktery oznaéujeme
aWl 3 nazyvame soutinem realného ¢isla a s vektorem W.
Jestlize pro kazdé tii vektory w, v, W a pro kazda dvé
redlna disla a, § jsou splnény predpoklady 7,, o,, &5,
&, uvedené na str. 37 a predpoklady %,, #,, #,, %,
uvedené na str. 42, potom mnozinu W nazyvame vekto-
rovyym prostorem (presné&ji: afinnim vektorovym prostorem
nad télesem redlnych Eisel).

Matematickou indukef bychom se snadno mohli pfe-
svédéit, Ze platnost predpokladu o7, 1ze rozsifit pro soudet
libovolného konedného podtu vektori. Analogicka po-
znamka plati téZ pro predpoklady £,, Z,, %,. Rovnéz
neni obtizné dokazat, Ze pro kazidy vektor w e W
a kaZ?dé realné éislo « plati: —1.u = —wu, 0.u =0,
a® = O, ‘

Vektorovy prostor, ktery jsme zavedli piedchazejici
definicf, neni pojmem duleZitym pouze pro geometrii.
S timto pojmem se totiz b&zné setkdviame v algebie,
v diferencialnim podétu, v numerické matematice atd.
Uvédomte si, Ze napf. mnozina vSech redlnych funkef
definovanych na intervalu J tvoii vektorovy prostor.
Skuteéné — soudtem funkei y = f(x), y = g(x), kde
xz € J, je opét funkce y = f(x) + g(x), x € J; soudinem
4isla a a funkce y = f(z), z € J jefunkecey = af(z),x € J.
Sami se snadno presvédéite, ze pifedpoklady «/;, %,
(¢ =1, ..., 4) jsou zde splnény. Roli nulového vektoru
hraje funkee y = 0, tj. funkce rovni nule pro kazdé
z € J. Vektorovym prostorem v uvedeném smyslu je
téZ mnozina v8ech funkef spojitych na intervalu, mnozi-
na viech mnohoclena, mnozina v8ech linearnich funkei;
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piiklady jsou podrobng diskutovany v knihdch [12]
a [9].

4.3. Linearni zivislost a nezavislost vektort
Zvolme si ve vektorovém prostoru W k vektoru

Uy, Ug,y - oy Ug (4.1)

a zvolme dale k realnych éisel a,, ap, ..., ar. Rovnici
W= W + a,W 4 ... + a U jo definovan vektor u,
ktery nazyvame linedrni kombinact vektord (4.1).

Priklad 4.1. Ve vektorovém prostoru vSech komplex-
nich ¢&isel je vektor W = 7 + 9i linedrni kombinaci vek-
tori W =24 3i, v=1+ i, nebot plati w = 2u +
+ 3v.

Definice 4.2. Jestlize alespon jeden z vektoru (4.1) je
linedrni kombinaci ostatnich vektoru, potom o vekto-
rech (4.1) fikame, Ze jsou linedrné zdvislé.

Plati-li tedy tieba v = yW, resp. € = aa + b, pak
vektory W, V resp. a, b, € jsou linearné zavislé. Jestlize
mezi vektory (4.1) je jeden vektor nulovy, napt. U, = @,
potom jsou vektory (4.1) linedrné zavislé. Lze totiz psat
W=0.u,+0u+...+0.u,.

Véta 4.1. Vektory (4.1) jsou linedrné zdvislé prdvé
tehdy, kdyZ Fedenim rovnice
71+ 7+ ...+l =0 (4.2)

je také skupina &isel y,, vy, ..., yk, kierd nejsou vesmés
nulovd.
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Dikaz. 1. Predpoklidejme, Ze vektory (4.1) jsou
linedrn& zavislé. Jeden z téchto vektord, mysleme si, Ze
jde o vektor W, lze psit ve tvaru

W, =y U + ol + ...y W

Snadno pFepiSeme tuto rovnici na tvar (4.2), kde polo-
zime y, = —1 # 0.

2. Jestlize plati (4.2) a jeden z koeficientd y; je razny
od nuly, mysleme si, Ze y;, # 0, miZeme psat

“k=__ _&“2_ _h

- u,.
Y Vi Yk

Odtud plyne, Ze vektory (4.1) jsou linedrné zavislé,
c.b.d.

Definice 4.3. O vektorech (4.1) ¥ekneme, Ze jsou li-
nedrné nezdvislé, jestlize zadny z téchto vektord neni
linedrni kombinaci ostatnich vektora (tj. jestlize vek-
tory (4.1) nejsou linedrné zavislé).

Pifklad 4.2. Vektory w = sin x, ¥ = cos x z vektoro-
vého prostoru viech funkei definovanych na intervalu
(~—o0, 4+ 00) jsou linearné nezavislé. Neexistuje totiz ani
¢islo «, ani &islo § takové, aby pro v3echna x € (—oo,
+ o) platilo sin ¥ = « cos z, resp. cos x = f sin z.

Vita 4.2. Vektory (4.1) jsou linedrné mezavislé prdvé
tehdy, jestlize rovnice (4.2) md jen nulové fedent y, =
= y = k = 0

Sna,dny dukaz (sporem) pomocf véty 4.1 pienechime
ttenafi.
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Pfiklad 4.3. Vektory u =1, Vv =1 z vektorového
prostoru viech komplexnich ¢&isel jsou linedrné neza-
vislé. Rovnice (4.2), kterd ma zde tvar p,.1 + 9,.i =
= 0 + 0i, ma jediné Feseni y, = y, = 0.

4.4. Dimenze vektorového prostoru

Definice 4.4. JestliZe v daném vektorovém prostoru
W existuje n-linedrné nezavislych vektor a pfitom
kaZdych n 4 1 vektort je linedrné zavislych, ifkame, Ze
vektorovy prostor W ma dimenzi (koneénou) rovnou
dslu n. Jestlize existuje ve vektorovém prostoru W
k linearné nezavislych vektori, at zvolime za & jakékoliv
pfirozené ¢&islo, Fikame, Ze vektorovy prostor W mé
(nekoneénou) dimenzi + .

Vektorovy prostor dimenze n znadime vétdinou
W.,., W,, V, atp. Ke stanoveni dimenze konkrétniho
vektorového prostoru je uzitedna véta, kterou bez dika-
zu nyni uvedeme. *)

Vita 4.3. Predpoklddejme, Ze vektory
u,u,, ..., u (4.3)
jsou linedrné nezdvislé. Sestrojme 1 daldich veltord
v,V ...,V (4.4)

tak, Ze kafdy =z téchto vektoru je néjakou linedrni kombi-
naci vektora (4.3). Potom z vektort (4.4) lze vylrat nej-
vyde k linedrné nezdvisljch vektori.

*) Dakaz je napf. v knize I. M. Gelfanda, Lekcii po liné&jnoj
algebre.
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Piiklad 4.4. Véta, kterou jsme uvedli, nAm umozni
zjistit dimenzi n vektorového prostoru K, véech komplex-
nich ¢isel. V piikladé 4.3 jsme ukézali, Ze vektory
U =1 V=21 jsou lineairné nezavislé. Existuji tedy
v prostoru K, dva linearné nezavislé vektory, a proto
n = 2. Zvolme si v K, t¥i libovolné vektory a, b, €
a napiSme je jako linearni kombinace vektora u, ¥
(odGvodnéte si sami, pro¢ je to mozné). Podle ptedchi-
zejici véty lze vybrat z vektord a, b, € nejvyse dva
linedrné nezavislé vektory. To v8ak znamena, Ze libo-
volné zvolené tfi (a tedy kazdé tfi) vektory z K, jsou
linearné zavislé. Prostor K, md proto dimenzi n = 2.

Priklad 4.5. Oznaéme V,; mnoZinu v8ech vektora de-
finovanych (v druhé kapitole) v prostoru E;. Zfejmé V,
je vektorovym prostorem. UkiZeme si, Ze jeho dimenze
n = 3. Plesvédéme se nejprve, Ze ve V, existuji tii
linearné nezavislé vektory, totiz napf. vektory W =
=(1,0,0), v =(0,1,0), W =(0,0,1). Skute&ns rov-
nice «W + SV 4+ yW = 0 ¢&ili rovnice

(1, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, 1) = (0, 0, 0)

mé jediné fefeni a = f = y = 0 a tedy podle vty 4.2
jsou vektory W, V, W linearné nezavislé. Kazdy vektor
W = (2, %,,%,) z V, lze zapsat ve tvaru X = z,u +
+ z,¥v 4+ z;W. To tedy znamend, Ze kaidy vektor
z V, je linedrni kombinaci vektori w, v, w. Odtud
a z véty 4.3 vyplyva, Ze kazdé &tyki vektory z V, jsou
linedrné zavislé.

4.5, Bize vektorového prostoru
Definice 4.5. KaZdou skupinu % linearné nezavislych

vektorl e,e,, ...,e, (4.5)
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z n-rozmérného vektorového prostoru W, nazyvime
bdzt tohoto prostoru.

Tak tfeba vektory W = 1, v = ¢ tvoti bazi ve vektoro-
vém prostoru K, (pfiklad 4.4) a vektory u = (1, 0, 0),
v =(0,1,0), w=(0,0,1) tvofi bdzi ve vektorovém
prostoru V; (pifklad 4.5). O bazi vektorového prostoru
platf tato dileZita véta:

Véta 4.3, Predpoklidejme, %e (4.5) je bdzi vektorového
prostoru W,. Potom kazdy vektor w € W, lze vyjddiit
prdvé jednim zpisobem

u=ue + u€ + ... + u,e, (4.6)

jako linedrni kombinaci vektord bdze (4.5) (tj. &islau,, ...,
u,, jsou uréena jednoznaéné).

Dikaz. 1. Necht u je vektor z W,. Ukazeme, Ze je
mozné vyjadfit jej ve tvaru (4.6). Z vlastnosti baze
plyne, Ze vektory u, e,, e,, ..., @, jsou linedrné zi-
vislé. Existuje tedy alesponn jedno nenulové fedeni
rovnice

all + a;€; + a,@ + ... + «,8, = 0. (4.7)

Pt#i tomto nenulovém feSeni je nutné a # 0, nebot
v opaéném piipadé by musely byt vektory (4.5) linedrné
zavislé; to viak neni mozné. Rovnici (4.7) mizZeme tedy
upravit na tvar

ay - 2]
Uu=—-1e — 2e—...— e,
xX a . 4

z néhoz je patrné, Ze libovolné zvoleny (a tedy kazdy)
vektor W € W, je linedrni kombinaci vektord dané béze.

138



2. Predpokladejme, ze
u=ve | ve + ... + v,.e, (4.8)
je jiné vyjadieni vektoru W, odli8né od vyjadieni (4.6).
Odeéteme-li od sebe rovnice (4.8) a (4.6), dostdvime
rovnici
0= (v, —u)e + (va—uy) € + ...+ (v, —u,) €,
z niz okamzité vzhledem k linearni nezivislosti vektora
e, e, ..., e, vyplyvi, Ze
Uy =¥y, Uy = Vs, ..., Uy = Uy .

Tim je v&ta dokdzana.

Cisla u,, %, ..., u, z rovnice (4.6) nazyvéme sourad-

nicems vektoru W vzhledem k bazi (4.5). Je-li baze (4.5)
zvolena pevné, nemizZe dojit k nedorozuméni, uzijeme-li

oznadeni W = (u,, Uy, ..., U,). Jestlize dile W = (w,,
Wy, ..., W) & a je libovolné redlné éislo, zfejmé& plati:
U+ W= (u + w, %+ s, ..., %y + Wa),

all = (aly, athy, ..., aly) .

4.6. Axiomy afinniho prostoru

V druhé kapitole jsme vysli z pfedpokladu, Ze ze
st¥ednf 8koly vime, co je euklidovsky prostor E,. Na
tomto zdkladé jsme zavedli pojem vektoru, vektorovych
operaci a pokratovali jsme pak dile ve studiu geometrie
prostoru E,;. Jak jsme se jiZz zminili, je moZné mit
k tomuto postupu z matematického hlediska vyhrady.
Stredoskolsky postup vykladu geometrie neni totiz
dtsledné deduktivni, dasto se opira o nazor, a tim je pak
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nutné poznamenan i vyklad, ktery vychaz{ z tohoto
stiedoSkolského pojeti. Ukazeme si zpusob, jakym lze
namitku obejit.

V této kapitole jsme zavedli pojem n-rozmérného
vektorového prostoru. Pfitom jsme se nikde neodvola-
vali na znalost euklidovského prostoru. To ndm umoz-
nuje, abychom ,,zpétné‘‘ pomoci n-rozmérného vektoro-
vého prostoru zkonstruovali euklidovsky prostor, a to
dokonce tzv. n-rozmérny euklidovsky prostor. Celou
konstrukei provedeme postupné. Nejprve budeme defi-
novat tzv. afinni prostor, tj. prostor, ve kterém nebude
zavedeno méfeni velikosti dsedek a uhla. Pfipojenim
daldich predpoklada sestrojime pak euklidovsky pros-
tor. Vénujeme se tedy afinnimu prostoru.

Definice 4.6. Necht je W, n-rozmérny vektorovy
prostor a A, mnoZina. Prvky mnoZiny A, budeme nazy-
vat body a oznadovat velkymi pfsmeny 4, B, C, ... .
Necht jsou splnény nasledujici pozadavky:

2,) Kazdé usporddané dvojici boda 4, B z A, je pFi-
Fazen v prostoru V, privé jeden vektor. Pro tento vektor
uZijeme oznateni B — A.

2,) Kaidému bodu A e A, a kazdému vektoru
u ¢ W, odpovida pravé jeden bod B e E, takovy, Ze
platf

B—4=u.

Bod B budeme také nazyvat soultem bodu A s vektorem
u a budeme psit B = 4 + u.
9,) Pro kaidé tii body 4, B, C z A, plati (obr. 60)
(C—B)4+-(B—A)y=C—A4.

Mnozinu A,, kterd vyhovuje poZadavkim 2,—92.,, na-
zyvame mn-rozmérnym afinnim prostorem. W, je tzv.
vektorové zaméfent prostoru A,.
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Zavedli jsme tedy jednoduchym a jasnym zplsobem
pojem n-rozmérného afinntho prostoru. Polozime-li
n = 3, dostavame prostor A,;, v ném% muZeme provést
vlechny tvahy druhé kapitoly. Polozime-li n = 2,
resp. n = 1, mame tzv. afinn{ rovinu A,, resp. afinni
pFimku A,. Studium geometrie v prostorech A,, A,, A;
Ize provést najednou tim prostym zptisobem, Ze studu-
jeme geometrii pfimo v n-rozmérném prostoru A,. To je
jedna z vyhod zavedeni n-rozmérného prostoru. Ptitom
konstrukce prostoru A, je co do obtiZnosti stejnd jako
konstrukce prostoru A, (resp. A, nebo A,), ktery se pak
jevi jako specidlni piipad prostoru A,. Uvedme jesté
jeden diivod pro zavedeni n-rozmérného prostoru.
Seznamujeme se totiZ s pojmem velmi uZiteénym a dnes
stéle vice pouZivanym nejen v matematice, ale i v jejich
aplikacich (napf. linedrn{ programovani mechanika
hmotnych bodu, teorie relativity).

B
B-A -8

A ¢
(B-A)+(C-B)

Obr. 60. Graficky soudet vektor.

4.7. N&které véty z afinni geometrie

Nyni bychom mohli za*t systematicky budovat
afinni geometrii. Postupné bychom odvodili vSechny
znamé poulky ze ,,stfedoSkolské afinni“ geometrie (tj.
ze stfedodkolské geometrie polohy). To v8ak neni idelem
nadf kniZky. Na nékolika madlo definicich a vétach si
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vBak naznadeny postup ukazme. Jisté zde ocenite jedno-
duchost a eleganci vektorového pojeti geometrie.

Definice 4.79. Bud A libovolny bod prostoru A, a w
libovolny nenulovy vektor z vektorového prostoru W,,.
Potom mnozinu vSech bodi X uréenych rovmief

X=A+4+tu, te (—ow, +mx), (4.9)

nazyvame primkou. Rovnice (4.9) je tzv. vekforovd rov-
nice této piimky. O piimce (4.9) dile tikdme, Ze prochdzi
bodem A a je rovnobéind s vektorem uW. O kazdém nenu-
lovém vektoru, ktery je kolinedrni s vektorem w, fika-
me, Ze je rovnobéiny s piimkou (4.9).

Viimnéte si, Ze pii definici piimky neni vibec pod-
statnd dimenze prostoru, v némz ptimku definujeme.

Vita 4.4. Jsouddny pfimkya: X = A + aw;b: Y =
= B + V. Obé pfimky jsou totoiné prdvé tehdy, jestlize
vektory W, V¥ jsou kolinedrnt{ a B € a.

Dikaz. 1. Predpoklidejme, ze piimky @, b jsou
totozné. Jestlize A * B, pak existuji nenulova d&fsla
ag, By takova, ze plati B = A4 4 ayW; A = B + f,V.
Seétenim obou rovnic dostaneme rovnici @ = ayU +
—+ B,V, z niz podle véty 4.1 plyne, Ze vektory W, ¥ jsou
kolinedrni. JestliZe 4 = B, zvolime na pfimce b bod
B + v. Bod B - v leii téZ na totozné ptimce @, tedy
B+ v =4 + auw. Odtud mime v = al, vektory u, v
jsou tedy kolinearni. Jelikoz dile B € a, je tim prvni
¢ast véty dokazéina.

2. Predpokladejme, Ze vektory W, ¥ jsou kolinearnf
aBea ZrovnicB =4 + aW,vV=9yW,Y =B+ v
snadno odvodime, Ze Y = A + («y + fy) . Dokazali
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jsme tedy, Ze kazdy bod Y piimky b lezi na pfimce a.
Obracené viak také kaZdy bod X piimky a lezi na
piimce b; piesvédiéte se o tom sami. Pifmky a, b jsou
tedy totozné. Véta je dokdzéna.

Véta 4.5. Dvéma riznymi body A, B prochdzi prdvé
jedna primka.

Dikaz. 1. UkdZeme nejprve, Ze body A, B prochézi
alesponn jedna p#imka, totiz pfimka uréend rovnicf
X =A + t(B— A). To je zfejmé, nebot pro ¢ = 0 je
X =A;prot=1je X =B

2. Pfedpokladejme, Ze pifmky o rovnicich

X=A+au, Y=A+8v, (4.10)

prochazeji body A, B. Ziejmé existujf éisla ao a By tak,
Ze plati

B=A+4 au, B=A+4 V.
Jelikoz body A, B jsou ruzné, je ay # 0, f, # 0. Sette-
nim poslednich rovnic zjistime, Ze g 4+ f,¥ = ©. Vek-
tory W, V jsou tedy podle vé&ty 4.1 kolinearni, a podle

véty 4.4. jsou obé& piimky (4.10) totozné. Tim je véta
dokazina.

Definice 4.8. Primky, které jsou rovnobéziné s tymz
vektorem, nazyvame rovnobéingmi primkams.
Vita 4.6. Dvé¢ rovnobéiné piimky nemaji bud Zddny

bod spoleény, nebo maji vdechny body spoleéné (tj. jsou
totoiné).

Véta 4.7. Danym bodem prochdzi prdvé jedna primka,
kterd je rovnobéind s danou pFimkou.
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Vity 4.6—4.9 zkuste dokdzat sami.

Definiee 4.9. Dvé pfimky, které maji pravé jeden bod
spoleény, nazyvame rdznobéZnymi pFimkams.

Viéta 4.8. V afinni roviné A, jsou kaZdé dvé pfimky bud
rovnobéiné, nebo riiznob&iné.

Vita 4.9. V afinnim prostoru A, existuji primky (tzv.
mimobéZky ), které nejsou ani rovnobéiné, ant riznobéiné.

Mohli bychom pokrafovat dale a zavést pojmy:
ortentace pfimky, uspordddni bodd na pFimce, udsetka,
shodnost dselek ma primce, rovina atd. Zabralo by to
viak pfili§ mnoho mista a tato knizka vam ma dat pouze
prvni impuls k hlub8§imu studiu nadhozenych otazek. -

4.8. Afinni soufadnice

V n-rozmérném afinnim prostoru A, si zvolime libo-
volny bod O a nazveme jej poldtkem afinni soustavy
souradnic. Dale si zvolme ve vektorovém prostoru W,
bézi, jejiz vektory oznatme e,, e,, ..., e€,. Bod O
spolu s vektory e,, @,, ..., @, tvoff tzv. afinni soustavu
soufadnic v prostoru A,. Oznadime ji {0, e,, e,, ..., €,}.
Piimky, které prochazeji bodem O rovnobéiné s vektory
e,, e, ..., e, nazyvime soufadnicovymi osami a zna-
¢ime je z,, x,, ..., Z,. Systém soufadnic v A, je zna-
zornén na obr. 61.

V prostoru A, si zvolme libovolny bod R. Vektor
R — O muZeme vyjidfit pravé jednim zpisobem jako
linedrni kombinaci vektoru baze

R—0=re +re,+ ... +re,.
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Tuto rovnici miZeme podle definice 4.6 (axiom 2,)
zapsat ve tvaru

R=0+4re +mrne+ ... +tre,. (411)

[s

9

Obr. 61. Afinni soustava soufadnic.

Dohodneme se, ze uspofdadanou n-tici &isel ;, s, ..., Ts
budeme nazyvat afinni soufadnice bod R vzhledem
k afinni bazi {0 e, ..., el

Je zfejmé, Ze kazdému bodu je v dané afinni soustavé
soufadnic ptifazena pravé jedna uspofddand n-tice
soufadnic. Plati téZz obraceng, ze kaidou uspofadanou
n-tici éfsel je urden privé jeden bod prostoru A,.

Zvolime-li afinni soustavu soufadnic pevné, nemuze
jist® nastat nedorozuméni, uzijeme-li pro bod R ozna-
denf [ry, 75, ..., 75) a budeme-li psat B = [ry, 75, .. ., 74].
Uzijeme-li tohoto oznadeni, lze snadno ukdzat, Ze pro
libovolné dva body 4 = [a,, a,, ..., a.), B = [b;, b,,

.., ba] a libovolny vektor W = (u,, s, ..., %) (sTV.
s odstavcem 4.5) lze psat
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A+u=[a’1+u1’a2+u2,"'9an+'un];
B_A=(bl_a’1’b2—a2’-"abn_an)-

Vektorovou rovnici pfimky X = 4 <+ tw lze pomocf
soufadnic psat ve tvaru

(21, 255 - ooy 2a) =[Gy, 85, <. ., @] 4 Euy, U,y ..., Un).

Rozepsinim této rovnice podle jednotlivych soufadnic
ziskame n tzv. parametrickych rovnic pfimky, a to ve
tvaru

r =a, + tu,,

Ty = @y + lu,,

Ty = Gy + Uy, .

4.9, Axiomy euklidovského prostoru

Definice 4.10. Necht A, je n-rozmérny afinnfi prostor
a W, je jeho vektorové zaméteni. Predpoklidejme, Ze
kazdé uspofddané dvojici vektort u, ¥ z W, je pfifazeno
pravé jedno ¢&fslo, které budeme nazyvat skaldrnim
soutinem vektorn W, ¥ a které budeme oznadovat W.v,
Ptedpokladejme dale, Ze pro kazdé tti vektory W, v, w
z V, a pro kazdé reélné &islo k jsou splnény pfedpoklady
€,,€:, %3, €, ze str. 85. Potom prostor A, oznadujeme
E, a nazyvime n-rozmérnym euklidovskym prostorem.
V, je jeho vektorové zaméieni.

Skalarni souéin definovany v prostoru V, ndm umozni
zavést v E, pojmy vzdalenost dvou bodi, thel dvou p¥i-
mek, kartézska soustava soufadnic atd. Postupnd tak
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zjistime, Ze v pfipad® n = 3 je euklidovsky prostor E,
prostorem, v némz muZeme realizovat vSechny tvahy
treti kapitoly.

4.10. Vzdalenost dvou bodd

Ve shodé s iivahami kapitoly tfeti se dohodneme, Ze
velikost vektoru w € W, budeme oznadovat | u| & bude-
me ji rozumdt &islo definované takto:

[u| = [uu. (4.12)

Vzdélenost dvou bodd A4, B z euklidovského prostoru
E, pak definujme jako velikost vektoru B — 4. Budeme
tedy psat

= |B—4]. (4.13)

Véta 4.10. Pro vzddlenosti libovolngjch tit boda A, B, C
2 E, plati

1.4B = BA,
2.AB = 0;
pritom AB = 0 prdvé tehdy, jestlite A = B.
3. AB + BC = CA (tzv. trojihelntkovd nerovnost).

Dikaz.1.Ztejmé AB = |B—A|_V(B—A)(B—A)
=|/(4 —B)(Ad—B) = |A—B| =
2.AB=|[B—A4| = (B— A)(B A) Odtud a

z axiomu C, vyplyvi, Ze AB = 0 a Ze dale plati AB =
=04 =258

3. Nez pristoupime k dikazu tzv. trojl’lhélnikové ne-
rovnosti, kterou pro piipad trojrozmérného prostoru
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zndte jisté dobie ze Skoly (obr. 62), odvodime tzv. ne-
rovnost Cauchyho (¢ti Késiho)

uv] < jul[v], (419

kter4 platf pro libovolné dva vektory u, v zW,. Zvolme

Obr. 62. XK dikazu trojihelnikové nerovnosti.
si libovolné realné ¢fslo a a sestrojme vektor u—aV.
Ziejmé (W — aV)(W — aV) = 0. MizZeme tedy psat
uu — 22UV + a2vv = 0. (4.15)

Jestlize vektor Vv je nulovym vektorem, je nerovnost
(4.14) splnéna. Predpokladejme tedy, Ze Vv # @ ¢&ili
|¥| # 0 a polozme

uv
a = ——
\AJ
Odtud a ze (4.15) plyne, Ze
2 2
uu — 2 (UW (UV)* wv) = 0.
vy (vv)?

Tato nerovnost neni ni¢im jinym nez Cauchyho ne-
rovnosti (4.14), kterd je tim dokazana.
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Vratme se nyni k dakazu trojihelnikové nerovnosti.
Uzijeme-li oznagen{ z obrazku 62 a Cauchyho nerovnosti,
muZeme psat

AC* =wwW = (u+ Vv)(u+ V)=
= uu + vv 4+ 2uv <
= uu+ vv 4 2/u||v| =
= AB? + BC* 4 24B.BC = (AB + BC)*.

Tim je ovdfena trojihelnikovd nerovnost, a tedy

ivéta 4.10.

4.11. Odchylka dvou vektorii a odchylka dvou pfimek
Jsou-li w, ¥ dva nenulové vektory, mizeme Cauchyho
nerovnost psat ve tvaru
uv
— (a7

V tomto piipadé ma tedy rovnice

uv

Ta[[v (4.16)

cos ¢ =

v nfZ neznamou je ¢, vidy v intervalu (0, #) pravé
jedno feSeni. Dohodneme se, Ze &islo ¢, které je timto
fefenim, budeme nazyvat odchylkou dvou nenulovych

vektort W, V. Jestlize ¢ = % , fekneme, Ze (nenulové)

vektory WM, V jsou vzdjemn& kolmé. Z rovnice (4.16)
okamzité plyne, Ze dva nenulové vektory jsou vzajemns
kolmé pravé tehdy, jestlize jejich skalarni soudin je
roven nule.
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Méme-li urdit odchylku ¢ dvou pfimek, budeme postu-
povat ndsledovné: '

Zvolime si nenulovy vektor W rovnobéiny s prvou
pfimkou a nenulovy vektor ¥ rovnobdiny s druhou
ptimkou. Dohodneme se, ze hledanou odchylkou budeme

/

rozumét ¢&islo ¢ z intervalu \0, %> stanovené rovnicf

CoB p = ’—I—E'Lg . (4.17)

UkédZe se, Ze rovnice (4.17) ma v intervalu / 0, 3 >

vidy pravé jedno FeSeni a Ze toto FeSeni je nezawslé na
volbé vektori W, Vv, které jsou s uvaZovanymi rovno-
b&%né. Dvé piimky, které maji odchylku rovnou d&islu

n ra rd rd .
5 » hazyvime kolmymi.

Ctenéfe mozna prekvapuje abstraktni ptistup k po-
jmam odchylka dvou vektori a odchylka dvou pfimek.
Jeo dulezité si uvédomit, zZe pokud se pohybujeme v pros-
toru E,, vystadime vcelku s nazornym pojetim 3. kapi-
toly. Pokud oviem zkouméame prostor E,, kde n > 3,
nemime jinou moznost, nez uvedené pojmy zavést
touto abstraktni cestou. Toto abstraktni pojeti neni
nijak v rozporu s tfm, co jiZ divno vime o prostoru Eg,
(resp. E,).

Da.léi studium odchylek, resp. dhlii, by nas mohlo vést
t¥eba az k trigonometrii rovinnych a sférlckych trojuhel-
nikid. Nenf to v souhlase s na3i koncepei. Zijemce
viak odkazujeme na knihu [1] naeho vynikajictho ma-
tematika sv&tového jména Eduarda Cecha.

Pro ilustraci uvedme asponi jednoduchy zpusob,
kterym lze z nasich piedpokladi odvodit znamou Pytha-
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gorovu vétu. Vyjdeme-li z oznadeni obrazku 63, mazeme
psat

AC? = (w4 v)(u+ V) = uu + vv 4 2uv. Jelikoz
piimky A B a BC jsou navzijem kolmé, je v = 0a tedy

AC? = AB? + BC?,

Tim je platnost Pythagorovy véty prokazéna, a to ne-
jenom v prostorech E, a E,, ale dokonce v n-rozmérném
euklidovském prostoru E,.

A u+y ¢

Obr. 63. K dikazu Pythagorovy véty.

4.12. Kartézska soustava soufadnic v E,,

Predpokladejme opét, Ze je dan euklidovsky prostor
E, a jeho vektorové zaméfeni W,. Necht afinni soustava
soufadnic {0, e,, €,, ..., €} prostoru E, ma tu vlast-
nost, Ze kazdy jeji vektor je jednotkovy a Ze kazdé dva
jeji rizné vektory jsou navzijem kolmé. Jinymi slovy
reteno nechf plati

lproi =3
ee, = < (4.18)
0 pro ¢ # j.
Potom {0, e,, e,, ..., €,)} nazyvame kartézskou sousia-

vou souradnic. Lze ukazat, Ze v prostoru E, vidy existuje
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kartézské soustava soufadnic. Dikaz provad&t nebu-

deme.
Zvolme tedy pevné v prostoru E, kartézskou soustavu

soufadnic. Politejme skaldrni soudin dvou vektori

W= (U, Uy, o0 Un), ¥ = (g, %, ...,0,), jojich sou-
fadnice uvazujeme vzhledem k této soustavé soufadnic.
Ziejm& W.V = (u,@; + u,@, + ... + u,e,).(v,&, +

+ v,@, + ... + vy@,). Odtud a z (4.18) okamZité plyne,
Ze

UV = 4,0, + Uy + ... + Up¥y . (4.19)

Tim jsme odvodili vzorec, ktery pro » = 3 dobfe zname
z tfeti kapitoly.
V prostoru E, si zvolme dva body 4 = [a,, a,, ..., a,]
B = [by, by, ..., b,), jejichZ soutadnice jsou opét vzta-
Zeny k uvazované pevné zvolené kartézské soustavé sou-
fadnic. Hledejme vzdélenost dvou bodé 4 a B. Z rovnice

= |B— 4| =|(B—4).(B—4)
a z rovnice (4.19) okamzité dostavame
AB = l/(bl —ay)? 4 (by—a)? + ...+ (ba—an).

Znovu jsme si tedy odvodili vzorec, ktery, jak vime,
v E, platf.

Uzavirdme tuto kapitolu. Nadhled, ktery dtenaf v po-
slednf kapitole ziskal, mu dovolu]e hlub3i pohled do
problematiky druhé a tieti kapitoly.
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