Booleova algebra

6. kapitola. N€kolik tloh z mnoZinové algebry a algebry
pravdivostnich hodnot

In: Oldfich Odvérko (author): Booleova algebra. (Czech). Praha:
Mlada fronta, 1973. pp. 67-87.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403772
Terms of use:

© Oldrich Odvérko, 1973

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403772
http://dml.cz

6. kapitola

NEKOLIK ULOH
Z MNOZINOVE ALGEBRY
A ALGEBRY PRAVDIVOSTNICH
HODNOT

Ilustrujme v této kapitole uziteénost zavedené Booleovy
algebry na nékolika piikladech o mnozinich a z logiky.

Priklad 28: Zjednoduste zapis mnoZiny
ANENCOUDNAUB UENCNAU

U(BUD)NA

tak, aby obsahoval co nejméné symbola. Pritom 4, B, C,
D, E jsou podmnoziny dané neprazdné mnoziny M.
Redeni: V zapise uvaZované mnoziny se vyskytuje celkem
pét pismen oznatujicich podmnoziny mnoZiny M. V této
kniZee jsme uvedli Vennovy diagramy nejvyse pro
¢tyfi mnoziny, nemuazeme tedy této grafické metody
pro FeSeni nadeho piikladu pouzit.*)

Vyuzijme té skutednosti, Ze mnozinova algebra (M\,
U. N. ') je modelem Booleovy algebry. Piepisme zapis
dané¢ mnoziny do symboliky uzivané v Booleové algebie
(B. +..."). Pijde o tyto zdmény: A —a, B —»b,C —c,
D >d E >e ) ~>., U~ +. Dospéjeme pak k prvku

aec+ ((da) +b) +ec'at (b+d) .a

mnoZiny B.

*) Mnozinové diagramy lze sice sesirojovat i pro vice nez &tyFi
mnoziny, feSeni uloh pomoci nich jo vSak uZz nepfehledné
a komplikované.
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(Vsimnéte si, Ze jsme na zikladé dmluvy o zapisech
prvki Booleovy algebry vynechali také nékteré ,,zby-
tetné‘‘ zavorky.)

Pouzijeme-li nyni ke zjednoduseni zapisu tohoto prvku
axiomu a vét (1) az (23), dostaneme postupné
aec+ ((da)’ +b) +ec'a+4- (b+d) .a = aec+ec’'a+
+ ((da)’yb’' -+ b'd’'a = ae.(c+c')+dab’ +b'd'a =
=ae. l+ab'.(d+d) =aetab =a.(e+b)
Posledni vyraz opét zcela formalné piepiseme do symbo-
liky uzivané v (M. (. (), ). Dospivime k zavéru ...
AN (E U B).

Né§ priklad lze Fedit také takto: Picpiseme-li kazdy
z axiémi a vét (1)—(25) do symboliky pouZivané v (M,
U, N, '), bude pravdivou vétou o prveich z M. Pouii-

jeme-li jich pak k dpravé zapisu uvaZované mnoZiny,
dostaneme

ANENOCOUD N4 UBUENCNAUY
VBUDNAH=(A4nBE)nO VA NEN
NCYU@NA)Y NBYUB ND' N4 =
=@ANENCUCHUMANBENDUMAN
NBND)=ANENMHUANB)NDU
UD)=ANEUANB)NM) =4 NE)U
VANB)=4N(E U B)

Sami posudte, ktery z obou zpisobu Feseni se jevi
pohodInéjsi a elegantnéjsi.
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Priklad 29: Uréete pravdivostni hodnoty, jichZz nabyva

vyrokova formule
(X=Y)A(X'=Z) V(Y AZ)

pii vSech pravdivostnich hodnotich vyroki, které dosa-
zujeme za X, Y, Z.

Redent: Prejdéme od nadeho p¥ikladu k tomuto tikolu:
Urdit vSechny uspofadané trojice pravdivostnich hodnot
vyrokta dosazovanych za X, Y, Z, pro néz plati

ph [(X = Y) A (X' =Z) V (Y A Z)] =0

Jestlize rozie§ime tento iikol, bude uz v podstaté vytesen
i cely ptiklad.

Z Gvah provedenych ve 2. kapitole plyne, Ze miZeme
bez obav ., X =Y zaménit ,X'VY* a . X'=2'“
nahradit ,,(X’)’V Z’“. Oznaéme dale ph(X) =z,
ph(Y) — y. ph(Z) = =.

N4s vikol lze potom pfeformulovat jesté takto:

Reste rovnici (2’ +y). (@) +2)+y2 =0 (28)

o tiech proménnych z, y, z v mnoziné H x H x H.
Vzhledem k tomu, Ze algebra pravdivostnich hodnot
(H, +, .. ") je modelem dvouprvkové Booleovy algebry
(D, +, ., '), miZeme piejit k FeSeni rovnice (28) v mno-
ziné D x D x D.¥)
Pouzijme axiomi a vét (1)—(25) k dpravé jeji levé
strany:
@ +y). () +2)+y2 =@ +y). (@+2)+y2 =

=grtyr+ 2’2ty +y' =yr+xZ4+2 . (y+y') =
= yz+ (2’2’ +2') = yx+2

*) Po formaélni stranco hude zdpis celého postupu feseni v obou
pfipadech zieyjmé zeela shodny.
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Ptechdzime tedy k FeSeni rovnice yz+z' = 0 o pro-
ménnych z, ¥, z z mnoziny D.

Podle (22) je yx+2z' = 0 pravé tehdy, kdyZ plati
yx = 0 a zarovelh 2z’ = 0. Z tabulky 7 v kapitole 2 je
vidét, Ze yx = 0, praveé kdyz je y = 0 nebo z = 0.

Dospivame k zadvéru, Ze mnoZina viech feseni rovnice
(28) je rovna {[0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, O, 1]}.

Odtud uz miZete sami formulovat odpovéd, jezi je
poiadovana v textu ptikladu. Zkouskou dosazenim do
zkoumané vyrokové formule se muZete piesvédéit, Ze
jsme poéitali spravné.

Zkuste jesté pro srovnani vytedit nas piiklad ,,tabul-
kovou metodou‘‘.

Dalsi dloha je slovni, podminky v textu nejsou mate-
matizovany. UkdZeme na ni dva rizné zpasoby mate-
matizace a nékolik riznych metod FeSeni.

Piiklad 30: Z mésta H do mésta K povede trat nové
dalkové autobusové linky. Komise odbornikit rozhoduje,
ve kterych z mést A, B, C, D, ktera lezi na této trati, ma
byt ziizena zastavka. Byly podany tyto navrhy:

1. 8len komise: Neni vhodné zfizovat zastivku v obou
z mést B a C, ale je nutné, aby autobus stavél v B nebo
v D.

2. 8len komise: Autobusova zastavka by méla byt uréité
v C nebo v B; jsem dile proti tomu, aby byla soudasné
v méstech A a C.

3. ¢len komise: Neni mozné, aby byla zastivka ziizena
v B a pfitom nebyla zfizena v A. Jsem také proti tomu,
aby autobus stavél ve viech tiech méstech B. C a D.
Ve kterych z mést A, B, C, D byly zbudovany zastavky
této autobusové linky, vime-li, Ze viechny navrhy byly
respektovany a Zadny dalsi navrh nebyl podan?
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Redeni: 1. Pokusme se nejprve viechny podminky z textu
tlohy matematizovat tak, abychom dospéli k mnozi-
novym situacim.

Zvolme za riamec na8ich tivah mnoZinu vsech auto-
busovych linek vedoucich z mésta H do mésta K
a oznaéme )i pismenem Z. Pismeny A4, B, C, D oznaé¢me
postupné tyto podmnoZiny mnoziny Z:

A ... mnozina vSech autobusovych linek, které stavi v A
B ... mnoZina viech autobusovych linek, které stavi v B
C ... mnoZina viech autobusovych linek, které stavi v C
D ... mnozina v3ech autobusovych linek, které stavi v D

Nasim akolem je uréit takovou podmnoZinu mnoziny
Z, do ni7 patifi ,,naSe’ autobusovi linka. Vyjadieme
viechny podminky z textu tlohy pomoci podmnozin
A, B, C, D a operaci s nimi:

1. ¢len komise navrhuje, aby linka patfila do mnoZiny
(BNC) 0 (BU D).

2, élen komise zastava nazor, Ze autobusova linka ma
patiit do mnoZiny (C J B) N (4 N C)'.

3. tlen komise poZaduje, aby tato linka patiila do
muoziny (B N 4A')Y (B NC (D). Promyslete du-
kladné vSechna tii tvrzeni!

Vzhledem k tomu, Ze v8echny tii navrhy byly schva-
leny, musi nové zavadéna linka patkit do priniku v3ech
t¥i uvedenych mnozin, tj. do mnoZiny

BN NBUDNCUBNMANG NBN
NAY N (B NCNDY

Jenom na zakladé tolioto pomérné slozitého zipisu
mnoziny ddme asi téZko ihned odpovéd. Pokusme se
proto tento zapis co nejvice zjednodusit.
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a) VyfeSme nejprve dany dkol uzZitim Vennova dia-
gramu pro ¢tyfi mnoziny 4, B, €, D. Na obrazku 14a
je sestrojen obraz mnoziny (B NC)Y N (B UD) N
N (C U B), na obrazku 14b je znazornéna mnoZina
Aney nNnBsBnay NnBNC ND)y. Na obrazku
14c¢ je potom sestrojen obraz priniku téchto dvou mno-
Zin.

Z obrazku l4c¢ mlZeme vytist tyto zavéry: Nové
zavadéna autobusova linka patii bud do mnoZiny

4 Z

7 7
YUY

Obr. I4a, b, ¢
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ANBNC ND nebo do mnoziny A N B NC' -\ D
nebo do mnoZiny 4’ (Y B’ () C () D. Po schvaleni viech
tfi navrhu zustavaji tedy tyto moznosti pro ziizeni za-
stavek:

Autobus bude stavét jenom ve méstech A, B;
autobus bude stavét jenom ve méstech A, B, D;
autobus bude stavét jenom ve méstech C, D.

Zkouskou dosazenim do textu ulohy se picsvédéte
o spravnosti uvedenych zavéra.

Nemohli bychom vyiesit na§ piiklad Vennovym dia-
gramem néjak elegantnéji a jednoduseji nez jsme pro-
vedli zde ? Co kdybyste pfedem ,,vyskrtali* viechna pole
Vennova diagramu, jeZ jsou obrazy téch podmnozin
mnoziny Z, do nichZ autobusova linka nemtzZe patiit
(tj. napiiklad B N C, A N C atd.) a pracovali uz jenom
se zbyvajicimi poli diagramu? Porovnejte své vysledky
s obrazkem 15.

X
X | X | X |X

Obr. 15
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b) Pro srovnani s metodou Vennova diagramu ukaZme
zjednoduleni zapisu nasi mnoziny booleovskym vy-
poétem. Piejdéme k zapisu v symbolice Booleovy
algebry a pouzijme pfi dpravach axiomu a vét (1)—(25):
(be) . (0+d).(c+b).(ac) . (ba') . (bed) =

=[(b'+¢). (] +¢)+d)].(c+Db).(a +¢). (b+d).
.(b'+a) = (" +c).(c+b).(a’+¢).(bb"+db" + ba+
+da) = (b'c+¢'d).(a'+¢').(db 4 ba+da) = (a'b'c+
+a’be’ +be’). (db' 4+ ba+da) = (a’b’c+be’).(db’ -+ ba—+
+da) = a’b’cd+ be'db’ + a’b’'cba -+ be’ba+ a'b’cda -
+bc'da = a’b'ed+abe’ - abc’'d = a’b’cd+abe’ . (d+d')+
+abe'd = a’b’'cd+abe'd + abe’d’

Vratime-li se zpét k zapisu v mnoZinové algebie,dosta-
neme
da@nBncnnuAansenenbyuEn
NBNC A D)

Dospivame ke stejnému vysledku jako pii predchozi
metodé Feseni.

II. Matematizujme podminky z textu ulohy tak, aby-
chom dospéli k problému z logiky.

Vyhledejme nejprve v textu viechny ,,jednoduché™
vyroky a oznadme je pismeny:

S ... autobus bude stavét v mésté A,
T ... autobus bude stavét v mésté B,
U ... autobus bude stavét v mésté C,
V ... autobus bude stavét v mésté D.

Zapisme symbolicky pomoci pismen S, T, U, V a znaka
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SV LAS L vBechny vyroky jednotlivyeh  élent
komise.

Lélen...(TAUYA(TVY)
2.8len...(UVT)A (SAUY
3.8len ... (TASYA(TAUAVY -

Nasim tkolem je urdit vSechny uspotddané &tverice
pravdivostnich hodnot vyroka 8, T, U, V, pro néz je
pravdiva konjunkee vSech téchto tii vyrokt. Mame tedy
uré¢it vSechny uspofadané dtvetice pravdivostnich hod-
not vyroka S, T, U, V, pro které jsou zirover pravdivé
vyroky (TAU)Y, TVV, UVT, (S8ATUYy, (TASY,
(TAUAV).

a) Vyfedme tento tkol nejprve ,tabulkovou meto-
dou‘. Provéite, zda FeSeni uvedené v nasledujici tabulce
je spravné.

ph (8) 11111111000000°00
ph (T) 1111000011110000
ph (U) 11001106011001100
ph (V) 1010101010101010
ph (T A TU) 1100000011000000
ph ((T A U)) 001111110011 1111
ph (T v V) 111010 111010
ph(T‘v'U) i 11110 111 ();
ph (S A U) | 1001 | 000

ph ({8 A U)") 110 | 111 ‘!
ph (S) 00 l L1

ph (T A 87) 00 e H
ph ((T ~ 8%)) RN EEE RN
ph(TAUAV) {1 (oo | 11| RK R
ph(T UV [l vn ] 1

Z tabulky zjistujeme, Ze poZzadované vlastnosti maji
tyto dtvetice pravdivostnich hodnot: [1, 1, 0, 1], [1, 1,
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0, 0], [0, 0, 1, 1]. Odtud dospéjeme k tymz tiem moz-
nostem pro ziizeni autobusovych zastavek jako p¥i pfed-
chozich metodich Feseni.

b) Vyie§me tkol urdit vSechny étvefice pravdivostnich
hodnot vyroka S, T, U, V, pro které je
Ph(TAUYA(TVV)A(UVT)ABSAUYA(TA

ASYA(TMAUAV)Y] =1,
booleovskym vypocltem.

Po prepisu do symboliky dvouprvkové Booleovy
algebry (D, +, ., ') dochdzime k problému fesit rovniei
(tu) . (t+v).(u4¢t).(su) . (t8') . (tuv)’ =1

o &tyfech proménnych s, ¢, u, v v mnoZiné D x D x D x
x D. .

Po upravé levé strany rovnice (v8imnéte si metody
Lb) dostavame

stuv + stu'v + stu'v’ =1

Z tabulky 6 z 2. kapitoly je vidét, Ze étvetice (s, ¢, u, v]
patfi do mnoziny v8ech feSeni této rovnice, praveé kdyz

plati s't'uv = 1 nebo stu'v = 1 nebo stu'v’ = 1.

Podle (23) je s't'uv = 1 pravé tehdy, kdy?Z zaroveii plati
¢ =1,t=1u=1,v=1, ¢l
8§ =0,t =0,u=1v=1,

Obdobné dostaneme dalsi dvé feSeni rovnice:

1
0

s =1,¢
s=1,t

l,u=0,v
1, u=0,2

Mnozina v8ech FeSeni dané rovnice je tedy rovna {[0, 0,
I, 1), (1, 1, 0, 1]. [1, 1, O, 0]}). Odtud uZ snadno dojdeme

76



k tymz ,,kombinacim* zastavek jako pii vSech piedcho-
zich zpusobech Fedeni ulohy.

Pozndmka: Néktefi z vas jisté umite Fesit tyto typy dloh
pomoci uzlovych diagrami. Zkuste i tento zplsob feseni!

Piiklad 31: Reste rovnici
XN{468 =X U357 NX (29)

o jedné prominné X v mnozing K vech podmnozin mno-
Ziny K ={1,2,3,4,5,6,7, 8}.

Redeni: 1. Priklad vyfeSme nejprve uzitim Vennova
diagramu. Predpoklidejme, Ze mnoZina v3ech feSeni
rovnice (29) v K je neprazdna mnoZina, tj. existuje
asponi jedna podmnozZina X, mnoZiny K, pro niZ je
XO n {41 6’ 8} = (Xl; U {33 5’ 7}) ﬂ XO

pravdivy vyrok.

Sestrojme tfikrat Vennuv diagram pro mnoZiny X,,
{4, 6, 8}, {3, 5, 7} (obrazky 16a, b, ¢). Na obrazku 16a je
sestrojen obraz mnoziny X, () {4, 6, 8}, na obrazku 16b
je zndzornéna mnozina (Xg UJ {3, 5, 7}) N X,.

K %
{«6.8) 27 {4.6,8}

X

25

Obr. 16a, b
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Mnoziny X, () {4, 6, 8} a (X, U {3, 5, 7}) ) X, jsou
si rovny, musi tedy kazdé pole diagramu, jez je éasti
obrazu pré.vé jedné z téchto mnozin, znazornovat prazd-
nou mnozinu (vzpometime na uvahy pfi feSeni ptikladu 5
v 1. kapitole). Vyhlede]me v8echna takova pole a na
obrazku 16¢ do nich vepi$me znak pro prazdnou mno-
zinu. Vzhledem k tomu, Ze prunik mnoZin {4, 6, 8}
a {3, 5, 7} je prazdnd mnozina, lze znak o \'opsat do

dalsich dvou poli.
K

Obr. 16¢

Nyni se na tomto obrazku pokusme obraz kaZdého
prvku mnoiiny K umistit” do nékterého z poli dia-
gramu, jeZ neni oznaéeno znakem . Ziejmé lzc Je(lno-
znadné zakreslit kazdy z obrazu prvkid 4, 6. 8. 3, 5, 7.
Obrazy disel 1 a 2 nelze jednoznaéné umistit, mohou se
nalézat v kterémkoliv ze dvou zbyvajicich poli, v némz
dosud neni zakreslen obraz zadného prvku mnoziny K.
Tuto skuteénost vyznalime na obrazku l6c oblontkem
spojujicim ptisluénd pole a nad néj piipiSeme Cislice
la2.

Z obrizku uZ snadno nahlédneme, Ze plati: je-li X,
feSenim rovnice (29), pak je X, C (1, 2}. Vypidme viech-
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ny podmnoziny mnoZiny K, pro néz plati tato podminka:
@, {1}, {2}, {1, 2}.

Zkouskou dosazenim do dané rovnice ,,provéite’’ po-
stupné kaZdou z téchto mnozin. Zjistite, Ze mnozina
viech Feseni je { o, {1}, {2}, {1, 2}}.

II. Ukazme feSeni rovnice (29) booleovskym vypo-
étem. Piejdémek zapisu v Booleové algebie ({4, 6, 8} —
a, {3, 5, 7} —~ b) a pouzijme axiémua a vét (1) az (25):

ar = (z'+b).x
ar = 2’z bx
ar = bx “(30)
(ax) .bx+azx.(bx) =0 (31)
(a’+2').bx+ax.(b'+x') =0
a'bx+ab'z =0
(eb+ab’).x =0 (32)

Piejdéme zpét k symbolice mnozinové algebry:

[((4,6.8) N {3,57) U {468 NG5 NX = o

Po tprave levé strany této rovnice dostaneme (provéite!)
3,456 7.8 NX = ¢ (33)

Pfitom (33) plati pravé tehdy, kdyz je X C {1, 2}.
Tento zivér je shodny s vysledkem pfedchozi metody
FeSeni; mnozina vSech feeni je { o, {1}. {2}. {1, 2}}.

Jisté jste si vsimli, Ze pfi fedeni booleovskych
rovnic jsme nijak nezdiraziovali, Ze je t¥eba
provadét zkousku. Zabyvejme se hloubé&ji timto pro-
blémem. Vyjdéme z konkrétniho piikladu; zkoumejme
z tohoto hlediska postup fefeni rovnice (29).

79



Predstavme si, Ze rovnice (30) az (32) jsou pfepsany
do symboliky mnozinové algebry (pfipadné si je do této
symboliky ptepiste). Oznadme mnoziny viech ¥eSeni
rovnic (29)—(33) postupné pismeny P, P,, P,, P, P,.

Snadno nahlédneme, Ze plati P = P, (upravovali jsme
pouze pravou stranu rovnice (29); pfitom pro vSechna
b, x mnoiiny B je (' +b).xz = bx). Od rovnice (30) jsme
dospéli k rovnici (31) uzitim véty (24). Jestlize si ji
znovu pfripomenete, je ihned ziejmé, Ze plati P, = P,.
Sami provéite, ze je také P, = P,, P, = P,. Odtud plyne
P =P,

Z této ivahy vyplyva, Ze v naSem piipadé neni tfeba
zkousku provadét; je pro nas nejvyse kontrolou sprav-
nosti vypodti.

Tento zavér je mozino zobecnit na viechny
pitipady booleovskych rovnic a jejich soustav,
pfi jejichZ feSeni pouzivime jenom axiomu
avet (1)—(25).

Nékterym z vis sc¢ moznd zda dprava rovnic uZitim
véty (24) zbytedné komplikovani. MiZete namitat, Ze
po této apravé (tj. po ,,anulovani‘ rovnice) dostaneme
obvykle na levé strané dané rovnice slozitéjsi vyraz,
ktery pak éasto zjednoduSujeme dosti pracné. Pritom
pfi fedeni ,,éiselnych’ rovnic pouzivame ekvivalentni*)
dpravy, jez jsou daleko ,.jednodussi‘:

Ndsobime obé strany rovnice stejngm Cislem razngm od
nuly,; pFicitdme k obéma strandm rovnice stejné éislo.

Nebylo by vhodngj$i namisto véty (24) (respektive

*) Volné fe¢eno, o ekvivalentni apravé hovofime tehdy,
kdyz plati: upravime-li pomoci ni n&jakou rovniei, pak mno-
ziny vsech feSeni této rovnice a rovnice upravensé jsou si rovny.
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(25)) pti FeSeni booleovskych rovnic uzivat takovychto
jednoduchych tiprav?

‘Vratme se k rovnici (30) z ptikladu 31 a vynasobme obd
jeji strany napiiklad prvkem &' (b # 1, tedy b = 0):

axb’ = bxb’
ab'z =0

Po piepisu do symboliky mnozinové algebry (K, U, 0, )
dostivame

46,8 N3,57T NX =u
a po Gpravich levé strany této rovnice

4,68 NX =

Odtud plyne X C{1,2,3,5,7}.

Porovname-li tento zavér s mnozinou vsech Fedeni
rovnice (29), miizeme konstatovat, Ze ndsobeni obou
stran booleovské rovnice danym prvkem neni ekvivalentni
dpravow. Sice jsme tedy ,,vyteSili” rovnici (29) timto
zpisobem rychleji, ale musime nyni provést jesté zkous-
ku, kterd bude dosti zdlouhavé — je nutno ,pro-
vérit' 32 podmnozin mnoziny K.

Obdobné zjistime, Ze ani #dprava , pfifteni stejného
proku k obéma strandm rovnice’’ nent ekvivalentni. Jestlize
napfiiklad pfi¢tete k obéma stranam rovnice (30) prvek 1,
dostanete nakonec X C K.

V ¢em tkvi pfi¢ina naseho ,,nedspéchu‘’?

Jisté vite, Ze pro vdechna redlnd &isla a, b, ¢ plati véty:
Je-li a+c = b+c, pak je a = b; je-lt ac = bc a zdrover:
¢ # 0, pak jea = b.

Tyto véty v Booleové algebie neplati. V modelu
(K, U, N, ') z piikladu 31 je napiiklad {1, 2} U {3, 4,
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6} ={1,2,31U (3,4 5),{LL2 N{4 5} ={L 2,3 N
N {4, 5} a ptitom je {1, 2} # {1, 2, 3}.

Pozndmka: V piikladé 31 jsme uzitim véty (24) dospéli
k ,,anulovanému‘‘ tvaru rovnice. D4 se obecné dokézat,
Ze v (B, +, ., ') plati: Kaédou rovnict o jedné proménné x
lze prevést na tvar

ar+bx'+c¢c =0,

kde a, b, ¢ jsou konstanty z mnoZiny B.

Na zavér této kapitoly uvedme jesté jednu slovni
tlohu vedoueci k feleni booleovské rovnice.

Piiklad 32: Ve tiech pavilénech A, B, C vystavniho
aredlu jsou umistény exponaty z éeského skla a biZute-
rie. Detektivové Ping a Pong vySetfuji kradez vzacné
kiiftdlové vazy, jez byla vystavena v pavilénu A. Je jiz
ziejmé, Ze pachatelé jsou mezi osmi nav3tévniky, které
si zde pro struénost oznadime a, b, ¢, d, ¢, f, g, k. Zkuse-
néjsi Ping uz zna jednoho z pachatelt kradeze. SnaZi se
i Ponga dovést k feSeni ukolu.

Pong: ,,Zjistil jsem, Ze v pavilénu A byli a, ¢, 2 a s nimi
nebo mezi nimi v8ichni pachatelé.

Ping: ,,Mohu vam prozradit, Ze nikdo dalsi z podezie-
lych tam uz nebyl.*

Pong: ,,V pavilénu B byli viichni kromé b a ¢. V pavilénu
C byli uréité d, f, g, b.“

Ping: ,,J4 jsem navic zjistil, Ze v C byli také v8ichni ti,
ktefi nepatii mezi zlodéje. Ale uz nikdo vice.*

Pong: ,,Ve viech tfech pavilénech byli jenom a, A.*

Ping: ,,Spravné. A ted uz miiZete uréit jednoho pachatele
a rozhodnout, ktefi dalsi z ndvitévnika ptipadaji
v tdvahu jako jeho spoleénici.*

82



Reseni: Matematizujme text nasf tlohy tak, abychom
dospéli k mnoZinovym situacim.

Zvolme za rdmec nafich Gvah mnozinu v&ech pode-
zielych navstévnika a oznaéme ji pismenem V; je tedy
V ={a,b,c, d, e, f, g, k}. MnoZinu zlodéji oznaéme X.
Podminky uvedené v textu ulohy mitizeme pak zapsat
takto:

Mnozina vSech navstévnikia
v pavilbnu A ... {a,e, R} U X
v pavilénu B ... {b, ¢}’
v pavilénu C ... {d,f. g,k U X’
MnoZina navitévnika, ktefi byli ve viech pavilénech
je jednak ... ({a,e,h} U X) N {b,c} N ({d, 1, 9.k} U X')
a jednak ... {a, b} '

Odtud dospivame k rovnici
({a, e, B} U X) N {b, ¢} N ({d, [. 9.k} U X’) = {a, k} (34)
o jedné proménné X.

Nasim tkolem je urdit mnoZinu viech jejich FeSeni
v mnoziné V viech podmnozin mnoziny V.

Resme tento vikol booleovskym vypoétem pomoci
axioma a vét (1)—(25). Prejdéme k zapisu v Booleové
algebic ({a, ¢, B} 4, {d, [, g, B} =k, {a, B} - m).
Viimnéte si jeste, Ze je {b, ¢} ={a, e, B} U {d, f, g, k}.

Sledujte pozorné jednotlivé kroky feSeni a vidy si je
odivodnéte podle ptisludného axidomu ¢&i véty!
Gt+x).+k).(k+2')=m
((7+x)((7+k) (k+2)) .m+(G+z).(j+ k). (k+2).

m' —

(j'x'+ 7k + Ez).m+ 5+ kx).(km' +2'm’) = 0
jg'm+ 7 k'm+ kE'zm+ jem’ + kxm’ + jz'm’ = 0
(km’ + k'm).x+ (jm’ +j'm). 2"+ (jem' + j'k'm) = 0
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Podle (22) je dale

(km’'+k'm).x = 0 a zaroveil (jm’'+j'm).x’ = 0 a zaro-
ven jkm'+43'k'm = 0.

Prejddme zpét k symbolice mnoZinové algebry; dosta-
neme '

[{d. f. 9. B Nia, B}) U, [. 9, B} N {a, AD] NX =
=02 (35)

[({a, e, 1N {a, )V (@, &, B} N {a, APIN X' = = (36)

({a, e, B} N{d. f.9. 2 N{a, k) U ({a ey N{d [ g
Y N{a b)) = o (37)

Nejprve rozhodnéte, zda vyrok (37) je pravdivy &i
nikoliv. Pravdivost tohoto vyroku je zfejmé
nutnou podminkou pro to, aby mnoZina v8ech
FeSenirovnice (34) byla neprazdna.

Zjistite, Ze (37) je vyrok pravdivy.

Upravte dale levé strany rovnic (35) a (36); porovnejte
pak své zavéry s nadimi:

ladfggNX =2
@NY ~ o
Odsud postupné dostdvame
X Cfbceh
fefC X

Nyni vz maze Pong podat teseni akolu (zkouskou
dosazenim do textu pifkladu se ptesvédéte, Ze nasledujici
zavéry jsou spravné): Jednim z pachatelid kriadeie je
uréité podeziely e. Dalsi, ktefi pfipadaji v nvahu jako
jeho spoleénici, jsou b, ¢, k. Z podezieni jsou vyloudeni
a,df g
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Obr. 17a, b, ¢

Na obrazcich 17a, b, ¢ je jeSté provedeno TeSeni pfi-
kladu uZitim Vennova diagramu pro mnoZiny X,,
{a, e, b}, {d, f, g, h}. {a, B}.

Cviéeni

1. Reste cviteni 2 a 3 » 1. kapitoly a cvideni 3 a 5 z.2. kapitoly
booleovskym vypodétem.
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2. Zjednoduste zépisy téchto mnozin:

a)(DNANBUECH AUEHU DN UB)Y)U
Uwa' NEyYNo

BUALN@NNNUAUONBNDUENFUHNC N
N@nbyn@dney

8. Reite rovnice o jedné promdnné X v mnoziné viech pod-
mnoZin mnoziny U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}:

8) (X N{467HUB5 =X

by (XU {1,450 N(XVU(23=

) (XU{1,45HN X U{L,23)= 2

d) 2,4, N X)H)0UXNOA(, 2 5)={3, 4, 5, 6)

4. Necht I j je mnozina vSech podmnozZin nepriazdné mnoziny

M. Rete rovnici (A N XYUBNXHYUC=go o proménné
XzMa parametrech 4, B, Cz M.

5. Vratte se k modelu Booleovy algebry, ktery byl uveden
ve eviteni 4 ze 4. kapitoly. Oznadte nejmensi spoleény néasobek
(nejvtai spoleény délitel) prvka 7, s mnoZiny C symbolicky
n (r, 8) (D (r, 8)).

Reite pak rovnice
a) n(D(z, 2), 3) = D(n (3, z'), x)
b) D(n(z' D(l, z)), 6)=n (D(:U’, 3),2

o jedné proménné x v mnoziné C.
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6. UvaZujme model Booleovy algebry (V, %, O, =) ze oviteni 7
ke 4. kapitole. Zvolte konkrétnd n = 3. Redte palf rovnici

([I‘, Tay -"f'a] * [27 3, 2]) * [zlo Tay :B.] = [2’ 2, 3]

o jedné proménné [z,, 2., T,] v mnozind V.

7. Tkida II. b jistého gymnasia se chystd na vylet. Je pFed-
bézné dohodnuto, Ze navstivi nékterd z péti vyletnich mist,
kterd zde pro struénost oznaéime A, B, C, D, E. Pozdéji byly
podédny jestdé tyto upiesiujici ndvrhy: Navativit zdroveit A i B
nebo se podivat do Ci D. Vynechat névitévu C. NenavitSvovat
soudasnd C a D. Vynechat aspoii jedno z mist E, A nebo nena-
vitdvovat zdroveii B a E. Kterd vyletni mista z uvedenych
péti tiida navstivi,  pfedpokldddme-li, ze viSechny ndvrhy
,»prodly‘‘ a jiné poddny nebyly?
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