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6. kapitola

ULOHA 0 NEJCENNEJSIM
NAKLADU LODI

Obecny extremaIni problém, kterym se v tomto odstavei
chceme zabyvat, muzZe byt motivovan touto praktickou
dlohou:

Obchodni lod s nosnost{ b tun se vydavé na cestu
z jednoho piistavu do druhého a vznikd otazka o vhod-
ném sloZeni nikladu. Pfitom je k dispozici #» riznych
zboZi*), pfibem?z véha j-tého zboizi (j = 1, 2,..., n)
je a; tun a jeho cena je ¢; jednotek mény. Nyni
chceme sestavit takové slozeni ndkladu, aby nebyla
piekrodena nosnost lodi a pfitom aby celkova cena na-
kladu byla maximélni. Hledané slozeni nakladu popf-
feme uspotadanou n-tici (z,, z,, ..., ,), kde polozime
z; = 1, jestliZe j-té zboZi je naloZeno a z; = 0 v opaéném
piipadé. Pii tomto oznadeni je celkova cena nikladu
¢y + cTy + ... + %, jednotek mény, jeho véha je
a,%, + ayxs + ... + a,x, tun, a pfichizime tedy k na-
sledujicimu extremalnimu problému: mame nalézt ma-
ximum funkce

Y =%y + oty + ... + c.x, (7

z;e (0,1} (j=1,...,n) } (8)
%, + ax3 + ... + a2, = b

na mnoziné

{(a:l, Tyy ooy Ty)

*) Predpokldddme, Ze kazdé zboZi je nedslitelné, tj. v p¥i-
padé, Ze se naklddd, musi se nalozit celé, nikoliv pouze jeho
&ést.
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VyloZime algoritmus dynamického programovani pro
feSenf zformulovaného extremélnfho problému (7), (8)
za piedpokladu, Ze ¢; jsou libovolnd realnd é&isla, a; jsou
pfirozena &isla a b je celé nezdporné.

Poznamka: Ciselné ddaje vyskytujfci se v praxi, maji
obvykle tvar raciondlnich &isel (dokonce &fisel s koned-
nym dekadickym rozvojem). Je tedy rozumné predpo-
kladat, Ze v pfipadé dlohy o nejcennéjiim nakladu jsou
¢isla a;, b a c; racionaln{, kladna; pfechodem k men¥fm
jednotkdm lze pak dosihnout toho, Ze jsou to &fsla
pfirozena.

Algoritmus pro fefeni maximalizadniho problému (7),
(8) se zaklad4 na rekurentnfm vypodtu jistych hodnot
g =12, ...,n,2=0,1, ..., b), zavedenych
takto:

1. g;(z) neni definovano, jestlize

JmeO,3@E=1,...,9)\ _
{(Il,..-,ﬂh) alz1+---+“a'“’i=“’ }—ﬂ
2. gi(z) je definovéno, jestlize
- :v,-e{O,l}(’5=1,---,7.) .
{(xl,---,xj) alxl__l_.‘._*_a]_xj:x }?éﬂ)

v poslednim ptipad$ poloZzime
&i(*) = max {c,a:1 + ... tcx;

e {0,1}(i=1, ...,7‘)}
ax -+ ... ftax, =2
Hodnoty g;(z) jsou tedy zavedeny analogicky jako
hodnoty f;(z) v kapitole 3, avSak hlavni rozdil, uréeny
specifikou tohoto extremailniho problému je v tom, Ze
gi(x) nejsou obecn® definovany pro vSechny dvojice
G,xz),kdej=1,...,naz=0,1, ..., b. Pfi pevném j
odpovidd definovanym hodnotdm g;(z) jistd funkce
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y = gi(z), definovand na néjaké podmnoziné mnoziny

{0,1, ...,b} (ve specidlnim pifipadé vSak muze byt
definiénim oborem celd mnozina {0, 1, ..., b}). Z divodu

struénostl zapisu budeme dale misto ,,g;(x) neni defino-
vano* psat pouze ,,g;(x) nedef* a misto ,,g,(x) je defino-
vano‘‘ pouze ,.g;(x) def*.

Déle polozime
a z; e {0,1}(i=1,..-,n)}
g _max{01x1+ oot Cay oz, + ...+ ez, =D

Maximum na pravé strané posledniho vztahu skutedné
existuje, nebot mnozina

z€ {0,1} (¢ =1, ...,'n)
R P S v
je za predpokladii o &islech a; a b, uvedenych na zaéatku
kapitoly, neprazdnd. Algoritmus pro feSeni problému
(7), (8) je zaloZen mna rekurentnim vypoétu hodnot
gi(x) a g*, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 16:

a) Plati g,(0) = 0, g:(a,) = ¢, a g,(z) nedef pro viechna
ostatni x.
b) Polozme

2,(@) { nedef, jestlize g;(x — a;,,) nedef
' = 8i(& — @j41) + Cina, jestliZe gi(x — a;4,) def
proj=1,2, ..., z=0,1,...,b.
Potom plati
nedef, jestlize g;(x) nedef a g;(x) nedef
= gi(x), jestlize g;(x) def a Z;(x) nedef
Ziml@)y _ £i(x), jestlize g;(x) nedef a F(x) def
= max (g;(x), &;(x)), jestliZe g;(x) def a F;(z) def
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G=1,2,...,n—1;2=0,1,...,b)
c) Plati g* = max {g.(z)|z = 0, ..., b; g.(x) def}.

Dikaz: a) g,(0) = max {clzl'l z,€{0,1}; ayz, = 0} =
= max {¢, 0} = 0;

g.(a,) = max {¢,z,|z, € {0,1}; a,x;, = a,} = max{c, 1} =
= Cy;

0<z+#a,> {(:z:l)l:l:1 € {0,1};a,2, = a:} =0 = g,(x) nedef
b) 1. gi(xz) nedef a @;(x) nedef, tj. gj(x — a;,;) nedef.

Odtud vyplyvi, Ze rovnice
ax,+ ... +ax; =z a a2, + ... +axs = —a;,
nemaji Zadné {0, 1} — fefeni (z,, ..., z;)*), a tedy ani
rovnice

0,4+ ... +ax;+ 0T, =2
nem4 zadné {0, 1} — Fefeni (z,, ..., z;, Z;,,). TudiZ plati
&i.1(x) nedef, coZ jsme mé&li ukizat.

2. gi(z) def a §,-(x) nedef, tj. g;(x — a,-+1) nedef. Potom
Tovnice a,z; + . -t e == mé {0, 1} — fefeni
(%4, ..., x;), ale rovmce a,z, + . + T =T — aj,
z4dné {0, 1} — Felenf (z,, ..., ;) nemd. Odtud vyplyva
Ze mnoZzina

o |me@nE=1,..,5i+1 }

{(Zl’ ea B Tiga) ax + ... + 8@+ 44T =2
je neprazdna, avSak pro kazdou (j + 1)-tici (z,, ..., z;,
z;,;) z této mnoZiny plati z;,;, = 0. Dostdvime tedy

8in@) =

*) Pro strudnost vyjadfujeme obratem ,,{0, 1} — FeSeni
(z1, ..., ;)" okolnost, ze ;€ {0, 1}, ..., z;€ {0, 1
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x;G{O,l}(i=
=L..,j+1) |_
a2y + ... Faz;+

| + @jsaZjyy =2
ze {0,1} (¢ =
=1,...,9)
axr, + ... +
+ aix; +a,,,0 ==

= max {¢;&; + ...+ ¢jx;+ ¢; 1%y,

= max {clzl +...Fexi+ €440

= gj(x), coZ jsem méli ukazat.

3. gi(x) nedef a gi(z) def, tj. gi(x — a;,,) def. Zcela
analogicky jako v piipadé 2. zde dostaneme, Ze g;,,(z)
def a g;,,(z) =
' z e {0,1} (i =
=1...,7+1)
ax+ ... +
+ a2+ ;3T =T
ze {0,1} (5 =

=1,...,9
ey + ... +cs + 6y 1 0.z, + 7)+

0Ty =T — Bjy
Odtud vyplyvéd na zdklad$ vdty 10 z druhé kapitoly
a definice hodnot gy(z) : 8j..(2) = ¢y + &ilx —a;1,) =
= gi(x), coZ jsme méli ukazat.
F) 4. gi(x) def a F(z) def, tj. g,(x — a;,,) def. Potom
platf

=MaX{6Z + ...+ C&; + C111%141

= maXx

ze{0,l}¢t=1,...,5,9+ 1) }

Ty, ooy &, X 0

{( ! i Fia) oz, + ... +ax 4 @ Ty =2 >

odkud vyplyva g;,,(x) def. Vyjadieme ddle posledni
mnoZinu ve tvaru sjednoceni dvou mnozin :
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{(x]’ mgBEOBE=1 j)} U

@z, + ... oz, =2
jz;€ (0,1} e=1,...,9) }
Ty, ey i, 1
U{(1 ’ )alzl+...+a,-:v,~=z—a,-+1
a viimndéme @i, Ze obd dv& mnoZiny jsou neprizdné.

Odtud dostdvéme na ziklad® vét 8 a 10 (ka,pltola, 2)
a definice symbolu g;(z):

ga+1(x) =

Z; € {0: 1}

i =1,...,5+1
=maxieT; + . .. + 6%+ Cinain c(:lzl + 74—-'- -

+ iy =%
ze{0,1} 2z =1, .. ,j)}
a,z, + . —l—a,:c, =z

x; €10, 1}(1_1,. ) .,j)})

= max (n:m,x{cla:1 + ...tz

Ciy1 + Max {01‘”1 + ...t exilaw + ... Fax =

=T —0iy

= max (g(), 8(®))-
c) Na zdklad® véty 8 dostdviame g* =

_ ze{0,1}(i=1,...,n) _
= ma,x{clzl+ o + CoZy alzl+...+a,.z,.§b}—

6%y +

4+ ... FCazn
z=0,...,b;

a,x, +‘ + Gy =&
mé {0, 1} — i'eieni

= ma,xlma,x {

a:.-e{o,l}(i=1,...,n)}|

ax,+ ... +ax, =2
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= max {g,()|z = 0,1, ..., b; g.(x) def}
Diikaz véty 16 je dokonden.

Obsah &isti b) véty 16 pfehlednd vyjidiime pomoci
tabulky 5.

&(z) Bi(x) gi+1(z)
nedef nedef nedef
def nedef gilx)
nedef def Bi(z)
def def  mex [g;(2), §())
Tabulka 5

K tplnému vykladu metody zbyvé popsat zplisob na-
lezeni n-tice (x,, ;, -.., Z,), kterd je feSenfm naSeho
extremalnfho problému. K dosaZen{ tohoto cfle uréujeme
soudasné s rekurentnfm vypoétem hodnot g;(x) jisté
hodnoty Qj(z) (€ {0, ...,b}; je {1,2,...,n}), zave-
dené nasledujfcim zpisobem:

(i) Qi(a)) =1, Q0) = 0 a Q,(x) nedef, jestlize
O0<zH#a,
(i) Proj =1, 2, ...,n— 1 polozime

nedef, ... jestlize g;,,(z) nedef
=0, ... ]jestlize g;(x) def a g;(x) nedef; nebo

- 2/2) < g,

1 ) = ... jestlize @;(x) def a g,(x) nedef; nebo
— gi(x) < gilx)

i = 0 nebo_1 (libovolné) ve zbyva,]mim pi'ipadé

Poznimka: Nejednoznadnost pfi¥zavedent Q,_H(x)
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v poslednim piipadé opét tizce souvisi s faktem, Ze nas§
extreméalni problém nema v obecném piipadd jediné
feSeni.

Dikaz nasledujictho pomocného tvrzeni prenechava-
me Gtenafi.

Lemma 2: a) JestliZe g,(x) def, potom Q,(x) def,
£:(z) = ¢,Qy(x) a z = a,Qy(x).
b) Jestlize g;,,(x) def, potom Q;,,(z) def a

Zin() = gl — 3,1Qi ()] + ¢1Qi () -

Nalezeni n-tice, kterd je feSenim maximalizaéniho
problému (7), (8), se provadi pomoci nasledujici véty.

Viéta 17: a) PoloZme z{? = Q;(z), ¥, = Q;_4(z —a;z{?),
9, = Qj_o(x — az\ —a, a%%), ...
5> &0 = Qyr—a;x— a; ;7 — ... —a,.2D)
Potom pla,tl.
Laef{0,1} (1 =1,2,...,79)
2.4 20 + ... + 0z =
3.2 + ... + cE = gi(x)
b) Zvolme ¢islo z*e {0,1, ...,b} tak, aby platilo
g.(x*) = g* a urdeme n-tici (zf, 23, ..., 27) vesmyslu
tasti a). Tato n-tice je FeSenim maximalizaéniho problé-
mu (7), (8).

Diikaz: Cast 1. je z¥ejm4 z definice Q;(x). Na zaklad¥
lemmatu 2 plati z —ax — ... — a2 = az{?, od-
kud vyplyva platnost 2. Zbyva dokazat dast 3. Na zakla-
dé lemmatu 2 dostavime Fetézec vztahu

8i(z) = gia(r — axl) 4 cxl®
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814z — 020) = g2 — 6P — 4;_20) + 67,

8z —azf — ... —ag2d) = gz —ag® — ... —
— a52?) + opz
iz — gzl — ... — azd) =,z

odkud vyplyva postupnym dosazovénim
gi() = c@® + ezl + ... + ¢zl

b) Na ziklad® tvrzeni d&asti a) je (af, 2%, ..., z})
{0, 1} — tedeni rovnice a,x, + a,z, + ... + a,x, = x*,
a tedy patfi do mnozZiny (8). Kromé toho plati na zikla-
d& a) cxf + c2f + ... + c,xn = g*, takie (af, a3,
..., ;) je FeSenim maximalizaéntho problému (7), (8).

Dtikaz v&ty 17 je dokonden.

Ukédzeme pouZiti vyloZeného algoritmu na nasleduji-
cim éfselném piikladu.

Priklad 6: Re$me maximaliza¢ni problém (7), (8) pro
n = 7,b = T a pro &sla a; a ¢; uvedena v hornf &asti ta-
bulky 6. Prib&h vypoltu zapisujeme v dolnf &asti této
tabulky. V pfipad® nedefinovanych hodnot ponechiva-
me piisluina pole tabulky priazdni. Hledand maximalni
hodnota je g-(4) = 16. Konstrukei piisluiného fedeni
podle véty 17 lze provadét ndzornym zplsobem s vyuzi-
tim tabulky (viz silnd &ara). Dostdvame feSeni (1, O,
0, 0, 1, 0, 0). VSimnéme si pro kontrolu spravnosti
vypodtu, Ze skutednd plati

8.1—704+5.04+6.04+8.1—5.0—7.0=16
a
3.141.044.04+4.04+1.14+20+4+2.0=14
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Na z4v&r kapitoly se zminfme o efektivnosti popsané-
ho algoritmu. Pro ziskani pfedstavy srovnejme jej s né-
sledujfcfm trividlnim algoritmem: Postupné se uvazujf
viechny n-tice (z,, ...,#,) z nul a jednidek a pro ty
z nich, které spliiujf nerovnost a,z;, + ... + a,z, < bse
urdf hodnota ¢z, + ... + ¢,x,; ze ziskanych soudtd
¢, + ... + ¢, &, se nalezne nejvétsi. Je zfejmé, Ze
tento algoritmus vyzaduje prozkoumat celkem 2 n-tic
(%1, %o, ..., %,), zatimco podstatns ¢ast algoritmu dyna-
mického programovéani zalezi v ,,zaplnéni* n(b + 1) po-
lidek jisté obdélnikové tabulky pro g;(x). Efektivnost
netrividlnfho algoritmu dynamického programovan{i z4-
lezi tedy v naSem pFipadé na velikosti éisla b. Pokud bude
b ,,podstatné mensi‘‘ nez 2» (napt. ,,fadové srovnatelné*
8 n), bude algoritmus dynamického programovani jisté
mnohem efektivnéjif nez algoritmus trivialni.

Cvideni

Cviteni 1: Doka%te lemma 2.

Cviteni 2: Nalezn&te a odiivodnéte metodu pro urdeni mini-
ma funkce (7) na mnoZind (8), analogickou vyloZené metodd
pro maximalizani problém.

Cviteni 8: V podminkdch pfikladu 6 felte minimalizaéni
problém.

Cvi¥eni 4: Co lze Fici o FeSeni extremdlniho problému (7),
(8) za obecndjdtho pfedpokladu, Ze a; jsou celd nezdpornd?
(Co 1ze ¥ei o z; v tefeni (z,, z,, ..., ©,) za pfedpokladu a; =
=01

Cvideni 6: Vdimné&te si, Ze téZ tato konkrétnf Gloha vede na
extremdlni problém (7), (8): Paferdk se vyddvéd na cestu
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pfes hranici a rozhoduje se, které z n vdci vzit 8 sebou do
rance. Pfitom je zndmo, Ze j-td v8c véii a; kg, ne druhé
strand hranice za nir dostane zaplaceno ¢; jednotek mény & na
zéddech unese nejvyde b kg. (Poznémka: Extremélni problém
(7), (8) se v literatufe nazyvé téz ,,iloha o ranci.)

Cviteni 6: Jak lze nalézt vSechna feSeni extremélniho
problému (7), (8)?

Cvitenf 7: [Neuspéiny pokus o sestrojeni jednoduséiho
algoritmu pro maximalizaénf problém (7), (8).] V podminkéch
maximealizaéniho problému (7), (8) sestrojme n-tici (%,, Z,,

.., &,) takto: Uspotddejme &isla ¢;a;* (j = 1, ..., n) podle
velikosti

.a-1 a1 . a-1

¢ o, = 6. g ....2 c%a‘“
a urleme maximélni k tak, aby platilo a; +a;, + ... +
+a, = b . Nyni polozme

__f1, jestliZe i€ {3y, %a, - - ., U}

P00, jestliZe i ¢ {5y, $a, - - ., G}
Uka%te pomoci vhodnd zvoleného d&fselného piikladu, %e
(%1, &, ..., T;) nenf obecnd Fefenim maximalizatniho problé-

mu (7), (8).
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