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5. kapitola

GRUPOVA SCHEMATA (TABULKY).
ISOMORFNI REPREZENTACE
LIBOVOLNE KONECNE GRUPY

GRUPOU PERMUTACI A GRUPOU MATIC

Zejména u koneénych grup mozno se pfi vyzkumu a umé-
1ém sestrojovani moinych typi isomorfie grup (ve shora
popsaném smyslu abstraktni teorie grup) opiit o zakoni-
tosti ve cétveredném schématu z prvkd grupy, jehoz
zapisem je grupova tabulka (jak jsme ji poznali jiZ ve 2.
kap., ktera pravé dovoluje piehlédnout hotové vysledky
grupového nasobeni bez ohledu na to, jak se k nim
doslo. Uvedme si jesté jako ¢tyFi piiklady jednoduché
grupové tabulky pro viechny grupy fadu 2, 3, 4 (j znaéf
vidy jednotkovy prvek, ostatni prvky jsou oznadeny
malymi latinskymi pismeny).

1ja |j ab
jlja jliab
alaj alabij
bibja

Tab: 2 Tab. 3
|jabec |jabec
jljabe i |7 ele
a|abecj alajabd
blbcja bibogja
clcjab c|lcbaj
Tab. 4 Tab. 5
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Grupy v tab. 2, 3, 4 jsou tzv. cyklické grupy fidu
2, 3, 4. Obecné cykllckou grupou radu _m rozumime
grupu, jejiz vSechny prvky se ocninami
svého vhodného prvku, ieknéme ¢, napf. a, a® =
v tab. 2] @, a® = E, a¥ =j v tab. 3; 4,042 =0, a® = ¢,
at=jv ‘tab. 4. Obecns lze prvky cyklické grupy fadu n
vypsat ve tvaru a, a2, a? ..., a*™}, a" =j. (Nazev
»,Cyklicka* grupa pochazi z faktu, Ze moeniny yytvireji-
cfho prvku a se periodicky opakuji atl = a'fa =j.a =
=a, a*** = a?, ..., coZ lze zpdzornit na kruznici.)
Cise]nym pripadem cyklické grupy ridu = je multlphka—
tivnf grupa n-tych odmocnin z 1, coZ jsou ovsem obecné
éisla komplexni.

Tabulka 5 pfedvadi tzv. Kleinovu. grupu; je to
komutativni grupa ¥idu 4, dand napt. viemi zakrytovy-
mi pohyby obdéinika (mkoh étverce).

Grupovou tabulku je vhodné zjednodusit tim, Ze na
prvni misto ivodniho fadku i sloupce dime ednotkovy
prvek; pak dvodni fidek a tivodni sloupec muZeme vy-
nechat, protoze jeden i druhy se opakuji v dalsim fadku,
resp. sloupei.

Jaké vlastnosti takového ¢tvereéného schématu o n?
polich obsazenych n riznymi vécmi jsou typické pro
grupova schémata ? Odpovéd, kterou podame v nasledu-
jicf vété, divd moznost studovat abstraktni typy iso-
morfismu koneénych grup pomoci jisté kone¢né kombi-
natoriky &tvereénych uspotddini » riznych predméta.

Vétal
Ctvercové schéma o n? pohck zaplnenych n riznymi pred-
méty,j a, b, ¢, ... — pre CemZ predmét j necht leZi v levém

horném rohu — predstavuje grupu s jednotkovim prokem j
(v nadem smyslu, tj. tak, Ze za grupovy soutin xy libovolné-
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ho predmétu x s libovolngjm predmétem y jest tieba poklddat
predmét, ktery je v Fddku, uvedeném predmétem x a ve
sloupct, uvedeném predmétem y) tehdy a jen tehdy, spliuje-
U takové schéma tyto dvé podminky :

(1) Kazdyg predmét se vyskytuje v kaidém fddku a v ka-
dém sloupcr (a tedy vidy jen jednou).
© (2) Jestlize sloupec, v némi leti pfedmét w na misté
k-tém shora, se protind s Fddkem, v némé ledi piedmét v na
misté l-tém odleva, v poli obsazeném, jednotkou™ §, potom
fddek k-ty shora, se protind se sloupcem l-tgym zleva v poli,

obsazeném soulinem u.v). (2) je tzv. obdélnikové pravid-
lo, zndzornéné timto vysekem z tabulky:

-ty ¥ ...u...uw
j...v
Ity sl.
Dikaz: Tvrzeni ma dvé ¢asti. Jako prvni ¢ist dokaz-
me, Ze jestlize piedméty 4, a, b, ... jsou prvky-dané

grupy, pak p#islusné &tvere¢né schéma (zndzornéné gru-
povou tabulkou ,,bez vstupi‘‘) ma vlastnosti (1) a (2).
Jako druhou &ist dokdZeme, Ze obracené ma-li tvereéné
schéma z pfedméti 4, a, b, ... vlastnosti’'(1) a (2), pak
je tim dana urdita grupa s jednotkovym prvkem j.

Za prvé tedy necht j je jednotkovy prvek a a, b, ¢, ...
ostatni prvky grupy, z nichZ je tvofeno ¢tvereéné schéma
znazornéné tabulkou.

Vlastnost (1):

Kdyby se jisty prvek grupy, napiiklad a, vyskytoval
v fadku, uvedeném tieba prvkem b dvakrat, jednou pod
prvkem ¢ a jednou pod prvkem d, pak by to znamenalo,
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jeb.c = b.d S= a. Z toho nasobenim prvkem 57! zleva
by vyplyvalo ¢ = d. Tedy skuteéné nemiiZe byt v tém%e
fadku tyZ prvek dvakrat.

Vlastnost (2):

Podle pfedpokladu pro (2) méjme dva prvky «, » v nasi
grupé, které se vyskytuji v pfislusném grupovém é&tve-
retném schématu v poloze, vyznadené nejlépe timto
vysekem z tabulky: :

c . d
a w ...ad .
b 7 v

To jest, vychizime z rovnosti
ac=u, bec=j, bd=v
a mame dokdzat, Ze
a.d=u.v

Z napsanych rovnosti{ vyplyva pomoci asociativnfho
zdkona a pomoci zékona o inversnim prvku

a.d = (u.c™t) (b1.v) = u(c™1.0™).v = u.(b.c)L.v

=u.)l.v=u.j.v =u.v
protoze je
(be)™ = ¢, t.j. (be) (¢7B7Y) =
Za druhé, nechf ¢tveredné schéma splituje podminky

(1) a (2). Mame dokazat, Ze nasobeni, zavedené ve smys-
lu, ve vété uvedeném, spliuje zakony grupy.
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Zakon (1) neomezenosti a jednoznaénosti grupového
soudinu je splnén samoziejmé podle podminky (1).

Zikon (2) asociativity snadno vyplyva z dvakrite
uzitého ,,obdélnikového pravidla‘‘, za pomoci tohoto
vyseku z tabulky:

... uww ... u(vt) = (uv)t
joo.v ..ot
it

(Del&i a niZ8i obdélnik mé v pravém hornim rohu
soudin u.(v.t) kratéi a vys$si ma na tomtéz misté soudin
(u.v).t; samozfejmé, Ze tvary obdélnikii mohou byt
ruzné.)

Zakon (3) jednotkového prvku j je splnén samozfejmé
pfijatou imluvou o tom, Ze prvni fidek a prvni sloupec
schématu se setkivaji v levém hornim rohu v misté
obsazeném pfedmétem j (vstupni fadek a vstupni slou-
Pec je nyni nahrazen prvnim fadkem a prvnim sloupcem
vlastni tabulky). ,

Rovné% koneéné i zakon (3) inversniho prvku je splnén,
tfebaZe nikoli tak samozfejmé, jak by se snad mohlo
zdat.

Abychom to dokazali, zavedme si na chvili toto ozna-
¢eni: jestlie x je néktery z nasich n budoucich prvki
grupy (tj. z predméti vystupujicich ve zkoumaném
schématu), pak jako z,! si oznalime ten prvek, jimZ
je uveden sloupec, obsahujici jednotkovy prvek j v fad-
ku, uvedeném prvkem z. Tento — podle pifedpokladu
(1) — jednoznaéné k libovolnému z uréeny prvek z,!
bychom mohli nazvat ,,pravym inversnim prvkem*
k prvku z, protoZe spliiuje (dle toho, jak byl urden)
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rovnost x.z;! = § (ve smyslu nasobenf daného pomoci
nasi tabulky). Podobné si jako x7! oznadime prvek, jimz
je uvedena Fadka, obsahujici jednotku ve sloupci, uve-
deném pod z. Prvek by mohl byt nazvin ,,Jevym invers-
nim prvkem prvku z*‘, protoZe spliiuje rovnost z7!.z =
= 4. Nyni, uiivajice jiz dokazaného asociativmiho za-
kona pro nase nisobeni, miéme vynisobenim prvni rov-
nosti zleva prvkem x7! a uZitfm druhé rovnosti

2l (r.xp;l) = xpt.j = 27! = (@t 2). 2t = 2!

Je tedy x,;! = 2. Oba inversnf prvky, pravy ilevy jsou
si rovny, exwtu]e tedy pravé jeden inversnf prvek z!
ke kazdému z. Tfm je dikaz nasi véty dokonden.

Praktické vyuZiti této véty k (vice méné zkusmému)
hleddni véech moznych typa koneénych grup fidu =
(pti pevném n) sestrojovinim ta,bulek, spliujicich pod-
minky (1) a (2) véty, je velmi omezené: JiZ pro n, které
prekrotilo 10, je sestavovini grupovych tabulek zdlou-
havé a ¢im dile méné prehledné pro nalezité veliké
Fady by pak nabyvaly jiZz samy tabulky (pokud pismena
nemaji se zmenfovat pod rozméry viditelné okem)
nepraktickych astronomickych velikosti.

Je tedy t¥eba pii studiu viech mozZnych typu isomor-
fie grup, anebo jak se strudnéji, ad méné spravné Fik4,
ke studiu abstraktnich grup, uZit jinych prostfedki,
totiz hlavné tzv. reprezentace abstraktnich grup
grupami permutaci a grupami matic, o éemZ bude fed
v nasledujicim. (Ndzvu ,abstraktni grupa®“ mo%no
uZivat jen ve smyslu zkratky pro nazev ,,typ isomorfis-
mu grup® — ,,abstraktni‘ grupy nejsou Zadnym zvlast-
nim druhem grup.)
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K pojmu isomorfni reprezentace abstraktni grupy gru-
pou konkrétni, pfedevsim grupou matic (jakoZto gru-
pou, v niZz grupové nasobeni je dino pomoci &tyi zaklad-
nich 1koni podetnich s ¢isly), jsme vedeni je§té i jinymi
duvody, z nichZ uvedme alespon tii.

Predevsim vieobecné, jestlize jsme v pojmu typu iso-
morfismu grup dospéli na (ovSem relativni) vrchol
abstrakce, potiebujeme také znit cestu doli. Ponékud
méné obrazné Fefeno, jestlize v jistych vahach teorie
grup se nestarime o to, jak v tom kterém piipadé se
uskutediiuje grupové nasobeni (v tom & onom typu
isomorfie grup), pak pfi jinych dvahach bychom naopak
potfebovali vystihnout (abstraktné pojaté) grupové
nasobeni nidsobenfm, které dobfe zname z jistého druhu
konkrétnich grup; pfi tom musime ovSem pro toto
isomorfni uskute¢néni a vystiZeni &ili reprezenfaci ab-
straktniho grupového nasobeni konkrétnim grupovym
nasobenim zvolit takové reprezentuﬁm nasobeni, které
je univerzdlni, aby kaZdé grupové nisobeni se jim dalo
vystihnout a za pomoci isomorfismu nahradit. Takovym
univerzdlnim grupovym ndsobenim je pravé ndsobeni
permutaci a jeité lépe: ndsobeni matic. (Viz p¥. 1 a 3
ve 3. kap.).

Druhym davodem, ktery vlastné dopliiuje a vysvétluje
prvni, je opora, kterou ndm v teorii grup poskytuji
vztahy mezi &sly, jestlize se nam poda¥{ pomoci iso-
morfnf representace nalézt ke kazdému typu isomorfismu
(kone&né nebo i nekoneéné grupy, za zvl. predpokladi)
grupu matic tohoto typu, jak jsme to napiiklad vidéli
v isomorfnim vystiZeni grupy zakrytovych pohyba
rovnostranného trojtihelnika a zidroven symetrické grupy
S, stupné 3 v predchozi kapitole.

Konedné tieti, oviem nikoli nejméné dulezity divod
k hledani isomorfni reprezentace grup grupami matic,
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jsou aplikace fyzikalni a jiné, o nichz jiZ byla zminka,

Nez se obratime k isomorfnim reprezentacim, zavedme
si jesté dalsi, v podstaté znamy pojem.

JestliZze éast prvki dané grupy tvoif (ve smyslu néso-
beni v dané grupé zavedeného) sama pro sebe grupu, pak
této grupé ikame podgrupa dané grupy. Tak viechna
cela é&fsla tvoii podgrupu aditivni grupy vSech racionil-
nich &isel (zlomkid); tato grupa sama je podgrupou
aditivni grupy vSech redlnych &isel (racionalnich a iracio-
nalnich dohromady). VSechna ¢istd otodenf, pravé tak
jako i viechny ¢&isté posuvy tvoif dvé podgrupy v grupé
viech euklidovskych pohybi roviny. (Viimnéme si, Ze
obé podgrupy jsou komutativni, celd grupa vsak nikoli.)
Viechny permutace z » prvnich ésel tvofi podgrupu
v grupé viech permutaci jakéhokoli vétdtho poétu m
plirozenych &isel.

Veta 2. 4% ko

Ke kaidé grupé G existuje s ni isomorfni podgrupa G’
grupy vdech permutaci z tolika predméta, kolik je proki
grupy G (Gl jaky je v koneéném pripadé Fid n grupy G).

Dikaz: Za permutované pfedméty vezmeme pro
zjednoduSeni piimo prvky dané grupy G. Samoziejmé
Ze pomoci libovolného oéfslovani prvka grupy, pokud
by jich oviem byl jen konedny. podet, miizeme pFevést
permutace prvku dané grupy v permutace » pfiroze-
nych é&fsel, coZ viak jiZ proviadét nebudeme.

Ke kazdému pevnému prvku @ z dané grupy & piifad-
me tu permutaci — oznaéme ji z,, kterd nahrazuje
libovolny prvek z grupy G jeho levym a-nisobkem
a.z, tedy 7,(z) = a.z. Ze m, je skutetnd permutace, je
zfejmé, nebot soudasnd nahrada viech prvka z prvky
a.z méni dva rizné prvky z, a z, ve dva rizné nasobky
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az, & ax,, protoZe by jinak z a.zx, = a.z, vyplyvalo
x, = z, vynasobenim prvkem a ™! zleva.

Ze dvéma riznym prvkim grupy a a b jsou takto p¥ira-
zeny dvé ruzné permutace, je rovnéz ziejmé, nebof
permutace 7w, plfevadi prvek = = j (jednotkovy prvek)
v prvek a, kdeito permutace m, prevadi tyZ.prvek j
v jiny prvek b. Je tedy pfifazeni permutace z, k prvku
a grupy vidy vzajemné jednoznadné a zbyva, dle definice
1 ukazat, %e soudinu prvki je takto piifazen soudin
permutaci (ve smyslu pi. 1, ze 3. kap.) pFifazenych
danym prvkam. Mame se tedy pfesvédéit o platnosti
rovnosti

T . Ty, = Tap.

Tato rovnost neffki nic jiného, neZ to, Ze zndsobit
libovolny prvek z nasi grupy soudinem a.b zleva da
totéz, jako zndsobit soudin b.z zleva prvkem a. To viak
je pravé zarudeno asociativnim zdkonem. Tim je dikaz
véty 2 proveden.

Véta 2 ndm tedy zaruduje, Ze mezi podgrupami sy-
metrické grupy vSech permutaci (dejme tomu pro
konkrétnost) n prvnich pfirozenych &sel nalezneme
zéstupce viech typl isomorfismu grup ¥idu =». (Poné-
vadZ jsme viak predpokladu kone&nosti grupy G nikde
v dikazu neuzili, plati véta i pro nekone&né grupy, viz
4. kap.). Pozor na to, Ze symetricka grupa permutaci n
ptedméti, kterd sama mé n! prvkd, to jest permutaci,
miZe byt tedy isomorfné reprezentoviana podgrupou
v symetrické grupé vSech permutaci z n! pfedméta.

_-Obrafme se k maticim.

‘'Véta 3
Budiz G libovolnd grupa (nikoli nutné viech) permutaci
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z m predméls (permutaci stupn¥ m ). Pak existuje v grupé
vdech reguldrnich matic stupné m podgrupa womorfnz.
s danou grupou G.

Dikaz: Permutované predmety si nyni pro jednodu-
chost nahradme pfirozenymi é&isly 1, 2, 3, ..., m.
(Viechny indexy 4, k, I, , s budou nabyvat hodnot od
1do m.)

Budiz x libovolnd permutace z grupy @, ktera necht
pfevadi é&fslo ¢ v éislo n(¢) (oviem Ze 1 < 4 < m). PHi-
fadme této permutaci = m-Fadovou &tvereénou matici,
ktera ma v ¢-tém fadku a v = (i)-tém sloupci (kde
7! je inversni permutace k permutaci n) &fslo 1 a na
viech ostatnich mistech ma é&islo 0, tj. k = pfifazujeme
matici (@), kde a;x = 1 pro &k = =7(¢) a azx = 0 pro
k 3= n7Y(z). Matice a4 takto pfifazena k permutaci = je
jistd regulirni, nebof odpovida linedrni homogenni
transformaci velmi prostého tvaru

X, =0X;4+0X;4 ... + 1. Xpy)+ ... +0.X,,
X,=0X;4+0.X;4+ ... +1. X0+ ... + 0.X,,

Xp=0.X,+0.X,4 ... + 1. Xt ... +0.X,

(ReSenf napsanych transformaénich rovnic dle &irko-
vanych neznamych je tim totiz napsino; je tfeba jen
plevritit strany rovnic a vhodné pfeménit jejich po-
fadi; snadno nahliZime, Ze lze psit FeSeni ve tvaru

X =0.X, 40X, 4 ... + 1Ky 4 .. +0.Xn
Xé=O.Xl+O.Xz+ .o + I'Xﬂ(2)+ o +O.Xm

X, =0.X, +0.X;4 ... + 1. Xpm + +o. + 0.Xp)

ProtoZe provedené pfifazeni matic k permutacim je
zfejmé vzdjemné jednoznalné, zbyva jen dokaizat, Ze
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soudinu dvou permutaci =x.p je pfifazena matice, kterd

je soudinem matic, ptifazenych k obéma permutacim,

a to ve stejném pofadi ¢initeli. Necht tedy prvni permu-

taci n je prifazena matice (i) s ai,_, = 1 a a5 = 0 pro
(%)

k == =™2(¢) a podobné permutaci ¢ matice (b,,) 8 b, ; = 1
(r)

a b, = Opros:l:g—l(r) @ k r,s=1,2 3, ..., m).
Znisobenim obou matic obdriime (viz 4. kap.) dle
definice

(@) . (brs) = (ca)
kde
e Cis = @by + @ighys + - .. + Gimbns

Jasné je, Ze koeficienty c;, matice, ktera je vysledkem
provedeného nasobeni, budou opét jen &isla 0 nebo 1.
Z uvedené definice nasobeni matic (,,fddka krite slou-
pec”) plyne, Ze bude ¢;, = 1 jediné tehdy, kdyZ v ¢-tém
fadku matice (aa) je jednotka na tolikatém misté, na
kolikdtém (shora) je jednotka v s-tém sloupci matice
(brs). V 1-tém Fadku matice (an) je viak vidy jednotka
pravé na misté z7'({)-tém. V s-tém sloupci matice
(bys) je vidy jednotka na privé takovém misté k-tém
(shora), Ze o™X (k) = s ¢ili k = d(s). Tedy k tomu, aby
(soudet ze soudini) c,, pfi znasobeni r-tého fadku prvni
matice 8 s-tym sloupcem druhé byl roven 1, je nutno
a staéi, aby a7l(r) =k = go(s) ¢&ili aby s = 72z 7Yr).
Pak tedy ¢, =1 pro s = p7xY(r) a jinak ¢, = 0;
protoze viak je oIzl = (np)7?, je tedy s = (mo7Yr),
takZe skutetné obdrZend matice c,, je ta, ktera je pfifa-
zena k permutaci x.g, 8m?% je dikaz proveden.

Z véty 2 a 3 plyne ihned
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Véta 4
Kaédd grupa fddu m je isomorfni 8 jistou grupou matic
stupné m (m-radovijch matic).

Dle véty 2 lze totiz kazdou grupu isomorfné reprezen-
tovat vhodnou grupou permutaci a dle véty 3 tuto grupu
permutaci lze opét isomorfné reprezentovat grupou
matic; je tim tedy i dana isomorfni reprezentace dané
grupy grupou matic.

Véty 3 a 4 maji spiSe teoreticky, nez prakticky vy-
znam: Zaruduji hledanou univerzalnost nasobeni per-
mutaci a nasobeni matic a divaji nejjednodussi moz-
nost kazdé grupové nisobeni v libovolné koneéné (a ve
vhodném zobecnéni i nekone¢né) grupé prevést v ni-
sobeni permutaci a jeSté lépe v ndsobeni matic, to jest
v nésobeni vykondvané pomoci sedftani, od&itanf, na-
sobeni a déleni ¢fsel. Av3ak reprezentace ve smyslu véty 4
vede na matice zbyteéné vysokého stupné, totiz rovného
fddu grupy. Prakticky, pro studium struktury dané
grupy, maji vétsi vyznam reprezentace maticemi co nej-
mensfho stupné (o co nejmensim podtu Fadku), kde také
vétdf rozmanitost é&iselnych koeficienti matic a tedy
i bohatost jejich vztahd dava vice moZnosti vyuiivat
aritmetickych poznatku pro teorii grup. Prosty piiklad
takové tisporné a néinné reprezentace grupy zakryto-
vych pohybi rovnostranného trojihelnika, &ili tim i sy-
metrické grupy viech permutaci stupné 3 (ktera je fadu
6), grupami matic stupné 2 jsme si probrali v pfedcho-
z{ kapitole. '

V dalsim opustime pojem isomorfni reprezentace, aby-
chom alespoii z ddlky ukdzali, jakym zptsobem fesf
abstraktni teorie grup fadu dalsich svych typickych
ikold. Jde o to, jakym zpisobem jednoduché podminky,
kladené na bliZe neuréenou grupu, omezuji jeji moZny
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typ isomorfismu, s cilem stupiiovat takové piehledné
podminky tak, aZ jsou jimi moZnosti pro typy isomorfie
grupy Uplné a prehledné uréeny. Ponékud obecnéji
feteno, studium logickych zavislosti jednéch vlastnosti
abstraktni grupy na jinych vlastnostech jiné nebo téZe
grupy je dalsim hlavnim tkolem tzv. obecné teorie grup.

Zvlasté vyznamny je jmenovité tkol, na néjz se dasto
v aplikacich teorie grup naraif (nap¥. v aplikacich na
teorii algebraickych rovmic a na krystalografii), totiz
ziskat co moZno uplny pfehled o poétu a souvislostech
podgrup v grupé, podrobend ur&itym podminkim;
Zv145té pak béZi o tzv. normaln{i podgrupy. Abychom .
mohli alespoil naznaédit tyto problémy a jejich Feden,
musime se sezndmit s nékolika dal§imi zdkladnimi, jiz
abstraktnimi pojmy teorie grup.

Cvibeni

1. UkaZte, %e grupa je komutativni tehdy a jen tehdy, jestli-
Ze joji tabulka j je soumérnd dle hlavni Ghloptidky (zleva nahofe
doli doprava).

2. *Pfesvédéte se na podklads Iﬁlohy 1, Ze vSechny grupy
f4du mensiho nez 6 jsou komutativni (Abelovy).

. *Ukaite, jak joe Kleinova grupa isomorfné reprezento-
vé.na grupou matic

i= (o) (o) (Fo ) (2 70)

4. Presvédéte se, Ze matice daného stupnd n takové, Ze
v libovolném Fédku a v libovolném sloupei je jediné komplexni{
¢islo rizné od nuly — tvok nekomutativni nekone&nou grupu,
tzv. monomidlni grupu stupnd n. Tato grupa je isomorfni
8 grupou speciélnich tzv. monomiélnfch (¢esky: jednoélen-
nyoh) (linedrnich homogennich) transformaei tvaru
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:ci = k1%n(q)
Ty = ksTa(g)

(¢ =1,2, ..., n; n(i) je permutace hodnot indexu ¢), 05 k;
jsou komplexni &isla.

5. PFesvddéte se, Ze jestlize koeficienty k,, k,, ..., k, pro-
bihaji pouze &isla z jisté podgrupy multiplikativni grupy
komplexnich é&isel, pak dostaneme monomidlni podgrupy
monomiélni (viz cvid. 4) grupy stupné n. DokaZte, Ze probi-
haji-li disla %; grupu ¥ddu m, pak takovéd podgrupa mono-
midlni grupy obsahuje mnan/ prvki (matic).

6. Sestrojte tabulku monomidlni (viz cvié. 4) podgrupy
stupné 2 pro k;,, = +1.

7. Ukazte, Ze v monomidlni (viz cvié. 4) podgrupé stupnsé 2,
kde k,,; probfhaji grupu vech 4-tych odmocnin z 1 (t. ). &isla
+1, —1, +4, —i (3 = J=T)) tvoi nésledujici matice podgru-
pu ¥ddu 8

+1 0 +i O 0 +1 0 +3
0 +1) 0 +¢)° {1 O0) \+2 O

Ukaite, 2e v této podgrupé plati tyto vztahy: oznadime-li

+i = (%5 :[;(1)]’ +ij= (i(;; :;:g]’ Tk~ :F(l) *o):

042 .
I = +i ig]:pakje
RB=ip=RrR=0=—ijr=1,
R =—LRl=j,lh=—jlj =hjk=—kh

Sestrojte tabulku: +1, +i, +j, +k jsou tzv. zdkladni Hamil-
tonovy kvaterniony.

8. UkaZte, ze multiplikativni grupa viech komplexnich
éisel o absolutni hodnoté = 1 je isomorfni s grupou viech
euklidovskych otodeni roviny (viz cvié. 1 ke 4 kap.)..

9. *Uka%te, %e vSechny reguldrni lomené transformace
T(a,, by, Gi, b;) jedné redlné (popf. komplexni) proménné z
tvaru
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ax + b,

T(a,, by, B4, b;) = {:c' = a7 + 6,

kde a,, b,, a;, b, jsou redlnd (komplexni) &isla, tj. parametry
transformace T(a,, b,, a, b;), kterd je jimi plné uréena, a kde
a,b; — a;b, -+ 0 (podminka regulédrnosti) tvofi grupu (zvldstni
pripad tzv. projektivni grupy).

Ukaizte, ze tato grupa (kterd jakoZto grupa transformaci
jedné proménné neni linedrni) je isomorfni s grupou viech
linedrnich homogennich transformaei dvou proménnych
(&ili je isomorfni 8 grupou vsech regulérnich matic stupné 2).

Ukazte,. ze tzv. afinni transformace tvaru z’ = a,z + b,
tvoFi podgrupm (zvl. piipad tzv. afinni grupy).

a7
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