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6. kapitola

ROZDELENI PRVKU GRUPY DO TRID
DLE PODGRUPY.
HOMOMORFNI ZOBRAZENI],
NORMALNI PODGRUPA, FAKTOROVA GRUPA.
1. A 2. VETA 0 ISOMORFISMU.
POJEM JEDNODUCHE GRUPY

~

Budiz ¢ néjaka grupa a H néjaka jeji podgrupa. Vyna-
sobme si libovolné zvolenym prvkem z grupy & postupné
viechny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvofme si
viechny prvky tvaru z.hk, kde & probiha celou podgrupu
H, Souhrn téchto prvkua si oznadime jako z.H a nazy-
vame jej levou tFidou proku x podle podgrupy H.

Ukazeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro
prvky z; a x, jsou jen dvé moznosti:;budto obé tiidy
splyvaji (obsahuji tytéZ prvky grupy), anebo obé tfidy
nemaji spoleéné prvky. Jsou totiZ jisté jen dva mo#né
piipady: budto obé tiidy x,H a x,H maji spoleény prvek,
anebo spoleény prvek nemaji. V prvnim p¥ipadé budiZ =
takovy spoleény prvek. Potom je z = z,.h, = z,.h, pfi
vhodnych prvceich &, a k, z podgrupy H. Libovolny prvek
z levé tiidy z,H ma tvar z,.h, kde & je prvek z podgrupy
H. Dosazenim z pfedchoziho mame

2,.h = 2. hy. B R

Protoie H je podgrupa, leZi v ni s prvky 4y, h,, ki soudin
hy. kit h, takie libovolny prvek z,.% z levé t¥idy prvku
z, patii do levé tiidy prvku z,. Privé tak dokdZeme, Ze

69



i obracené libovolny prvek z levé tiidy prvku z, patii do
levé tiidy prvku z,. Je tedy v ptipadé spoleé¢ného prvku
opravdu dokazano, Ze obé levé tiidy splyvaji, éimz je
nas prvy fakt prokazan.

Druhy fakt vyslovime jen pro koneéné grupy, atkoli
v pfislusném zobecnéni pojmu poétu prvki na nekoneé-
né souhrny (viz pozn. 3) plati rovnéz. Zni takto:/viechny
levé tiidy dle téZe podgrupy obsahuji tyZ podet prvku
grupy, tak veliky, kolik je prvkii podgrupy.

Libovolna leva tfida xH obsahuje jisté nejvyse tolik
prvki grupy; tj. ndsobku prvky z podgrupy H, kolik je
v H prvka. AvSak 74dné dva ruzné prvky h, a h, z pod-
grupy H nemohou dét vyndsobenim tyZz prvek levé
tHdy, protoZe z z.h, = x.h, by plynulo vynisobenim
prvkem z7! zleva, Ze b, = h,.

Oba poznatky spojeny tedy pravi, Ze prvky grupy
jsou kaZdou jeji podgrupou rozdéleny do jistého podtu
,,pFihradek®, to jest levych tiid podle dané podgrupy,
pii ¢emZ podet prvku ve t¥idé je tyZ pro kaZdou z nich.
Mezi levymi t¥idami ovSem vystupuje i podgrupa sama
jakozte t¥ida jednotkového prvku grupy. Z toho mime
tento dusledek:

Véta 5
V kaZdé koneéné grupé je dd (tj. polet prvka) grupy
ndsobkem rddu kaZdé z jejich podgrup.

Skutedné, ¥ad podgrupy je tolikrit obsaZen v fidu
grupy, kolik je levych tiid dle této podgrupy. Vysledek
déleni ¥adu grupy fddem podgrupy se nazyva indexem
dané podgrupy. ’

Rozumfi se, e podobné uvahy lze délat pravé tak pro
podobné definované pravé tiidy dle podgrupy, coz si tu
odpustime. '
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Zvlasté jednoduse tvofenymi podgrupami, které nalé-
zdme v kazdé grupé jsou tzv. cyklické podgrupy. Je-li G
dana grupa a a jeji prvek, pak cyklickd podgrupa je
tvofena viemi mocninami prvku a -

Hsatala® =jaa? ...

JestliZe grupa @ je koneénd, nemohou byt ani mocniny
a =ala?ad,...

viechny razné, nybrz musi byt pfi jistém pfirozeném
mocniteli m v&tSim neZ jiné plirozené k am = a*, &ili
an* = j; nékteré prirozené mocniny prvku a davaji
jednotku (grupy) j. Nejmensi phrozeny kladny mocnitel
n, pro néjz je a» = j, — existuje-li oviem — je tzv. Fdd
prvku Je to zaroven i fad cyklické podgrupy, vytvorene
prvkem a, protoZe prvky této cyklické podgrupy jsou
mocniny a, a%,a, ..., a"}, a® = 3 v poétu n. (Neptekva-
puje nas, Ze pak je tiebas pro prvek a fadu 7

et = ad a® = a?)
Neexistuje-li takové n, aby a® = j, pak fikame, Ze prvek
je nekoneéného fadu. V tom piipadé jsou vesmés
rizné mocniny
Ha3a%a’l,a =j,al,a? ad,...

a tvoli tzv. nekoneénou cyklickou grupu. Nekoneéné
cyklické grupy jsou zfejmé isomorfni s aditivni grupou
vSech celych &isel, totiZ mocniteld vytvafejiciho prvku a.

Berouce specidlné v dvahu cyklické podgrupy miZeme
vyslovit tento dasledek véty 5 :

Rdd proku koneéné grupy je délitelem fddu grupy.
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Z tohoto tvrzeni plyne tzv. malda Fermatova'®) véta
¢iselné teorie.

Malda Fermatov.a véta pravi toto: Jestlize a je celé
¢islo nesoudélné s celym kladnym é&fslem n, a jestliZe
oznadime jako g(n) podet celych kladnych éisel mensich
neZ n a nesoudélnych s n (kritce nesoudélnych zbytkt)9)
— ¢fslo 1 v to poditaje — potom mocnina a®™ ¢isteéné
vydélena é&islem 7z zanechdva zbytek 1. Kratce tvrzeni
vypisujeme symbolem

a®™ = 1 (modn)

smluvivde si, e z = y (modn) (&ti: x kongruentni s y
modulo ) znamend obecné, Ze rozdil x — y je ndsobkem
celého kladného &sla, » tzv. modulu (0 = 0.7 je rovnéz
nasobek ¢éisla n). @ je tzv. Eulerova®®) funkce &iselné
teorie.

Odvozeni malé Fermatovy véty z nadeho dusledku
véty 5 bude ukézkou aplikace abstraktni poudky z teorie
grup na konkretnim matematickém materialu. Proved-
me je proto dikladné.

Bé&z{ vlastné pouze o vytiéeni vhodné grupy tak, aby
téméf bezprostfednim uZitim nasSeho tvrzeni (Ze totiz
f4d prvku konedné grupy je délitelem fadu grupy) na
tuto grupu vyplynula mali Fermatova véta. K tomu
cfli musime uéinit dvé véci: pfedné vytknout, co budou

1) Fermat byl veliky francouzsky matematik ze 17. stol.,
jeden ze zakladateli novovéké matematiky. (Pojem grupy
oviem jestd neznal.)

1) ¢(1) definujeme rovno 1

20) .. Euler byl znamenity némecky matematik 18. stol.,
ktery proZil &4st Zivota v Rusku v tehdejSim Petrohradé
(Leningrads).
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prvky naéi grupy, a za druhé uréit pro né grupové naso-
beni.

Prvky nasi grupy budou nikoli snad jednotliva &isla,
nybrz jisté celé tzv. zbytkové tiidy dle délitele, tzv.
modulu 7, tj. budou to od sebe oddélené skupiny celych
&isel a kada z téchto skupin bude obsahovat nekoneéné
mnoho celych éisel. Do jedné takové skupiny dame
viechna celd d&isla, kterd ddvaji tyZi cely nezaporny
zbytek pfi déleni modulem n. Jinymi slovy, dvé cela
¢isla @ a b patii do téZze zbytkové tiidy dle modulu =,
coZ piSeme a = b (modn), tehdy a jen tehdy, kdyZ roz-
dfl a — b je délitelny modulem = (slovem délitelny rozu-
mi se vidy délitelny beze zbytku); totéZ plati oviem

i o rozdilu 6 —a = — (@ — b). (Napf. pro n = 12 patii
5% = 625 = 52.12 4 1 do téZe zbytkové tiidy modulo
12 jako 1; —3 =9 (mod 12) protoze — 3 —9 = —12 =
=—1.12)

Zbytkovou t¥idu, do niZ patfi é&islo a, vyznatujeme
nékdy pomoci pruhu nahote, tedy jako «, takie a = b
znadi, ze zbytkova tiida &isla a je tdZ, jako zbytkova .
tiida ¢&isla b; chceme-li viak pfesnéji vyznadit i modul =,
dame piednost zpasobu psani obvyklému v teorii
Sisel:

a = b (modn)

Je snadné nahlédnout, Ze vSechna ¢isla cela se vlivem
daného modulu » rozpadaji do zbytkovych tiid p¥i temz
Zddné ¢islo nepatif do dvou tiid soudasné a ze tedy zbyt-
kovych t¥id je pravé tolik, kolik je nezapornych zbytk,
které muzeme dostat pfi (Casteéném) déleni &islem =.
Tyto tfidy jsou tedy 0,1, 2, ..., n — 1,

Ze zbytkovych tHd si nyni vybereme za prvky nasi
grupy jen zbytkové tiidy téch zbytkd, které jsou s mo-
dulem n nesoudélné (maji za nejvétsiho spoleéného
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deélitele &slo 1). Podet takovych zbytkt a tedy takovych
piislusnych zbytkovych tfid je g(n), pro n = 12 napt.
¢(12) = 4. Zde je tieba si uvédomit dvoji véc. Pfedné
zbytek 0 neni nesoudélny (= je soudélny) s &islem =,
nebot 0 =n.0 a n =n.1, tedy ¢isla 0 a n maji za
nejvétsi spoleény nasobek é&islo =, ¢ili t¥ida 0, tj. t¥ida
viech nasobkd modulu » do nasi grupy nepatfi zatim
co tfida 1 samoziejmé do nasi grupy patii. Za druhé,
jestlize éislo a zanechava cely nezaporny zbytek r, (pfi
délenf modulem =) nesoudélny s n, pak i samo ¢&islo a
je s n nesoudélné. Takové ¢&islo lze totiz vyjadiit (Sasted-
nym délenfm) jako
a=q.n+71,

(kde ¢islo g je vysledek &astedného déleni). Kdyby &islo a
bylo délitelno néjakym kladnym délitelem ¢ modulu =,
pak by timto délitelem ¢ musel byt délitelny i rozdil
a — ¢q.n = r, proti pfedpokladu. Ale pravé tak i obra-
cené, jestliZe ¢islo ¢ je nesoudélné s modulem =, pak
z pravé naznadeného déleni &isla @ modulem 7, plyne
nesoudélnost zbytku r, s n, nebot jinak by i a bylo sou-
délné s n. MiZeme tedy prosté fici, Ze prvky nasf grupy
budou zbytkové t¥idy takovych celych &isel, ktera jsou
nesoudélnd s modulem » a Ze naSe grupa obnasi ¢(n)
prvka.

Grupové nisobeni nyni zavedeme prosté takto:
soudinem a.h dvou zbytkovych t#id rozumime tu
zbytkovou tifidu, do niZ nileii (obyéejny) souéin ab.
MizZeme tedy definici naseho ndsobeni t¥id psat rovnosti

a.b=ab
Napt. pro modul » = 12 je 5.7 = 35 = 11, protoze
35 =212 4+ 11.
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Jde jiZ jen o to zjistit platnost grupovych zakont v na-
§i, tzv. multiplikativn{ modulo ».

Axiom (1) neomezenosti a jednoznaénosti bude
splnén, jestlize pfedné — kviili jednoznaénosti — vysle-
dek nésobeni ab tiidy a tfidou b bude tyZ, at jej prove-
deme pomocf jakkoli zvolenych é&isel v té které zbytkové
tfidé. Véc tedy neni nikterak samozfejmé, nybrz méme

ukdzat, Ze jestliZe a’ patti do tiidy a a 0" do tiidy b, b,

potom soudin a’b’ patii do trldy ab, ¢ili ze a'd’ = ab.
Skuteéné, jestliZe oba rozdily a’ — a a &' — b jsou déli-
telny modulem n, pak i rozdil

a't’ —ab =a't’ —a'b + a'b—ab =a’'(b’ —b) +
+ b(a’ —a) ,

je &islem délitelnym modulem n — jakoZto soudet dvou
¢isel jisté délitelnych &fslem n.

Za druhé — kvuli neomezené proveditelnosti nasobeni
musime ukizat, #e vysledek nasobeni dvou zbytkovych
tfid ¢fsel nesoudélnych s modulem = i soudin téchto tfid
(jak jsme si jej pravé zavedli) je nejen vidy definovan
(coZ je jiz dostateéné ziejmo), ale Ze je to opét tiida,
do nfZ patii ¢&isla nesoudélna s modulem. K tomu véak
staédi si uvédomit, Ze soudin ab dvou é&isel ¢ a b obou ne-
soudélnych s modulem 7 je opét &islo nesoudélné s =.

Axiom (2) asociativity je dan téméF bezprosti‘edne pro
nade nasobeni zbytkovych tid pfenesenim z asociativity
nasobenf &isel samych. Nebot jsou-li a, b, ¢ tii libovolnd
cela disla, pak plati

a.(b.¢) = a.bc = a(bc) = (ab)c = ab.¢ = (a.b).¢

Axiom (3) jednotkového prvku je splnén pro zbytko-

vou t¥Hdu 1 (&sel, zanechavajicich zbytek I pfi déleni
modulem), jak ukaZe nisledujicf ivaha: Necht: = q.n+
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4 1 je é&islo z tFidy 1 (tj. 1 = ¢}. Necht dile libovolné
celé &islo x je ze t¥idy Z =F kde r je nejmensi cely
nezaporny zbytek pifi déleni ¢isla  modulem n. Pak
lze psat z = p.n + r (kde p je vysledek &asteéného
déleni ¢isla x modulem »). Tedy

zi — iz = (pn + ) (gn + 1) = pgn? + n(p + rq) + r

takie soudin xt = ¢z dava pii déleni modulem = tyz
zbytek r jako &fslo x. Lze tedy psat opravdu pro zbytkové
tiidy Zédanou rovnost

21=1z=2%

Koneéné axiom (4) inversniho prvku si ovéfime takto:
VypiSme si jednotlivé neziporné zbytky, nesoudélné
s délitelem =

a; = 1,0y ay, ..., 0

(Napt. 1, 5, 7, 11 pro n = 12, ¢(n) = 4.)

Kdyz jsme zvolili libovolné é&islo celé a, méme ukazat,
Ze lze vidy nalézt celé &islo = tak, aby jeho zbytkovi
tfida Z spliovala

Fa=a.z=1

¢ili aby ax = 1 (modn), to jest aby £ = a™.
Vynasobme si proto po fad® naSe nezaporné a s n ne-
soudélné zbytky s # nesoudélnym é&islem a, tj. utvofme
¢isla
aa, = a, aa,, ad,, . ... 0d,
(Napf. tedy tiebas proa = 7, n = 12 ¢&isla 7, 35, 49, 77.)
Ukazme, Ze neni moéné, aby mezi témito soudiny ani
jeden neddval po déleni é&islem n zbytek 1. Protoze jiz
vime, Ze viechna &isla a, aa,, ..., asy,) divaji vesmés
zbytky nesoudélné s délitelem =, znamenala by takova
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moznost (kterou vyloudit je nasim okamzitym cflem) to,
Ze alespon dvé ¢isla, feknéme aa, a aa: (pro A == k)
z tisel aa,, aa,, ..., aaym, by divala tentyZ nezidporny
zbytek pfi déleni modulem #. Jinymi slovy, rozdil
aa, — aa; = a(a, — a;) by bylo &islo délitelné modulem
n. ProtoZe a je &fslo s &fslem n nesoudélné, musel by byt
rozdfl a, — a; délitelny modulem n. To vSak pravé neni
moZné, protozZe a, a a; jsou &isla rizna, nezdporna a men-
8f nez n.

Tedy asporni jedno &fslo aa; (pro jedno z &isel ¢ = 1, 2,
..., n} dd nezaporny zbytek 1 pii déleni &islem n, takze

pak Ize poloiit z = a; a je £.a = a.Z = 1. (V naSem
piikladé mezi éisly 7, 35, 49, 77 nalézdme 49 = 4.12 |
+ 1 =1 (modl2), takie pro @ = 7 zrovna nidhodou
@l =7 =a.)

Tim je tedy dokonéen ditkaz, Ze zbytkové tiidy &isel
nesoudélnych s délitelem = modulem #» tvofi pfi vytée-
ném nasobeni grupu fddu ¢(n), kde ¢(n) je podet s ¢islem
n nesoudélnych zbytki, jaké mohou vzniknout pFi
¢dstedném déleni dislem n.

Tim jsme vSak jiZz také u naseho konedného cile, tj.
u malé Fermatovy véty. JestliZze totiZ m je fdd zbyt-
kové tiidy a (¢sla ¢ dle modulu #) jakoZto prvku nasf
grupy, pak jednak plati

ar =1
¢ili dbsirnéji
a® = 1 (modn)

Za druhé vSak fdd m prvku a nasi grupy déli fad
@(n) této grupy, tedy p(n) = m.q, kde ¢ je celé kladné.
Z toho ovSem plyne a*™ = am = (a™)¢ = 1¢ =1 ¢&ili
opravdu

a*™ = 1 (modn)
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vvvvv

celych ¢&isel nesoudélnych s modulem 7, jichz jsme privé
uzili ke grupové teoretickému dikazu malé Fermatovy
véty, davaji bohatstvi piiklada koneénych Abelovych
grup. V naSem piikladé pro n = 12 to byla — aZ na
isomorfii — nam znama Kleinova grupa ¢ili grupa
zakrytovych pohybt obdélnika.

Rozumi se, Ze posledni usudkovy krok, ktery jsme
udinili pfi dikazu malé Fermatovy véty lze uéinit
zcela stejné v libovolné konedné grupé. Tak dostavime
tzv. Fermatovu vétu teorie grup, to jest tvrzeni,
Ze v grupé fidu N je N-td mocnina libovolného prvku
rovna jednotce grupy, tj. a¥ = j, kde a je libovolné zvo-
leny prvek, j je jednotka dané grupy.
~ Uvedme jestd dva disledky rozdéleni koneéné grupy
ne (levé) tiidy dle podgrupy. Piedtim vsak je vhodné
upozornit, Ze mezi podgrupy dané grupy poéditime lo-
gicky disledné i ty dvé, které se vyskytuji vidy, totiz
grupu samu a podgrupu, sklddajici se jen z jediného
prvku, jednotky dané grupy. Témto podgrupam ifkime
trividlni podgrupy. (Kdybychom je z podgrup vylou-
¢ili, zkomplikovali bychom nevhodné znéni p¥islusnych
poudek spoustou vyjimek.)

Véta 6

Grupa, kterd md jen trividlné podgrupy je konelnd
cyklickd grupa fddu provociselného. Obrdcend, koneéné grupy
prvobiselného fddu maji jen trividIni podgrupy.

Dikaz je din vétou 5. Budiz totiz G néjaki grupa
(koneénd nebo nekoneé&n4), o niz vime, Ze ma jen trivialnf
podgrupy. Zvolme v ni libovolny prvek rtzny od jed-
notky coZ lze udinit vidy kromé pfipadu, Ze cela nade
grupa G se sklddé jen z jednotky. (V tom pfipadé viak

78



nemame dile co dokazovat, jestliZe povazujeme i &fslo 1
disledné za prvolislo, jakoito ¢fslo nemajici jinych
kladnych celych déliteltt kromsé é&isla 1 a sebe sama.)

Je-li tedy a 5= j prvek z grupy, pak jsou dvé moznosti:

1. a je ¥4du kone&ného n a vytvaii tedy cyklickou
podgrupu ¥idu », coz je sluditelné s predpokladem jen
tehdy, jestliZe se tato cyklicka podgrupa shoduje s celou
grupou, takie G je v tomto pfipadé koneéna cyklicka
grupa fadu ». Kdyby = bylo &islo sloZené, n = r.s, kde
7, 8 jsou nesoudélna ¢fsla celd, kladnd, rizné od jednotky,
pak by prvek ar==4 vytvifel cyklickou podgrupu
fadu s, skladajicf se z mocnin a*, a*, a, ..., a* = j, coZ
piedpoklad vyluéuje. Tedy ¥4d » = p nasdi grupy G pou-
ze 8 trividlnimi podgrupami, ktera se ukizala byt cyklic-
kou koneénou grupou, je prvoéislo p.

2. moZnost: @ vytvafi v G nekonednou cyklickou
podgrupu

.a%am g, at a?, ...

Potom vsak prvek a? vytvaif v G netrividlni cyklickou
podgrupu, takZe moZnost 2 dle pfedpokladu odpada.

Obricené tvrzeni, Ze grupy prvoéiselného fadu nemaji
netrivialni podgrupy, je bezprostfednim disledkem
véty 5.

Véta 6 je jednoduchym piikladem na dplné urdenf
typu isomorfie grupy pfedpokladem o fadu.

Véta 7

K tomu, aby édist proka komeéné grupy tvofila pod-
grupu, stalt (a ovdem je © nutno), aby takovd &ist obsaho-
vala 8 katdgmi dvéma proky i jejich soubin.

Dikaz: Pfedné dle pfedpokladu s prvkem a obsa-
huje pfedpoklidans &ist prvka grupy i mocninu a¥, kde
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N je tad grupy; ta je viak dle zminéné tzv. Fermatovy
véty teorie grup rovna jednotce.

Za druhé, je-li v nasi ¢asti prvka grupy néjaky prvek z
tdidu n, pak dle pfedpokladu je tam i prvek z*™! =
=z, Vice v8ak k dikazu nepotfebujeme. — Je diile-
Zité si poviimnout nezbytnosti pfedpokladu koneénosti
grupy: bez ného miZeme narazit na prvky nekoneéného
Fadu a nas visudek pada. V tom pfipadé je nutno a staéi
jesté dokdzat pfitomnost inversniho prvku ke kazdému
prvku v na$i &isti, jez ma. byt podgrupou, nebot pri-
tomnost jednotky je jiz dasledkem.

Obratme se k ziasadné dileZitému pojmu tzv. homo-
morfniho zobrazeni jedné grupy na druhou
grupu.

Tento pojem je rozdifenim nam jiZz znamého pojmu
isomorfniho zobrazeni. Isomorfni zobrazeni jedné grupy
na druhou grupu vérné zachovava viechny grupové vlast
nosti zobrazované grupy (origindlnf), pFenasejic je doko-
nale na grupu obrazovou (na niZ se zobrazuje originalni
grupa). V hrubém pfirovnani je to tak, jako kdyz zna-
zoriujeme Teknéme souddst stroje Skolnim modelem,
ktery je sice z jiného materidlu (a popf. mensich roz-
méri), ale jehoZ tvar je pfesné shodny s tvarem originalu.

Pro mnohé tdely vSak stadi zminénou souddst stroje
kolmo promitnout na jednu primétnu, to jest zobrazit
utvar prostorovy na dtvar rovinny. Tim ovSem nékteré
prostorové vlastnosti zanedbime (nevystihneme), nebot
rizné body originalu se promitnou do jediného bodového
obrazu v prumétné (celé brany, kolmé k pramétné se
zobrazi vidy jedinym bodem). Zato vSak byva pramét
jednodusd{ a piehlednéjf nez model a &asto dovoluje
snadno nahlédnout (na vykrese) polohu promitané sou-
¢éasti ve stroji a jejf souvislost s ostatnimi dastmi.
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Abstraktni obdobu toho mame v teorii grup (aiv ostat-
nich partiich abstraktni algebry): pojem vzdjemné
jednoznaéného, isomorfniho zobrazovan{ jedné grupy na
druhou rozsifujeme v pojem homomorfniho zobra-
zenf jedné grupy na druhou. Zde tedy jiz i vice prvka
Zobrazované originilnf{ grupy se mtZe zobrazit na jeden
jediny prvek grupy obrazové, pii demz se ovSem nadale
soudin dvou prvka zobrazované grupy zobrazi soudinem
pifslusnych obrazi. Homomorfn{ obraz grupy je tedy
jiz obecné grupa, kterd podrZuje jen nékteré grupové
vlastnosti zobrazované grupy, nebot ostatni vlastnosti
se pfi homomorfnim zobrazovani mohou porusit.

Uvedme si alesponi dva piiklady homomorfniho zobra-
zeni (které nejsou isomorfnimi zobrazenimi); je tfeba si
uvédomit, Ze isomorfni zobrazeni se jevi zvlistnim pfi-
padem homomorfnfho zobrazeni, kde mohou, ale nemust,
existovat dva a vic prvkd majicich tyz obraz.

1. V prvém piikladé bude zobrazovanou grupou zna-
m4i symetricka grupa S, viech permutaci stupné =
(z » pfedmétt). Pfitom si zavedeme nékolik pojmi, které
budeme pot.i'ebovat 1 pozdéji.

fkame, Ze permutace x provedena na n &isel 1, 2,
njesuda anebo liché podle toho, zda v pofadi Ssel n(l)
n(2), ..., n(n) doslo k sudému ¢&i hchému podtu poruseni
pfirozeného sledu dvou éisel, &ili k sudému, &i lichému

podtuinversi. Napi. v permutaci z = [; % 2 ;] ¢islo 3

predeslo jednak 1 a jednak 2, 4 pfedeslo 2, mame tedy
tfi inverse a permutace = je lichd. Permutace p =
(12345
52431

Piifadme libovolné zvolené permutaci z stupné =,
jakoZto prvku symetrické grupy S,, &islo +1 anebo —1

} je sudd, protoZe ma celkém 8 inversf.
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podle toho, je-li tato permutace sud4 &ilichd. Takto pfifa-
zené ¢&fslo k permutaci » oznaéme jako &(xr). Ukazime, Ze
tim definované zobrazeni je homomorfnim zobrazenim
grupy S, na (multiplikativni) grupu &isel +1a—1, coZ je
ziejmé cyklickd grupa fddu 2. K tomu vdéelu vystihneme
dislo e(n) (k dané permutaci z) takto: Znasobme si viech-
ny rozdily n(h) — n(k), kde A > k. Pak soudin (o zFej-
mém podtu(n — 1)+ (n—2)+ ... + 1 =w
¢initeld) bude mit tolik zdpornych ¢&initeld, kolikrat
doslo k inversi pfi permutaci x, tedy to bude é&fslo kladné
pro permutaci sudou a zaporné pro permutaci lichou.
Délime-li jesté tento soudin jeho absolutni hodnotou, to
jest soudinem viech rozdild A — k,kde h, k = 1,2,3, ...,
n a h > k, obdriime privé &fslo e(x). Kratce to lze vy-
psat formulkou

= [ =g,
h>

kterou dteme: &(x) je soudin pies vSechna &isla

7u(h) —n(k)
h—k

ktera lze utvofit, probihaji-li 41k viechna é&isla od 1 do
n, za podminky, Ze k je v&tsi nez k.

Tato, zdanlivé neuZitetné sloZiti formule (vzhledem
k tomu, Ze ¢(n) = +1) dovoluje nejiisporndji dokazat, Ze
&(n) divd skutedné homomorfni zobrazenf grupy S, na
grupu (+1, —1). ProtoZe zfejmé existuji jak permutace
sudé, tak i liché kazdého stupné n > 1, takZe jak &fsla
+1, tak i ¢isla —1 opravdu bude jako obrazi permutaci
vidy poutZito, jde jen o to dokdzat, Ze soudin permutaci
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se zobrazuje vidy soudinem é&selnych obrazi jednotli-
vych nasobenych permutaci, to jest, Ze plati

elom) =) <(2)

Skutetns, pisme &slo s(o7) = 11_9”(")—9”(’0) po
h>

h—Ek
roziffeni jednotlivych zlomkovych é&initeld jako &slo
ll en(h) — on(k) n(h) — m(k)
K

n(h) — a(k) h—k

Znasobme si prvni zlomky zvlast a druhé také zvlast.
Dostaneme tak ’

_ T el=(k)) — e(n(k)) n(h) — (k)

elom) = ﬂ 2Ry — nk) h—F
R>k

Zde druhy soudin je jiz &slo &(x). Prvni souéin vSak neni
nic jiného, neZ &islo £(g). Nebof probihaji-li &, & &sla
1,2, ..., n, pak i 7(k) a #(k) probihaji (obecné v jiném
potadi) tato &sla, takZe i rozdily =(k) — =(k) probéhnou
— a% snad na znaménko — viechny kladné rozdily raz-
nych dvou éfsel, utvokené z &fsel 1, 2, ..., n. Stane-li se
viak, Ze rozdil n(k) — n(k) je zdporny (zatim co jsme
predpoklidali ve jmenovateli rozdil kladny), pak to
nevadi, nebof 1ze psit v takovém piipadd

o(z(h)) — e(n(k)) _ o(s(k)) — e(n(h))

nlh) — (k) —  n(k) — n(k)
kde n(k) — =(k) je kladny rozdil. Je tedy jedno, zda
v prvoim soudinu nasobfime pies v3echny indexy &, k
anebo pies odpovidajici indexy =(h), n(k), takZe prvni
soudin opravdu je vlastné ¢(g). Mame tedy skutetns rov-
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nost e(ont) = &(g) &(x) ¢&ili zobrazeni ¢ je vskutku homo-
morfnfm zobrazenim.

Je jasné, Ze zde homomorfn{ obraz, tj. cyklicka grupa
fddu 2, je hruby a vystihuje symetrickou grupu permu-
taci velmi méalo.2?)

2.V druhém piikladé bude homomorfni obraz -vér-
néjsi.

Budi% K (ze Skoly v podstaté znama) multiplikativni
grupa komplexnich é&fsel rtznych od nuly, vzhledem
k nasobeni, danému rovnosti

(T, + 2.91) (22 + 2.95) = (0172 — Y1¥2) +
+ (22 + 2a,)

(kde ¢ je znama komplexnf imaginirni jednotka).

Zobrazme grupu K do multiplikativni grupy R vsech
redlnych éfsel kladnych tim, %e pfifadime komplexnimu
tislu x + 4y jeho tzv. absolutni hodnotu sz + w2 Pak
zobrazent

fx +i.y) =)z + o2

je homomorfnim zobrazenfm grupy K na grupu R.

Nebof opravdu, jednak ka?dé komplexni éislo ruzné
od nuly mé jedinou kladnou absolutnf hodnotu a kazdé
redlné ¢islo je absolutni hodnotou komplexniho &isla.
A za druhé, absolutni hodnota souéinu rovna se souéinu
absolutnich hodnot jednotlivych komplexnich &initeld,
jak si ¢tendf ihned ovéff na identité

(@73 — 4195)* + (292 + 2a91)* = (21 + 93) (21 + i)
) Riké jen, Ze sudé krdte sudé a liché kréte liché permu-

tace je sudd, lichd krdt sudé a sudé krét lichd permutace je
lichd permutace.
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Nyni je jiZ na misté piesnd abstraktni definice.

Definice

Budtez G a H dvé grupy.

Rikédme, e grupa G je zobrazenim fhomomorfné
zobrazena na grupu H, jestlize ke kazdému prvku =
grupy G je zobrazenim f pfifazen pfesné jeden prvek
y = f(x) z grupy H tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

(i) Kazdy prvek y z grupy H spliuje vztah y = f(x)
alespoti pro jeden prvek z z grupy G. Slovy: Kaidy prvek
grupy H je obrazem né&jakého prvku, tzv. originalu neboli
vzoru, z grupy @.

(ii) Pro libovolné prvky z, a x, z grupy & plati

f(x1xa) = f(x1). H(,)

(jestlize teékou . odliSujeme grupové nasobeni v H od
grupového nésobeni v G, jei zvlasté nevyznadujeme).
Slovy: Obraz soudinu se rovna soudinu obrazi.
Rikdme té%, %e grupa H je (jako celek) homomorfnim
obrazem grupy G (pii zobrazenf f). MoZnost takového
homomorfniho zobrazeni znadime symbolem

H~a@G

Uvédomime si nékolik bezprostiednich dusledka této
definice. Ka¥dou grupu lze homomorfné zobrazit na
grupu, sklddajicf se jediné z jednotkového prvku; obra-
zem kaidého prvku je pak tento jediny (jednotkovy)
prvek. Takové zobrazeni oviem neni piili§ uZiteéné,
protoZe naprosto deformuje zobrazovanou grupu.

Homomorfni zobrazeni div4d inversnimu prvku za
obraz inversni prvek k obrazu, f(z7') = f(x)7, a jed-
notce jg zobrazované grupy G pfifazuje jako obraz jed-
notku jg grupy obrazi, f(je) = jg.
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Nebot f(js) = f(jeje) = f(j&)-f(j), z EehoZ druhy fakt
plyne vynasobenim prvkem f(jg) 2. Prvni fakt pak jiz
vyplyva z rovnosti

f&™).flx) = f(zx) = f(jo) = ju

Nyni jiZ nenfi tfeba zvldsté podrobné vysvétlovat, co je
to homomorfni reprezentace dané grupy grupou
permutaci anebo grupou matic. Je to pfirozené a duleZité
rozsifeni pojmu isomorfni reprezentace, s nim? jsme se
jiz seznamili. Je zajimavé, Ze homomorfni reprezentace
grupy (grupami permutaci, nebo grupami matic) jakozto
jakési ,,promitani‘‘ (pfi demz za jednotlivé ,,primétny*
slouZi symetrické grupy permutaci stupné =, po pfipadé
grupy veskerych regularnich matic stupné ») prohlubuje
zminénou obdobu s promitinim télesa na dvé kolmé
prumétny. I tu lze totiZ Gplné rekonstruovat pavodni
grupu z jejich ,,pruméti“, tj. homomorfnich reprezentaci
(podobné jako si téleso zrekonstruujeme z jeho narysu
a pidorysu), jestliZe zname tzv. tplny systém homo-
morfnich reprezentaci?®) dané grupy, z néhoZ lze
sestrojit isomorfni obraz dané grupy. Vedlo by nds p#ili§
daleko, kdybychom méli na to podat piiklady; &tenaf,
ktery se odhodl4 k hlubsimu studiu teorie grup, je nalezne
v obsfrnéjsich ud¢ebnicich teorie grup.

Obratime se k dalsimu dileZitému pojmu abstraktni
teorie grup, ktery vzce souvisf s pojmem homomorfniho
zobrazeni; je to jiz zminény pojem normdlnf pod-
grupy, k némuZ muZeme dospét takto:

Pii kazdém homomorfnim zobrazeni f grupy G na
grupu H nalézime nésledujici rozdéleni prvka grupy ¢

22y Uplny m nazyvéme takovy systém homomorfnich repre-
zentaci, v némz kazdy nikoli jednotkovy originél obdrzi alespon
jednou nikoli jednotkovy obraz.
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do tiid bez spoleénych prvki: Kazda takova tiida sesté-
vé ze vSech prvki z z grupy @, které maji tyZ obraz

Yy = f(z)

Tak v prvém piedchozim piikladé se symetricka grupa
S, (viech permutaci stupné =) rozpadd homomorfnim
zobrazenim f = ¢ (na cyklickou multiplikativni grupu
z ¢isel 4-1) ve dvé tiidy, tfidu sudych a t¥idu lichych per-
mutaci. V druhém piedchozim piikladé se multiplikativni
grupa viech od nuly riznych komplexnich &isel, znd-
zornénych body komplexni roviny (mimo poditek)
rozpadd ve tiidy &isel, zndzornénych body na téze krui-
nici opsané okolo poéitku.

Dile zjistujeme, Ze tf¥ida viech originali k jednotko-
vému prvku jgz — to jest tfida viech x z G, pro néZ
f(x) = jg — tvoii podgrupu grupy G. — Nebot pfedné
jestliZe z, i x, jsou origindly jednotky, f(x,) = ju, f(x) =
= ju, potom i f(z,x,) = f(2,).f(%s) = ju.jn = ju, to jest
pak i soudin x,z, je origindlem jednotky jz v H. [To nam
v piipadé koneéné grupy jiz staéi (viz vétu 7)). Snadno
se predvédéime, Ze i ostatni podminky, aby souhrn
origindli jednotky (v homomorfnim zobrazenf) byl
podgrupou, jsou splnény, takZe nase tvrzeni plati obec-
né. Nebof je ndm jiZz zndmo, Ze v homomorfnim zobra-
zenf je obrazem jednotky jednotka a obrazem invers-
nfho prvku je inversni prvek k obrazu pivodniho prvku.
morfnim zobrazen{ grupy & na grupu H nazveme napfi-
klad V.

Vzniké pfirozené podezfeni, zda ostatni tfidy origi-
nali se stejnym obrazem (v homomorfnim zobrazenf)
nejsou snad pravé nim jiZ zndmymi levymi tiidami
podle podgrupy N utvofenymi v zobrazované grupé G.
Toto podezteni je opravnéné. Nebof jestlize = je dany
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prvek v zobrazované grupé G a u je hbovolny prvek
podgrupy N, potom souéin xu mé v grupé H za obraz

prvek
flw) = f(=).f(u) = f(x).jun = f(x)

tedy tyZ jako z. Stejns tak oviem i obracens, je-li zu (pfi

u leticim v podgrupd N) libovolny prvek levé tiidy

prvku z, pak jeho obraz f(xu) je roven obrazu f(x) libo-

volného prvku z z téZe levé t¥idy v grupe G podle pod-

grupy N.

Utvoi‘eni tiid originald se spoleénym obrazem je tedy
skuteénd vlastnd totéZ co rozdéleni prvki zobrazované
grupy do levych tiid podle podgrupy, tvofené vsemi
origindly jednotky. — Tim v8ak celd véc zdaleka nekon-
¢i. Zjistujeme totiZ, Ze podgrupa N origindli jednotky se
vyznaduje touto zvlastni vlastnosti: s kazdym prvkem z
patii do N i kaidy prvek tvaru

zxz71

kde z je libovolny prvek ze zobrazované grupy G. Nebot
jestliZe je f(z) = jg, pak nisledkem homomorfnosti

zobrazeni | je
Hezz™) = [(2).f(®@).[(z™") = f(2).je-(H2)* = jm
Podgrupam s touto dileZitou vlastnosti (nezavisle na
jakémkoli homomorfnim zobrazeni f) ¥ikdme normdlné
podgrupy.

Definice

Podgrupa N grupy G se nazyvd normalni podgru-
pou, jestlize s kazdym prvkem x patficim do N patif do
N i kazdy prvek zzz7!, tzv. konjugovany prvek
k prvku z pomoci (libovolného) prvku z z grupy G.

Tak nap#. ze dvou ndm znamych podgrup grupy eu-
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klidovskych pohybi roviny (pt. 2 ve 4. kap.) je podgrupa
¢istych posuvii normalni podgrupou, kdeZto podgrupa
distych otodeni normalni podgrupou neni. — To vyplyva
snadno z okolnosti, Ze ‘provedeme-li otodeni, pak posuv
a nakonec zpétné otodeni, dostavame celkem opét &isty
posuv (obecné oviem jiny). Naproti tomu jestliZze prove-
deme posuv, pak otodeni a nakonec zpétny posuv, ne-
dostivime nikdy (pokud jde o neidentické pohyby)
¢isté otodeni, nybrz smiseny pohyb.

V pfikladé s permutacemi vSechny sudé permutace
v symetrické grupé S, tvoff tzv. alternujici grupu
A, stupné », ktera je normalni podgrupou v grupé S,. —
V kazdé Abelové (komutativni) grupé je ovéem zfejmé
kazdd podgrupa normalni. (Obricené tvrzeni neplati,
viz cvid. 7 z 5. kap.)®).

Dillezitost normilnich podgrup v grupé vyplyva
z toho, Ze pomo¢i nich lze z dané grupy tvofit pottebné
nové grupy, jejimiz prvky se stivaji celé (levé) tHdy
podle takové normélni podgrupy. Nésobeni v takové
grupé levych tif{d dle normélni podgrupy N grupy @ je
dano takto: Jsou-li zN a yN dvé levé tiidy (prvki
z a y z @), potom za jejich soudin zN.yN polozime tu
levou tiidu, ktera obsahuje souéin zy, to jest klademe

N .yN = zyN

Dokaime, Ze axiomy grupy jsou pro toto néasoben{
levych tiid splnény. K axiomu (1) mdme vlastné jen
zarudit, Ze vysledek ndsobeni dvou tiid nezilezf na tom,
jaké prvky ai vybereme v jednotlivych tidach k vytvo-
feni soudinu tfid. To jest, méme ukdzat, Ze jestliZe

23) V grupé zdkladnich kvaterniont ze cvié. 7 z 5. kap. je
kaidé podgrupa normélni ‘podgrupou, alkoli grupa neni
Abelova.
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' = zu, a y' = yu,, kde prvky u, a u, jsou z normalni
podgrupy N, potom souéin z'y’ = zu,yu, patii do levé
tiidy soudinu xy.

Skute&né lze psit zu,yu, = ryy u,yu, a podle pied-
pokladu normdlnosti podgrupy N prvek ylu,yu, patii
do N, coZ pravé potfebujeme.

Ostatni axiomy si ovéfime jesté snadnéji.

Axiom (2) nyni jiz lze dokazat prostym pienesenim
z celé grupy G do nasi grupy levych tiid (dle N) rov-
nostmi

zyN.zN = (zvy) zN = 2(yz) N = xN.yzN

Axiom (3): tlohu jednotkového prvku v nasi grupé
tid patrné bude hrat (ndsledkem toho, jak jsme zaruéili
axiom (1) leva tfida obsahujici jednotku jgz grupy G, to
jest sama normalni podgrupa N.

Axiom (4): inversnim prvkem k prvku (tj. ke tfidé)
zN je patrné t¥ida N, protozZe soudin zN .z 1N stejné
jako "IN .zN obsahuje jednotku jg!

Grupé levych tid v grupé G dle iormalnf podgrupy N
Fkime faktorova grupa grupy G dle normalni pod-
grupy N a znaéime ji G/N; normalni podgrupé N se pak
také nékdy fikd normadlnfi délitel. Podle véty 5 je
fad grupy @ roven soudinu fadu normaélni grupy N
s fadem faktorové grupy G/N.

Jaky je zobrazovaci vztah faktorové grupy G/N
k pivodni grupé?

Odpovéd je nasnadé: faktorova grupa G/N je homo-
morfnim obrazem pivodni grupy G pii zobrazeni, pfi-
fazujicim prosté prvku x z grupy G jeho levou ttidu zNV
jakoito prvek z faktorové grupy G/N. Nebof to piimo
¥ika definice xN.yN = xyN nasobeni v G/N.

Vratme se nyni k pfipadu, Ze normilni podgrupa N
_grupy G je souhrnem origindla jednotky v jakémsi homo-
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morfnfm zobrazeni f grupy G na grupu H. Jaky bude
vztah faktorové grupy G/N ke grupé H?

. Snadno nahlédneme, Ze tyto grupy jsou isomorfni.
Zobrazeni zprostfedkujici tento isomorfismus pfifazuje
prosté tfidé N obraz f(x), ktery méa prvek x z grupy G
v grupé H pii vychozim homomorfnim zobrazeni f.
Nebot takové zobrazeni faktorové grupy G/N na grupu
H je zfejmé homomorfni a kromé toho vzajemné jedno-
zna¢né. Shriime si tedy vysledek piedchozich dvah do
nasledujici tzv. prvn{ véty o isomorfismu teorie

grup.
Véta 8

Jakmile podgrupa N grupy G je normdlni podgrupou,
pak levé titdy xN (z je z G ), do nichZ se rozpadaji proky
grupy G, tvofi tzv. faktorovou grupu G|N vzhledem k nd-
sobent xN.yN = xzyN. Faktorovd grupa G/N je homo-
morfnim obrazem grupy G pFi homomorfnim zobrazeni
z — xN prifazujicim proku z jeho levou tridu.

Je-li obrdcené ddna grupa H, kterd je homomorfnim
obrazem grupy G pfi zobrazeni f, pak je tim wréena nor-
mdlni podgrupa N viech origindla jednotky jg grupy H
tak, Ze faktorovd grupa G|N je tsomorfné zobrazena na
grupu H zobrazenim f, danym rovnosti

f(zN) = f(=)

Uvedena 1. véta o isomorfismu teorie grup (tento dlou-
hy titul je nutny, protoZe podobné véty o isomorfismu
vystupuji i v jinych &istech abstraktni algebry) udava
prostou, ale diileZitou souvislost pojmu homomorfniho
zobrazeni s pojmem normélni podgrupy. Ve shora uve-
denych dvou piikladech se projevuje takto:

Faktorova grupa S,/4, symetrické grupy stupné =
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podle jeji normalni alternujici podgrupy 4, je isomorfnf
s kteroukoli cyklickou grupou fadu 2, napf. s podgrupou
(41, —1) multiplikativni grupy viech zlomkd.

Multiplikativni grupa kladnych redlnych &isel je
isomorfni s faktorovou grupou vsech komplexnich &fsel
raznych od nuly dle (normalnf) podgrupy viech kom-
plexnich éisel o absolutni hodnoté 1.

Uvedme jesté jeden dilezity p¥iklad na tvofeni fakto-
rové grupy. Za grupu G vezméme aditivni grupu vsech
celych &isel; podgrupa N, ktera bude nisledkem komu-
tativity samozfejmé normailnf, budiZ tvofena vsemi
nasobky pevné zvoleného celého kladného &fsla n. Levé
tiidy dle N jsou nyni nim jiZ zndmé zbytkové tidy
dle modulu », kaZda obsahuje vSechna celd &isla, jez
jsou navzajem kongruentni modulo =, tj. jez davaji
pfi déleni modulem n tyZ nezdporny nejmensf zbytek.

Faktorova grupa G/N jetzv. aditivni grupa modu-
1o n. (Pozor, néco jiného byla tzv. multiplikativni grupa
modulo n, kterd se sklddala jen ze zbytkovych t¥id,
naplnénych vesmés ¢&isly, nesoudélnymi s modulem,
kdezto aditivni grupa modulo » obsahuje viechny zbyt-
kové tiidy.) Je-li H jakakoli cyklicka grupa fadu =,
nap¥. multiplikativni grupa vSech =-tych odmocnin
z 1, pak prvni véta o isomorfii ndm zde ¥kd, Ze aditivn{
grupa modulo 7 je isomorfni s touto cyklickou grupou.

Tvofenim faktorové grupy z grupy G podle normélni
podgrupy N ztotoZiujeme vlastné prvky, patiici do téze
levé t¥idy dle N v G. Zanedbivajice rozdilnosti mezi
prvky téZe levé t¥idy, podindme si obrazné Fedeno asi
tak, jako bychom se na nadi grupu divali (z jisté strany)
z pliméfené veliké dilky, az ndm prvky z téie levé
t¥idy splyvaji. Takovy pohled dle prvni véty o isomor-
fismu je rovnocenny s danym ,,promitnutim* (tj. homo-
morfnim zobrazenim) dané grupy na jinou grupu H.
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Norméalni podgrupy maji i jiné charakteristické vlast-
nosti, jimiZ je moZno je definovat. Hloubavy &tenaf se
rad presvédé, Ze:

a) Podgrupa U je normilni tehdy a jen tehdy, kdyz
kazdi leva tiida zU je rovna pravé t¥idé Uz téhoz
prvku z (vSech pravych nasobkt uz prvkid « podgrupy U
nasobenych zprava prvkem z).

b) Podgrupa U je normélni tehdy a jen tehdy, kdyz
souhrn zUyU vs8ech soudini ndsobkd xu, s nasobky
yuy (kde u, a u, jsou libovolné prvky z podgrupy U a =
a ¥ jsou pevné zvolené prvky grupy) je vidy jista leva
tfida podle U.

Na konec tohoto paragrafu si odvodme diileZitou tzv.
druhou vé&tu o isomorfismu teorie grup. Je to
pomocnd véta vyznamu teoretického, jejiz uZiti si uka-
%eme v 6. kap.

Véta 9

Budif G grupa, N jeji normdini podgrupa a U jeji d:lsi
podgrupa. Pak plati :

1. Souhrn UN véech soufint un prokd u z podgrupy U
8 proky n z normdini podgrupy N je opét z podgrupa grupé
G. (Takovy souhrn UN je tzv. spojeni podgrup U a N.)

2. Souhrn oznabeny jako U (N N vdech prvka grupy = G,
které lezi souéasné v podgrupé U ¢ v normdlni podgrupé N,
je rovnéZ podgrupou, a to dokonce podgrupou v grupé U.
(Takovému souhrnu U \ N ikime prinik podgrup
Ual.)

3. (Viastni tvrzeni véty):

Podgrupa N je mormdlni podgrupouw v grupé UN,
podgrupa U () N je normdini podgrupou v gmpé Ua fak—
torové grupy UN|/N a U[(U () N) jsou navzdjem iso-
morfni.
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Dukaz: Nejprve k bodu 1:

Méme ukdzat predevsim, Ze soudin dvou ndsobkii
tvaru u,n, a u,n,, kde u,, u, jsou libovolné prvky z pod-
grupy U a n,, n, jsou libovolné prvky z normalni pod-
grupy N (vie v @) je opét prvek tvaru un, kde u jez U
a n je z N. Skuteéné je

(uymy) (Uanp) = wyty(uz'ny(uz?)n,)

Protoge N je normalni podgrupa, lezi v ni s prvky =,
a n, téZ i prvek » = uzn,(uz!) iy Prvek u = Uyly pak
lezf v U, protoze U je podgrupa obsahujicf u, i u,.
Z rov-nosti (uymy) ™t = nytur? = uyt(un, u,ut) je pak
jiz snadno patrno, Ze UN je vskutku podgrupou v G.

Daéle k bodu 2:

Je-liziyjak v U tak i v N, pak platf totéZ i o soudinu
zy, protoze U, N jsou podgrupy. Jednotkovy prvek jg
jeoviem jak v U,takiv N. Je-liz v Uiv N, pak oviem
totéZ plati i o z71.

Koneéné k hlavnimu bodu 3:

Pfedné je jasné, Ze N je podgrupou v grupé UN, nebot
prvky n z N lze psat jako soutiny jn kde j jednotka lezi
v U (jakoito v podgrupé). Je viak samoziejmé, Ze N
je normalni podgrupou v grupé UN, nebot jestlize pro
libovolny prvek z z @ a kterykoli prvek » z N je i kon-
jugovany prvek znz™! v N, pak to tim spife plati pro
prvek z lezici v podgrupé UN.

Nynf jiz fdadné definovana faktorovi grupa UN|N
tvoli zfejmé podgrupu faktorové grupy G/N, protoZe
obsahuje ty levé tiidy dle N, které maji néjaky prvek
v podgrupé U. P¥i ndim zndmém homomorfnim zobra-
zeni z — N celé grupy G na faktorovou grupu G/N
zobrazime tedy patrné podgrupu U (grupy () timto
homomorfnim zobrazenim na faktorovou podgrupu
UN/N.Nynf uZijeme hlavn{ ¢dsti 1. véty o isomorfismu.
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V podgrupé U tvofi origindly jednotky normélni pod-
grupu N’ tak, Ze faktorové grupy U/N a UN/N jsou
navzajem isomorfni. Jednotkovym prvkem ve faktorové
grupé UN/N je oviem N (jakoZto leva t¥ida jednotky).
Je ziejmo, Ze pfi homomorfnim zobrazeni =z — zN,
omezeném na z z podgrupy U, budou mit N za obraz
pravé a jen ty prvky « z U, které soudasné leii v N,
¢ili opravdu N'=U () N je prinik U s N, coZ bylo
dokazat.

Nez ptikrotime k dalsi kapitole, zavedme si jesté
jeden zakladni pojem teorie grup: pojem jednoduché
grupy. :

Tak jako (vzhledem k délitelnosti) hledime celd
(slozena) é&fsla vystihovat ¢&isly jednoduchymi, tj.
prvodisly, z nichZ se (nisobenim) kaZdé celé é&slo da
sloZit, tak i p¥i zkouméani grup a toho, jak se ,,skladaji‘
ze svych podgrup a normilnich podgrup nds zajimaji
nejprve podgrupy co moZno ,jednoduché”. Slova
,,8kladaji‘ a ,,jednoduché‘‘ byla dana do uvozovek proto,
ze obdoba skladani celého &isla jako soudinu prvodisel se
»8kladanim“ grup z ,jednoduchych® podgrup je
neuréitda a mnohoznaéné: Jak obratu ,,skladat grupu®
tak vyrazu z co mozZno ,,jednoduchych podgrup‘ mozno
dévat rizné pfesné vyznamy, pfi nichZ zminéna obdoba
s ¢sly je pfi mnohem vétsf sloZitosti grup jednou vétsf,
jednou mensf. O tom vice v 7. kap.

Za jednoduchou budeme jisté povaZovat nap¥. kaz-
dou cyklickou grupu prvoéiselného fidu, ponévadz ta,
jak vime z véty 6 nemd Z4dné netrividlni podgrupy,
podobné jako prvoéislo nemé jiné délitele (celé kladné)
nez trividlni délitele (sebe sama a jedni¢ku). Kdybychom
viak omezili pojem jednoduché grupy na cyklické grupy
prvodiselného Fidu, byl by takovy pojem pro vétsinu
tdeld piilis Gzky.
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Jako jednoduchou grupu definujeme radéji grupu,
kterd nemd Zddné netrividint normdlni podgrupy. Takové
grupy maji tedy, obrazné Fedeno, tu vlastnost, Ze si je
jiZz nemuzZeme zjednodusit a zmenSit tim, %e je ,,pozo-
rujeme z dalky* tvofenim faktorové grupy. Jednoduché
grupy jsou tedy jednim druhem zakladnich stavebnich
kamenu obecnych grup. Cyklické grupy prvoéiselného
fidu jsou zvlastnim piipadem jednoduchych grup (které
nemaji vibec netrivialni podgrupy). Existuji viak také
jednoduché nekoneéné grupy (viz cvideni 7. za 7. kap.
a pfi koneénych grupiach nenf jednoduchost grupy nikte-
rak spojena s jednoduchosti jejtho fadu (jak dale uvi-
dime).

Zvlastni a pro teorii rovnic dileZity druh koneénych
jednoduchych grup tvofi alternujici grupy permu-
taci stupné aspon patého. Tém se budeme vénovat
v pristi kapitole, ¢imZ skonéime systematickou d&ast
vykladu zakladnich pojmi teorie grup.

Mnohy z ¢teniit bude snad ke své malé radosti konsta-
tovat, e Givahy dal$i kapitoly jsou obtiZnéjsi, neZ to,
co predchizelo. Je to pochopitelné: prozatim jsme se
omezovali na nejzakladnéjsi pojmy teorie grup a jejich
vzajemné nejjednodussi souvislosti. V podstaté jsme
tim jen tiidili bohaty materiil jevii, ovladanych grupo-
vou zakonitost{, aniZ jsme se o mnoho povznesli nad
zevSeobecnéniovani poznatki znamych v matematice-
i bez teorie grup. Usudky byly sice mnohde dosti
abstraktni, zato vSak velmi prosté a prihledné. Tam,
kde teorie grup skyta hlubsi a podstatné nové vysledky,
jeZ (jako napf. v nasledujfeim) vedly k novym matema-
tickym objevim, tam je jiZ tfeba vyvinout zna¢né vétsi
mySlenkové tsilf, abychom dobife pochopili zikladnf
myslenku dikazu a jeji realizaci. Pokusim se &tendfi
toto pochopeni co nejvice usnadnit, tj. provést dikaz do
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podrobnosti, pfi tom ale nenechat v t&chto podrob-
nostech zaniknout hlavni motiv celé ivahy, jehoZ rozvi-
jenim a ovéfovinim pravé dikaz je.

Cvileni

1. Jaké jsou podgrupy v grupd S; (sledujte v tabulce zdkry-
tovych pohybi rovnostranného trojdhelnika; tabulks pod-
grupy je obsaZena v tabulce grupy p#i vhodném pierovnéni
jako jeji &tvercové &dst pfi levém hornim rohu).

2. Jaké jsou levé t¥idy dle podgrupy vsech nédsobki &isla 3
(celych &isel tvaru 3k, &k = +1, +2, ...) v aditivni grupé
celych &isel. TotéZ pro nésobky &isel 2, 4, 5. Jaké jsou viibec
véechny podgrupy aditivni grupy celych &isel ?

3. UkatZte, %e v symetrické grupd S, (vSech permutaci z n
&isel), vSechny permutace, nechdvajfef stét pevné riznd dand
&isla k,, ks, ... k,, tvofi podgrupu, isomorfni s grupou S,_,.
Ukaizte, Ze takové podgrupy jsou pfi stejném poétu r pevnych
éisel vzdjernné isomorfni.

Jaké jsou levé t¥idy dle takové ‘podgrupy pro n = 3, 4;
r = 1;k, =n? (Udejte je vyslovné.)

4. Provedte tytéZ tivahy, které v textu jsou provedeny pro
levé tFidy — i pro pravé t¥idy v grupd dle dané podgrupy.

Sledujte v grups S, levé i pravé tFidy dle téze podgrupy.

5. Ukazte, Ze kaZd4 podgrupa, ddvajici jen dvé levé tiidy,
je normélni (v dané grupé).

6. Ukazte, Ze zobrazeni f(z) = |z| (absolutni hodnota z z)
je homomorfni zobrazeni multiplikativni grupy viech redlnych
éfse{lzi: 0 na multiplikativni grupu viech kladnych ¢&isel redl-
nych.

7. Ukaizte, %e pfifadime-li komplexnimu é&islu a = & + iy
jeho redlnou &dst z = R(a), pak R je homomorfni zobrazen{
aditivni grupy komplexnich &fsel a na aditivni grupu redlnych
8isel z. TotéZ pro imagindrni &dst I(a) = y.

8. *DokaZte, Ze zobrazeni
f{[z: 2:)} = 6,0y — asb,
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(G1-2, b1,e redlnd anebo komplexni éisla) je homomorfni zobra-
zeni grupy viech reguldrnich matic stupné 2 na multiplikativn{
grupu véech redinych (komplexnich) &isel 4= 0. Jaké je tu
odpovidajici grupa origindli jednotky (&isla 1)? (Dle 1. véty
o isomorfismu.)

9. Presvédéte se, Ze matice tvaru

a0
0a
(@ # 0, tzv. diagondlni matice) tvofi normélni podgrupu

v grupd viech reguldrnich matic stupné 2. DokaZte, Ze diago-
néln{ matice jsou komutativni 8 kazdou matici stupnd 2,

10. *Uka%te, se faktorovéd grupa dle normdini podgrupy
dle cvi¢. 9 je isomorfni s podgrupou viSech matic [z:ll::)
spliujicich

a,by—ab, =1

(Ndvod: Ve tiidé, kterd je prvkem faktorové grupy, vyhle-

dejte k libovolné tam leZici matici

(31 yl)
T3 Ys

2y 1 0
1 Y — 1
[z ] ( Z1Ys — T2Y1 .—.)
1+ 4 0 T1Ys — T2t
kterd v této t¥id® leZf rovné%. Uka%te, Ze pro libovolnou matici
téze tiidy je tento soudin td% matice a Ze tyto matice tvoil
hledanou grupu tzv. grupu reprezentanth t¥d, kterd je
isomorfnf 8 uvedenou faktorovou grupou.)

11. Co je dle 1. v8ty o isomorfii normdlni podgrupou origi-
néli jednotky pii homomorfnim zobrazenf f(n) = ¢ (i je
imagindrni jednotka) aditivni grupy celych é&isel na multi-
plikativn{ grupu vdech &tvrtych odmocnin z &fsla -+11?

12. BudiZ G grups, N jeji normélni podgrupe, H jeji pod-
grupa. JestliZe podgrupy N a H nemaji jinych spoleénych
prvki, neZ jednotku grupy, je faktorovd grupa HN/N iso-
morfni s podgrupou H. JestliZe je&té kazdy prvek grupy G se
dé psdt jako soudin prvku z H s prvkem z N, pak faktorovéd
grupa G/N je isomorfni s po pou H. (Jako ve cvid. 10 je
H pak grupou reprezentanti k faktorové grupé G/N.) DokaiZte.
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13. *Budiz G aditivni grupa vSech celyoh &fsel, U jej dpod-
grupa viech celych nésobﬂléfsla 4 a N joji (normélnf) podgru

pa viech ndsobln &fsla 6. Pak grupa UN je podﬁrupa viech
5t£1s<liyoh &isel, prinik U N N je podgrapa vieoh nédsobki
tisla 12.

(Ndvod: 2 je nejvstsf sEoleény délitel &isel 4, 6; 12 je jejich
nejmené{ spoleény ndsobe

14. *Ukaste, %o v pF. 13 ndm 2. véta o isomorfismu #ké, Ze
sediténf & odsftén sudych &fsel modulo 8 je isomorfnf se sedi-
té.nérsl a oddftdnim vSech oelych &isel ddlitelnych &tyFmi, ale
modulo 12.
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