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7. kapitola

TRIDA KONJUGOVANYCH PRVKU.
NORMALISATOR PRVKU.
TRIDOVA ROVNICE.
KONJUGOVANE PERMUTACE.
JEDNODUCHOST ALTERNUJICI GRUPY
A, PRO~ > 4

Pfi pojmu normalnf grupy jsme narazili na pojem konju-
govanych prvki v grupé (prvek y byl nazvan konjugova-
nym s prvkem z pomocf prvku z, jestliZe platilo

y = =z™)

Vzijemna konjugovanost prvki je jakasi pfibuznost,
kterd dovoluje rozdélit dileZitym zpasobem prvky gru-
Py do oddélenych t¥id vzdjemné konjugovanych prvka
(dle zcela jiného hlediska neZ rozdéleni do levych tFd
dle podgrupy).

Utvofime-li totiZz v grupé skupiny vzdjemné konjugo-
vanych prvkia, pak zfejmé& kaidy prvek grupy lei
v (alesponi) jedné skupiné a Zadny neleZi ve dvou &
vice skupindch soudasné. Nebof jakmile by prvek z byl
konjugovén jednak s prvkem z, jednak s prvkem y,
¢ili jakmile by z,xz7* = z,y2;, pak by

Y = 272,222y = 23'2,2(23'2,) !
takie x by bylo konjugovano s y. KaZd4 grupa G se tedy
skuteiné rozpadd ve tiidy vzdjemné konjugovanych
prvka.

Nékteré tifdy mohou oviem obsahovat jen jediny
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prvek. Predeviim je jednotkovy prvek j (v grupé G)
konjugovin sdm se sebou, protoze zjz™! = . V Abelo-
vych grupdch je rozdélenf do t¥id konjugovanych prvki
ziejmé nezajimavé, kaid4 t¥ida vzajemné konjugova-
nych prvki se tam sklida z jediného prvku.

DileZité je, Ze pobet vzdjemné konjugovanyjch prvki je
vidy délitelem fddu grupy (jestlife oviem jde o grupu
koneénou).

Abychom to ukizali, uva?me k danému prvku a ko-
neéné grupy @ souhrn viech prvku x, které spliiujf vztah
a = zax1, tj. ax = za. (Rikdme, %e z je prvek komuta-
tivni s prvkem a.) Mezi takové prvky pati¥i pfedné jed-
notka j nadf grupy G. JestliZe a = z,a27%, @ = zax;?,
pak dosazenfm mame B

@ = T,%40%7 Tt = 2,250(7,%,) 7

takZe se dvéma prvky z, a =z, i jejich soudin 2,2, je ko-
mutativnf s danym prvkem a. Konedéné jestlife a =
= zax ™, pak z7laz = a, ¢ili spolu s 2 té% inversnf prvek
x"1 je komutativni s a. MiZeme tedy Fici, Ze souhrn viech
prokd. komutativnich s danym prokem a z grupy G tvofi
podgrupu N, grupy G, tzv. normalizitor prvku «a
v grupé G. .

Viimnéme si nyni levé tiidy y.N, libovolného prvku y
podle normalisitoru N, prvku a. Ukazuje se, Ze vSechny
prvky yzx z takové levé t¥dy skytaji tyZ k a konjugovany
prvek yayi, Nebof yza(yz)™? = y(rax™)y™? = yay™,
podle definice normalisitoru N,.

To tedy znamend, Ze riznych konjugovanych prvka
k prvku a je pravé tolik, kolik je levych tfid v grupé G
podle normalisitoru N,, coZ je opravdu ¢&fslo, délicf
(dle véty 3) ¥ad grupy G.

Z toho tedy celkem vyplyva tento zaver:
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Rdd n koneéné grupy G je soudtem nékterjch svyjch déli-
telt, z nich% katdy znamend polet vzdjemné konjugovanych
proka v jedné tidé; mezi témito délitels, které se mohou
1 nékolikrdt opakovat, vystupuje vidy éislo 1 jakosto podet
vlech proki, konjugovanijch s jednotkou grupy. To je slovni
vyjadfenf tzv. tFidové rovnice pro koneéné grupy

n=1-4hy+hyg+ ... b

kde » je ¥ad grupy, kterd se rozpada do r tfid vzdjemns
konjugovanych prvki, pfi ¢emZ i-ta tiida obsahuje 4;
prvka (1 =1, 2, ..., r) a prvni tiida obsahuje jen jed-
notku grupy.

Viimnéme si jesté jedné vyznamné okolnosti, Ze totiz
Fdd kaZdé normdlnt podgrupy v dané grupé je soultem &isla
1 a nékterych ze séitancd hy aZ h,, nebot normalni pod-
grupa obsahuje oviem jednotku grupy a s kaZdym dal-
8im svym prvkem obsahuje k nému i vSechny prvky
s nim konjugované. To je fakt, jehoZ se dasto vyuziva
pii hledinf normélnfch podgrup dané konené grupy.

Nynf se vratme k permutacim, abychom vidéli uZitf
pravé zavedenych pojmi.

BudiZ = néjaké permutace &isel 1, 2, ..., n, pfevadeé-
jicf &islo & v é¢fslo m(k). Pak libovolna s ni konjugovana
permutace pme ! plevadi &fslo k v &fslo pmp ~(k), tj. &islo
k = o(i) v &islo gmo (o(i) = @=(s). Cili provést permutaci
omp ! konjugovanou s permutaci & pomoci permutace o
je totéZ, jako soudasné v horni i dolnf fadce rozepsané
permutace n zaménit tam stojfci &isla podle permutace

o tj.
- f[e(l) o(2) ... o(n)
eme™ = (80 &by 1 en(n)]

(Pottebujeme-li, pfejdeme oviem snadno k takovému
vypsani, kde v prvni fadce jdou &isla podle velikosti.)
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Avsak permutace, konjugované k dané permutaci
a jejich podet lze jeité lépe prehlédnout pomoci tzv.
rozkladu permutace v oddélené cyklické per-
mutace, struiné v oddélené cykly. Cyklem
(24, %3, - . ., %) rozumime p¥i tom permutaci, kterd pfevadi
4slo 4, v &islo 4, &islo 25 v &islo 4, atd. az &islo 4_, v ¥slo
ix a &fslo % zpét v &slo 4,, kdeZto ostatni (nevyznadend)
tisla nechiva stat. Podet k &isel, kterd nepfejdou v sebe
sama cyklickou permutaci (¢, %5, ..., %), nazyvame
délkou cyklu. Cykly délky 2 (tvaru (ik)) se nazyvaji
transposice; znamenaji zménu &sla ¢ v &slo & a &isla &
v ¢islo ¢, pfi ¢emZ ostatni ¢isla zastavaji stdt. Dva cykly
nazyvime oddélenymi, jestliZe neni Zddného &fsla, které
by se ménilo jak pfi jednom tak pfi druhém cyklu.

DokézZeme si tuto poudku:

Ka%dd neidentickd permutace stupné n (na n-Eislech
1,2, ..., n)sedd jednoznaéné rozlofit v soulin oddélenyjch
cykla, pri Eemé na pofadi Einiteld nezdlei.?)

BudiZ tedy n jakakoli neidentickd permutace, prove-
dena na ¢&islech 1, 2, ..., n. Najdéme si prvni &slo i,,
které neztstavd stat pii permutaci #, #n(s,) 3 1,. Pak se
mezi &sly n(i,), n2(s,), 7%(3,), ..., #%3,), . .. musi nékte-
ra opakovat, protoZe vSech permutovanych é&isel je jen
koneéné mnoho. Jestlize nr(1,) = n'(4,) pror > 8; 1, 8
celd kladnd, pak nr(a®) 2 = ar72(s,) = 4,.

1) Pochopitelnd pro » = 1 médme pouze jedinou, a tedy
identickou permutaci. — Pozn. red.
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Existuji tedy celé kladna ¢isla m takovd, Ze am(i,) =
= 4,. BudiZ % nejmensi z takovych ¢fsel. Pak &fsla
i, 7(ty), #(iy), .. ., A¥7N(4,) jsou navzajem riznd, aviak
7¥(i,) = 4, (poprvé). Cisla i), 45 = 7(iy), 15 = @(3,),

, t = 7¢73(4,) sklidaji cyklus délky k, ktery pusobi
patrne na né pravé tak, jako celd permutace x. JestliZe
jiz neni dalsiho &fsla, které se permutaci = ménf, jsme
hotovi. V opaéném piipadé provedme s dal$im &fslem,
které oznadme t¥ebas m,, totéz, co pfed tim s &¢islem 1,,
takZe obdrzime dalsf cyklus, feknéme (m,m, ... m,), kde
my = m(m,), my = wim,), ..., n,. = 70 Ym,), kdezto
ai(m;) = m, (poprvé). Opét se dand permutace =
a cyklus (m,m, ... mg) shoduji co do svého 1éinku na
¢isla m,, . ... my Jedno a totéZ &islo nemiZe vystupovat
v obou cyklech, protoZe jinak bychom méli ns(z,) =
= n®%m,) pti vhodnych mocnitelich a, b, takZe by &islo
m, = 7n87%3,) ndleZelo do prvnfho cyklu, proti pfed-
pokladu. Budeme-li tento postup opakovat tolikrat,
kolikrat je moZno, dosahneme (nésledkem kone&ného
poétu permutovanych &fsel) nakonec toho, Ze vSechna
tisla, ktera danou permutaci = neptechizeji v sebe sama,
se rozdélf do jednotlivych cykld. P¥ipomefime znova, Ze
kazdy takto ziskany cykl je permutace, nechavajic stit
viechna ¢sla, kromé téch, ktera v cyklu vystupuji —
a &sla v cyklu vystupujici zaméiiuje stejné jako rozkla-
dand permutace. Konedné je zfejmo, Ze oddélenost
cykld, tj. okolnost, %e 24dné dva rizné cykly nehybaiji
tymZ é&fslem, mé za nasledek jejich vzédjemnou komu-
tativitu. Tim je nafe tvrzeni dokazano. Nasledujici
piiklady na rozklad permutace v soudin oddélenych
cyklu si dle potieby étenal pro vétsi jistotu sim doplni
dalsfmi. (Pozor na to, Ze provedenim cyklu —tj. cyklické
permutace —na samotnych &islech’cyklu dostavime tyz
eykl, jen jinak psany!)
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[;%z;]=(1342) [=(3421)=(4213) =(2134)]

12345678910
1045918726 3

=(11035)(24968)[=(49682)(35110) = ...]

(Je tfeba pamatovat na to, %e k uréeni permutace jejim
rozkladem v cykly je tieba udat podet permutovanych
pFedméti (&sel), které jsou v cyklickém rozkladu vyzna-
deny.) '

Podle pfedchoziho nynf uréime permutaci pmp 1, kon-
jugovanou s permutaci = pomoci permutace ¢ nejjedno-
duseji, je-li n dina rozkladem v oddélené cykly. Pak
prosté nahradfme v takovém cyklickém rozkladu kazdé
¢islo ¢ ¢islem o(¢) a obdrZime tak konjugovanou permuta-
ci g™ v rozkladu v oddélené cykly. Tak napt., je-li =
posléze uvedend permutace a o je permutace

12 345678910
5610789234 1

pak v cyklickém rozkladu lze psat pohodlné
omp™t = (5110 8)(6 7 4 9 3)

Samozfejmé tedy ma konjugovani permutace sdanou
permutaci stejny podet cykli téZze délky. Ale patrné téz
obricené, jestliZe dvé permutace vykazuji ve svych roz-
kladech v oddélené cykly tyZz podet cykla stejné délky
(pro kaZdou se vyskytujici délku cyklu), pak jsou tyto
permutace vzdjemné konjugované — a to pomoci kazdé
permutace, kterd pfevadi vidy &isla jednoho cyklu v jed-
né permutaci v &isla cyklu téze délky v druhé permutaci.
. KaZdou cyklickou permutaci mozno dile jesté rozloZit
v transposice (dvojélenné cykly), ovem nikoli jiz
oddélené, nybrz naopak, navazujici na sebe. Jestlize
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(irfs ... %) o dany cyklus, pak pa.tme permutace ]im
dosazens je rovna sledu postupne provedenych vymén
(transposic) tak, Ze moZno psat

(1183 - - - %) = (8182) (8a83) . - . (Sa_abis) (Fe_rti)

[Pozor na to, Ze Steme a na.sobime od prava doleva.
Nejdiive si viimnéme, Ze 4 prechdzi v 4_, prvni trans-
posici, pak #_, prechazi V #_g druhou transposicf atd.,
aZ posléze tento Fetézec zmén konéf zménou i, v il,
takZe cely soudin transposic pfevede %; v ¢;. AvSak pokud
jde o 4_,, jiZ (zprava) prvnf transposice pfevadi i;,_l
v % a v #%idné z nasledujicich transposic se i uz
nevyskytuje, takZe celkem nés soudin tra.nsposw prevadi
%%_1 V 9. Podobné dale 7;_, bude ménéno a% po pfipojeni
druhé (zprava) transposice, a to v 4x_,, kterézto &fslo
jiZ zistane stit i po provedeni dalsich transposic. Stejné
zjistime i u ostatnich &isel, Ze vypsany soudin transposic
na né Ud¢inkuje tak jako prvni transposice (zprava), v niZ
se toto &islo vyskytuje, tedy tak jako sim cykl.]

Z rozkladu cyklu v transposice vyplyva, Ze cykl o sudé
délce je permutace lichd, jakoZto soudin lichého poétu
transposic (coZ jsou permutace liché), a cykl o liché délce
je permutace suda, jako#to soudin sudého poétu trans-
posic (viz par. 5).

A nynf se obratme k alternujici grupé 4; viech sudych
permutaci stupné 5.

Véta 10
Alternujici grupa A (sudgjch permutaci z pétz predméti )
je jednoduchd.

Diikaz provedeme metodou, o ni% jiz byla zminka:
uréime podet permutaci ve téidéch vzajemnd konjugo-
vanych permutaci, na néZ se rozpadéd grupa Ay, a uka-
Zeme prosté, Ze z &fsla 1 a ndkterych séftanci, udavaji-
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cich poéet konjugovanych permutaci v 4;, nelze obdrzet
soudet, ktery by délil ¥ad grupy 4;, tj. ¢slo, jezZ by mohlo
byt. fddem normalni podgrupy. P¥i tom musime dét
pozor na to, Ze pijde o konjugovanost v A (a nikoli
v 8;), tj. 0 kon]ugova,nost pomoci sudych permutaci.

Podle rozkladu v oddélené cykly nalézame tyto druhy
sudych permutaci stupné 5 — jichz je 45! = fdd 4, = 60
(vedle identické permutace):

1. Soudiny dvou (oddélenych) cykld, coz musf byt
dvojélenné cykly (transposice), aby permutace byla
su

2. Jednotlivé trojélenné cykly

3. Jednotlivé péti¢lenné cykly

K 1. Viechny soudiny dvou oddélenych transposic,
tedy permutace tvaru (@,2,) (b1b,), (kde a,, a,, b;, b,
jsou rizni &sla od 1 do 5), jsou konjugované se sudou
permutaci (1 2) (3 4) — a jsou tedy konjugované i na-
vzéjem. Nebof jedna z obou permutaci

12-345] 12345)
a, a; b, by C a, a, b byc

(¢ je jediné zbyvajicf &islo rizné od &isel a,, a,, by, b,) je
zaru¢end sudda a pomoci obou obdriime permutaci
(@, a,) (b, by) jakoZto konjugovanou k permutaci (1 2)
(3 4) (dle svrchu uvedeného). Tvoii tedy soudiny dvou
oddélenych transposic pravé jednu t¥idu navzdjem kon-
jugovanych permutaci v grupé A4;. Jejich podet obdrzf-

me, kombinujice kaZdou z [g)“) dvojic &isel s (g] zby-

4) [2) je ze 8koly znédmy binomicky koeficient
(n] nn—1)...n—k +1)

= 1.2.3... k

k
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vajicimi dvojicemi a délice dvéma, protoZze takto
obdriime kaidy soudin dvou oddélenych transposic
dvakrit. Tedy prvni tiida vzijemné konjugovanych

permutaci v grupé A4, obsahuje } g] [g) = 15 prvki.
K 2: Se tfemi danymi sly a, b, ¢ 1ze provést pravé

dva rizné cykly, (a b ¢) a (b a ¢). Mame tedy 2. (g] =20

trojélennych cykla v A;. Ty jsou viak viechny konjugo-
vané k cyklu (1 2 3), protoZe jedna z permutaci

12345 12345 12345 12345
[abc de]’ (abc e d] 2 [bac de]’ [bac e d]
kterou 7adané konjugovanosti lze dosahnout, je jisté
suda. Drubd tfida navzijem konjugovanych permutaci

v A; obsahuje tedy 20 prvki.

K 3: Pét ¢fsel 1ze podrobit celkem 15! = 24 cyklickym
permutacim, protoZe spolu s jednim pofadim péti ¢i.el
1 pét dalsich pofadi, ziskanych z daného tou cyklickou
zaménou, kterd je danym pofadim vyznadena, dava
zapis téhoZz cyklu. (Na rozdil od pfedchoziho, nejsou
viechny péti¢lenné cykly vzijemné konjugovany v grupé
A;.) Je vidét, Ze jedinymi permutacemi, pomoci nichz
péti¢lenny cykl je konjugovdn sim se sebou, je tento
cykl sam a jeho mocniny. Jinymi slovy, normalizitor
péti¢lenného cyklu v A; je tvofen pravé vSemi péti
riznymi mocninami tohoto cyklu. Jesté jinak Fedeno,
tiida vSech v grupé 4; konjugovanych permutaci k péti-
¢lennému cyklu obsahuje

¥ad 4; _ 60

5 5= 12 permutaci
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Rozpadi se tedy vSech 24 péti¢lennych cykli v 4; do
dvou takovych t¥id vzdjemné konjugovanych, obé po 12
permutacich (prveich grupy A4;).

T¥dové rovnice pro alternujici grupu 4, tedy zni

150 =60 =14 156+ 20 + 12 4 12

Jako Fidy (netrivialni) normalnf podgrupy v 4, by te~
dy pfichdzela v ivahu jenom tato &isla (dle svrchu Fede-
ného):

124+ 1=13,154+1=16120+ 1 =21
1241241 =2515+124+1 =28

Z nich v8ak ani jedno neobstojf, nejsouc délitelem fidu
grupy, tj. ¢isla 60. — Tedy skutedné alternujici grupa 4,
nemuZe mit netrividlnich normilnich podgrup.. -, .
Ukazuje se, Ze viechny dalsi alternujicf grupy jsou
jednoduché. Myslenku dikazu tohoto na prvni pohled
piekvapujiciho jevu zaloZime, zhruba Fedeno, v tomto:
Na jedné strané netrividlni normélnf podgrupa alter-
nujfci grupy musf obsahovat dosti mnoho permutaci,
protoZe s kaZdou permutaci musi obsahovat zna&nou
rozmanitost viech konjugovanych permutaci. Na druhé
strané viak z pfedpokladu jednoduchosti alternujici
grupy A, (kterd je oviem podgrupou nédsledujici alter-
nujici grupy Aa.,,) vyplyva (uZitim 2. véty o isomor-.
fismu), Ze naopak netrividlnf normalni podgrupa v 4,,,
musf obsahovat ,,velmi milo”’ permutaof; z tohoto roz-
poru vyplyva, Ze nemé-li A, netrividlnfch normélnich
podgrup, nemé je ani A, ,. ProtoZe viak alternujfoi
grupa A;, jak jiz vime, jednoduché je, je jednoduchs
i nésledujici alternujici grupa A, nasledkem toho je
jednoducha i dalsf alternujici grupa 4,, atd., az do ne-
koneéna.

Né48 postup dikazu jednoduchosti alternujicich grup.
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stupné vysstho neZ patého, ktery nisleduje, je tedy tzv.
induktivnin postupem.

Véta 11

Alternujict grupa A, stupné n vétsiho nef &y je jedno-
duchd.

Dikaz: Alternujici grupa A; je jednoducha podle
pledchozi véty. Kdyby néktera z dalgich alternujicich
grup 4, pro » > 5 nebyla jednoduché, musela by mezi
nimi byt jedna alternujici grupa, feknéme A,,, co nej-
mensfho stupné m (oviem Ze je m > 5) takové, Ze ona
sama jiz jednoduchd nenf, ale piedchozi alternujici
grupa A,,_, jesté jednoducha je. UkéZeme, Ze existence
takové prvni nikoli jednoduché alternujici grupy A, je
vyloudena, protoZe by vedla k odporujicim si désledkim.

Pfedpokladejme tedy, Ze mame v alternujici grupé 4,
(m > 5) netrividlni normélni podgrupu N (kterd tedy
obsahuje vice neZ jenom identickou permutaci).

Prvnim nasfm (pomocnym) krokem bude nalézt v N
vhodnou permutaci ¢ a dvé z permutovanych &isel, fek-
néme ¢ a k tak, aby &sla 1, k, o(s), o(k) byla riznd. —
Zvolme proto v N libovolnou neidentickou permutaci o,
previdéjici &islo ¢ v &fslo a(i) 7= ¢ a rozloZme o v souéin
oddélenych cykli, jak byla o tom fe& shora. Jsou tfi
mozZnosti (vzhledem k tomu, Ze jde o sudé permutace):

a) mame vice cyklickych &initeld v rozkladu

b) rozklad se redukuje na jediny cykl, obsahujicf vice
neZ &ty¥i z permutovanych d&isel

¢) rozklad se redukuje na jediny, trOJélenny cykl

V obou pifpadech a) a b) poloZme o = p; v pfipadé
a) pak vezmeme za 4 tfebas libovolné &fslo z prvniho a za
k libovolné &islo z druhého cyklu rozkladu, takZe ¢, k,
(%), e(k) jsou zfejms rizna éfsla. V piipadé b) vezmeme
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tfebas za ¢ prvni a za k tfeti &slo uvaZovaného cyklu,
takZe g(¢) bude druhé a g(k) étvrté &fslo tohoto cyklu,
tedy opét jisté rizna ¢&isla.

V ptipadé c¢) nechiva permutace o stat viechna éisla
kromé tfi. MizZeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze
jde o ¢isla 1, 2, 3 a %e 0 = (1 2 3) (toho lze vidy dosih-
nout vhodnym pfeéfslovanim permutovanych pfedméti).
Konjugovinim pomoci sudé permutace (2 5) (1 4) (kte-
rou dle pfedpokladu m > 5 mame k dispocici) zjistu-
jeme v nasf normalni podgrupé N ptitomnost permutace

(25)(14)(123)(14)71(25)=(4523)
a tedy a pritomnost permutace

123456 ..

e=0453)(123)=|541536 ..

. m

. m] —(12453)

Tim je p¥pad c) pFeveden na piipad b), ktery jsme jiz
ili.

Tedy opravdu mame vidy permutaci ¢ v N takovou,
Ze &sla ¢, k, o(2), o(k) jsou ruzna.

Nyni provedeme druhy krok. Ten spoéiva v dileZitém
z)idténi, Ze z permutovanych &isel kterakoli dvé razna
4isla 7, s lze pfevést vhodnou permutaci o*; obsaZzenou
v N, v kterakoli dvé &sla 7', s’ (z permutovanych &isel) —
pokud jen jsou &fsla r, s, r, 8’ razna.

Za tim tidelem si najdeme sudou permutaci = (v 4,),
ktera prevadi &islo ¢ v &islo 7, &islo k v &islo s, &islo o(7)
v &slo r' a &islo g(k) v &islo s'25). Takovou sudou permu-
taci z si snadno sestrojime prosté tak, Ze jesté uréime
zcela libovolné v co maji piejit zbyvajici &isla — to jsou

) Kdybychom nevédéli, Ze i, k, o(¢), o(k) jsou ruzné &isla,
nemohli bychom vidy s isp&chem permutaci 7 uréit tak, jak
to (niZe) potfebujeme.
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podle predpokladu (m > 5) alespoii jesté dvé — a neni-li
jiz takto dand hledani permutace sudd, pak vyménou
dvou naposled nahrazovanych &fisel dosdhneme sudosti
Zddané permutace s.

Nynf vSak konjugovani permutace o* = mpz !, patii-
ci spolu s ¢ do nasi normalni podgrupy N, previdi
vskutku ¢&islo r v &islo o*(r) = mpa™r) = mon7(¢) =
= 7(p(t)) = r', a ¢&islo 8 v ¢islo o*(8) = mon™Y(s) =
= mpan(k) = nlo(k)) = §'.

Tento krok nam jiz dovoluje udat ¢&islo, jez musi byt
piekrodeno nebo alesponi dosaZeno fadem nasf normalni
podgrupy. Shledavame totiZ, Ze v N musf byt m — 3
permutaci, jimiz &islo 1 pfechdzi v é&slo 2 a pii tom
¢islo m piejde v jedno z m — 3 zbyvajicich &fsel. Stejné
viak musf N obsahovat daldich m — 3 permutaci, pfe-
vadéjfeich éislo 1 v ¢&islo 3 a soudasné &fslo m ve zbyvajici
¢isla. Podobné vidy daldich m — 3 permutaci v N je
zarudeno pfi pfechodu ¢&isla 1 v éfsla 4, 5, . . ., m. Celkem
tedy obsahuje nafe normélni podgrupa N nejméné
(m — 3) (m — 1) riaznych permutaci; ¥id grupy N musf
dosahnout anebo ptekrotit &fslo

(m—3)(m—1)=m2—4m | 3

A nyni se obratme k obricenému dohadu (se shora)
F4du nasf normélni podgrupy.

K tomu uZijeme 2. véty o isomorfismu. Poklidime za
podgrupu U (z véty 9) predchozi alternujici grupu
A, vSech téch sudych permutaci na m pfedmétech
(¢islech), které nechavaji jisty predmét (&islo) stat;
za normalni podgrupu N ve vété 9 vezmeme oviem N
a za celou grupu G samoziejmé celou alternujfci grupu 4,,.
Pak mame isomorfismus

Am_l/(Am_l N N) = (Am_lN)/N
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kde si zatim jesté ponechavame moznost stanovit pfed-
mét (élslo) jej2 maji nechat stit permutace z A4,_ 1
Prinik A4,_, O N znadi normilni podgrupu v grupé
A, _, vSech permutaci, jeZz patif jak do A,._,, tak i do
nasi normalni podgrupy N.

Predmét, tj. &islo, které maji nechat stit permutace
z Ay, sinyni zvolime tak, aby podgrupa N, (ktera byla
predpoklada,na. jako netrividlni, tj. rizna od celé grupy

,,,), neobsahovala podgrupu A,_,, &ili aby prinik

mn-1 N N nebyl roven A,,_,. Ze to vidy lze (za nafich
pl"edpokla,dﬁ), to pozname takto: V opaéném p¥ipadé
by N musela obsahovat kaidou z moZnych podgrup
Ap_, (pro razné zvolena, pfi permutacich stild éisla),
tj. N by obsahovala veskeré sudé permutace (na nasich
m predmétech, resp. é&islech), které nechavaji stat
aspon jedno é&islo. JakoZto podgrupa obsahovala by N
veskeré soudiny takovych permutaci. Aviak tim by jiz N
obsahovala viechny sudé permutace (stupné m) vibec.
Nebot rozlozme kaZdou z daldich sudych permutaci
(tj. takovych, které nenechivaji stit nic) .v soudin
oddélenych cykli. Déle rozlozme tyto eykly v soudiny
transposic (tak jak jsme to uvedli shora) a konedné
sdruzme tyto (vice neZz tfi}) posléze ziskané d&initele
(transposice) do dvou ¢initeld vidy o sudém poétu
transposic. Tak se stiva opravdu sudd permutace sou-
¢inem dvou sudych permutaci, z nichZ kazda nechiva
aspoii jedno permutované é&islo stat.

Zvolivse si tedy podgrupu 4,,_, v A, ta.k, aby nebyla
obsaZzena v normalni podgrupé N, mime v priniku
Am-y O N normélni podgrupu (pod)grupy Ap_y, ktera
je od A,_, riznd. AvSak A,_, je podle predpo-
kladu jedté jednoducha grupa, tedy nezbyva nez Ze
Ap_y OV N se redukuje na pouhou jednotku (identickou
permutaci).

114



Nasledkem toho vsak faktorova grupa A,,_,/(An_, 0
N N) je prosté grupa A,_, sama. Nahofe naznadeny
isomorfismus ném tedy mimo jiné pravi to, Ze faktorovid
grupa (A, _,N)/N ma tyz iidd, jako ma A, _,;, coZ je d&fslo
(m —1)

2

délenému fiadem normalni podgrupy N (viz véta 5).
Av3ak fad grupy A4,._,N jakoito podgrupy v A, je

~; toto éislo je tedy rovno fiddu grupy 4, ,N

nanejvyse roven &islu %_ (coz je tad Ay). Miame tedy

(m — 1)! m! 1

2 = 2 fad N
z tehoz plyne, Ze fad nasi normalni podgrupy N grupy
A,, je nanejvyse roven &islu m.
AvSak prve jsme dokézali, Ze ¥ad grupy N musi byt
vétsi anebo nejvyse roven é&islu m® — 4m + 3. Z toho
oviem vyplyva, Ze m® — 4m + 3 < m, tj. Ze &islo

m— (m?* — 4m + 3) = 5m — (m? 4 3)

je nezaporné, ¢&ili i &slo
(bm —[m2 4 3])) :m = 5—[m —{—%}

je nezdporné. Ale to pravé neni pro pfedpoklidané m > 5
mozZné. Dospéli jsme tedy k hledanému logickému roz-
poru, plynoucimu z piedpokladu, Ze existuje alternujfci
grupa 4,, pro m > 5, ktera by nebyla jednoducha; tim
je tedy takovy piedpoklad vyvracen a véta o jednodu-
chosti alternujicich grup permutaci stupné alespon pé-
tého dokazana.
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Seznani jednoduchosti alternujicich grup 4, vsech
stupiia », vyssich, nez 4 bylo dulezitym krokem v po-
¢atcich samotné teorie grup, protoZe se ukazalo, jak
slozitymi (vzhledem k rozmanitosti podgrup téchto
alternujicich grup) mohou byt jednoduché grupy
(jednoduché vzhledem k tomu, Ze nemaji normalni
netrivialni podgrupy). Jak jsme vSak jiZ naznadili, ma
tento poznatek znaény vyznam i mimo teorii grup,
v tzv. Galoisové?) teorii algebraickych rovnic tvaru

ag" + a4+ ...+ @+ a, =0
tj. tzv. algebraickych rovnic stupné » o jedné neznamé x.
V této souvislosti byla také jednoduchost alternujicich
grup objevena. Neni mozno podat zde ani pfiblizny vy-
klad Galoisovy teorie. Musime se spokojit s pouhym
poukazem na to, Ze Galoisova teorie pfevadi vlast-
nosti algebraické rovnice o jedné neznimé ve vlastnosti
jisté tzv. Galoisovy grupy permutaci kofeni této rov-
nice. Vlastnostem grupy odpovidaji vlastnosti rovnice
a naopak. Zejména FeSitelnosti rovnice pomoci tzv.
algebraickych poéetnich tdkonu (selitdni, odéitani, nd-
sobeni, déleni, mocnéni, odmociiovani) odpovida jistd
vlastnost (pfisluiné Galoisovy) grupy; tato vlastnost
byla proto nazvana Fesitelnost grupy. Z jednoduchosti
alternujicich grup stupiia vyssiho nez &étyfi vyplyva, ze
Galoisova grupa obecné rovnice stupné vyssiho nez
étyfi neni feditelnd. Tedy neexistuji byt sebe slozitéjsi
vzorce, které by dovolovaly vypoditat (pomoci Sesti
algebraickych tkoni) hodnoty jednotlivych koieni
rovnice patého, Sestého a vysstho stupné podobné, jako

%) P8kny vyklad Galoisovy teorie nalezne &tendf napft.
v polské udebnici vySsi algebry: Sierpinski, Zarys algebry
wyszej (Monografie matematyczne Warszawa 1948) jako
dodatek od prof. Mostowského.
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je tomu u rovnic druhého (to ¢tenaf znd), tfettho a étvrté-
ho stupné (to étendf moZnd neznd, ale takové vzorce pro
rovnice druhého, tietiho a étvrtého stupné byly znimy
jiz podatkem novovéku, viz Schwarzovu knizku
»,O rovnicich®‘). Objev nefesitelnosti rovnic stupné vys-
sfho nez €tyfi algebraickym vzorcem, a co vice, nalezeni
konkrétnich pifklada rovnic s celoéiselnymi koeficienty,
jichZ zddny kofen se nedd vytvofit pomocf vyjmenova-
nych Sesti algebraickych poéetnich ikont, provadénych
8 koeficienty rovnice, patii k nejvétiim objeviim algebry
na poéatku 19. stoleti, na nichZ se podileji nejméné tri
matematikové: Ital Ruffini, Francouz Galois a Nor
Abel. Timto objevem definitivné skonéilo marné hledanf
vzorcu pro fesenf rovnic patého a vyssiho stupné, které
trvalo dobra tfi staleti.

Po tomto, bez tréninku a napoprvé jisté namahavém
vystupu, ktery jsme krok za krokem provedli, vénujeme
se nyni jiZ jen klidnému rozhledu z relativniho vrcholku,
jehoZ jsme pravé dosahli, tj. pohledu na nékteré dalsi
a vyssf vrcholky teorie grup. Refeno méné obrazné
(a pro ¢étenafe, jenz nema v oblibé turistiku) v dalsi
a zavéretné kapitole naseho vykladu zakladnich
pojmu teorie grup pujde jiZz jen o informativni pfehled
nékterych hlavnich vysledkt a uZiti teorie grup, které
podame bez diukazi.

Cvibent

1. Provedte vyndsobeni eykhi
a)(142)(536) =

------ =9
b)(35)(1287)(654) = =0
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¢) Pro cykl n =(123456) udejte vSechny vzdjemnd
riizné mocniny =n?, 73, ... (PFesvédite se, Ze mocnina cyklu
obecné neni jiz jediny cykl: n2 = (1 3 5) (2 4 6); ale oviem
(135)* = (153). *Jaké pravidlo mocnéni cykli lze vyslovit
pro to, kdy se cykl moenénim rozpadd ?

2. Najdéte konjugované permutace
enﬂe—l o-ga—l Qae—l’ n’en—ﬂ
k permutacim =?, g, o ze cvié. 1.

' 8. Provedte rozdéleni permutaci do tiid kon]ugovanych pro
grupy S; a S, podrobnd. Napiste tfidové rovnice.

4. Réd permutace je nejmensim spoleénym nssobkem délek
oddélenych cyklid v rozkladu. — Dokazte!

L5. Nazveme sudou permutaci n’ vi3ech pfirozenych &isel
1, 2, ... kazdou sudou permutaci n néjakych n &isel, kterd
byla doplnéna p¥edpisem =n'(n + 1) =n + 1, =’'(n + 2) =
=n + 2, ... atd. bez omezeni. (Zatimco =‘(k) = n(k) pro
k=1,2,...,n). Je tedy n’ pPedpis, pfifazujici kazdému pfi-
rozenému &islu pfesné jedno pFirozené ¢&islo, pfi éemz jen ko-
neéné mnoho ¢&isel obdrzi timto pFifazenim é&islo od daného
disla razné; (sudd permutace viech pFirozenych &isel nechdva
stdt skoro viechna &isla, az na konedny poéet vyjimek; tato
vyjime&nd &isla jsou podrobena jisté sudé permutaci v obvyk-
1ém smyslu).

Dokazte, Ze sudé permutace pfirozenych ¢&isel tvofi (neko-
neénou nekomutativni) grupu 4 pfi definici ndsobeni

[®.0](r) = A'(e’(r)) pror = 1,2, ...

Dokazte, ze grupa A obsahuje padgrupy A4, pron =1, 2,
3, ... vesmses isomorfni s grapami A, viech sudych permutaci
prvnich » &isel 1, 2, ..., n; déle dokazbe ze kazdy prvek z gru-
py 4 (sudé permut.a.ce pi-irozenych él’sel) je obsazen v nékteré
z podgrup 4,.

6. *Dokazte, Ze nekonednd grupa A neobsahuje vlastni
norméilni podgrupu &ili Ze je pfikladem nekone&né jedno-
duché grupy.

(Ndvod: Kdyby N byla normélni podgrupa v 4, pak pranik
A’,0A by byla normélni podgrupa v podgrupé A’, (jak vime
z 2. véty o isomorfii). Ndsledkem jednoduchosti podgrup
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A'p,pron =35,6,7, ... (dle cvié. 6) musi budto: A',ON =4’,
&ili A, je podgrupou v normélni podgrupé N anebo:

A, 0O N obsahuje jen identickou permutaci (jednotku).
Nastdvd-li druhé moznost pro viechna n = 5, 6, 7 pak snadno
ukédzete, ze N obsahuje jen jednotku. V opaéném piipadé
A'p ON = A’y pro jisté m > 5 zase snadno ukdZete, ze N
obsahuje kazdou podgrupu A’, pro r > m, a tedy Ze N je rovna
oelé grupé A4.)

7. DokaZte jednoduchost v3ech alternujicich grup A, pro
n4
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