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4. kapitola

VNITREK MNOZINY,
HRANICE MNOZINY.
UZAVRENA MNOZINA

U takovych mnoZin v roviné, jako je napf. obor §
z obrazku 28, dovedeme uréit, ktery bod leZi ,,uvnit#,
ktery ,,na hranici mnoZiny 8, ktery ,,vné*. Existuji
oviem i méné nazorné rovinné utvary, u nichZ uZ je po-
dobné rozhodnutf podstatné tézsf, u nichZ naSe intuice
selhavd a miZe nis svést dokonce na scesti.*) Tyto
intuitivné zfejmé pojmy dovedeme pomoci metriky za-
vést i v obecnéjdich mnoZinach.

Budiz tedy {M, o} metricky prostor a S podmnoZina
mnoZiny M. Prvky mnozZiny M pak rozdélime do ##
skupin, uréenych vztahem prislusného prvku k mnoZiné
8. Nejprve si viak pfipomeneme jisté oznadenf: Sym-
bolem

M—8
ozna¢ime mnoZinu viech prvkia z M, které nepatit do S.
MnoZinu M—S nazyvame dopliikem mnoZiny S
{vzhledem k mnoZiné M). .

Definice 8. (1) Rekneme, Ze prvek x z M je vnitintm
bodem mnosiny S, existuje-li kladné é&islo r = r(x) tak,
%e koule K(z, r) leZi celd v S.

¥) S razonymi takovymi velmi ,,nenézornymi‘‘ mnozinami se
miuZe dtendf sezndmit napi. v kniZce N. J. Vilenkina: Nezné-
my svét nekonednych mnozin (Praha 1971).
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(2) Rekneme, %e prvek z z M je vnéjsim bodem mnofi-
ny _/ S, existuje-li kladné &islo r = r(x) tak, Ze koule

K(x, r) neobsahuje z'a',dny bod z § (a leii tedy cela
vM—_8).

(3) Rekneme, %e prvek z z M je hraniéntm bodem
mnoZiny S, jestliZe v kazdé kouli K(x,r) se stfedem
v bodé& z (tj. pro kazdy polomér r > 0) lezi prvek z mno-
Ziny S a soudasné prvek z mnoziny M—S.

Mnozinu vSech vnitinich bodd mnoZiny S oznaéime
JF(8) (od francouzského slova ,intérieur = vnitini)
a nazveme ji vnitfkem mnoZiny S (vzhledem k metric-
kému prostoru {M, ¢}); mnoZinu viech vnéjsich bodu
mnoziny S oznad¢ime &(S) (od slova ,,extérieur’ = vnéjsf)
a nazveme ji vnéjikem mnoziny S (vzhledem k metric-
kému prostoru {M, o}); mnozinu viech hrani¢nich bodd
mnoziny S oznadime #(S) a nazveme ji hranici mno-
ziny S (v metrickém prostoru {M, g}).

Z definice 8 plynou rizné dusledky; zformulujeme je
ve tvaru poznamek.

Poznamka 17. Je tieba upozornit na rozdil mezi
vnéjékem mnoZiny S a mezi doplikem M —8: Do
dopliku M — § patii kaidy prvek z M, ktery nepatii
do 8, kdeito do &(S) patii jen ty prvky z M, které
do M nepatii véetnd jisté koule, jejimZ je piislusSny
prvek stfedem.

Poznidmka 18. Vnitini body mnoZiny S nemohou byt
soudasné vnéjiimi body: body z S(S) totiz lefl v S,
kdezto body z #(S) tam neleZi. MaZeme to vyjadiit téz
takto: vnittek #(S) je dasti S

(54) JI8)CS
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zatim co vnéjsek &(8) je dasti dopliku M — 8
(65) E8YCM—S

Vztahy (54) a (55) pfitom plati pro kaZdow mnoZinu
S8C M. Vztah hranice s#(8) k pivodni mnoZiné S nelze
takto jednoznaéné charakterizovat; pro rizné mnoZiny
mohou nastat rizné pfipady (viz niZe piiklad 42). Hra-
ni¢ni bod ovsem nemiiZze byt ani vnitinim, ani vnéjsim
bodem: z &asti (3) definice 8 totiZ plyne, Ze neexistuje
Zidné r (a tedy Zddnd koule), pro néz by byla splnéna
podminka z &¢asti (1) nebo (2). — A koneéné lze ukazat,
Ze hrani¢nimi body mnoziny § jsou vSechny ty body
mnoziny M, které nejsou ani vnitini ani vnéjsi: Jestlize
totiz bod x z M neni hraniéni, znamend to, Ze bud (a)
existuje jistd koule K(x, r) (tj. jisté kladné éislo r) tak,
Ze tato koule neobsahuje Zddny bod z S — pak vsak
tato koule lezi cela v M — 8 a bod x je tudiZz vnéjsim
bodem mnoZiny §; nebo (b) existuje jista koule K(z, r)
(tj- jisté kladné é&fslo r) tak, Ze tato koule neobsahuje
Zddny bod z M — 8§ — pak vSak tato koule leZi celd
v S a bod z je tudiZ vnitinim bodem mnoZiny S.

MnoZinu M tedy miZeme vyjadfit jako sjednoceni
ti{ navzdjem riznych mnoZin: vnitiku, vnéjsku a hra-
nice mnoZiny S:

(56) M = J(8)J &(8)J #(S)

tento vztah plati pro kaZdou mnozinu SC M.
Pozndmka 19. Z definice 8 je také ihned patrné, Ze
vnéjsi bod mnoZiny S je vnitinfm bodem mnozZiny
M—S:

(57) &8) = S(M — 8)
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a Ze na,opa,k.vnjti'ni bod mnoZiny S je vnéj§im bodem
mnoziny M — 8:

{58) J(8) =M —NS)
Hranice obou mnoZin jsou pfitom stejné:
(59) H(8) = #(M —S)

Ptiklad 42. V piikladu 36 jsme definovali t¥i mnoZiny
v rovind E,. Ctenaf se snadno presvéddi, Ze viechny tfi
mno#iny majf stejny vnitiek — totiZ mnoZinu 8, :

F(8,) = F(8,) = J(8,) = 8,
Ze maji stejny vnéjsek: '
€(8,) = &(8y) = &(8,) =E; — S,

{tj. rovinu, z niZ vyjmeme ptlkruh i kfivku, ktera tento
pulkruh ohraniduje), a Ze maji i stejnou hranici, kterou

tvo¥ pilkruznice AB a Gsetka AB:
H(8,) = H(8,) = H(S,)

Piitom vztah mnoziny S; k jeji hranici 5#(8S;) ilustruje
moznosti, které mohou nastat: u mnoZiny 8, neni
hranice 5#(8S,) ¢asti mnoziny 8, (a je tedy &isti mnoZiny
E, —5,); u mnoZiny S, patif ¢ist hranice 5£(S,) do 8,
(totiZ tdsedka AB), zatimco &¢ist hranice do S, nepatii
(totiz oblouk AB); u mnoZiny S, je celd hranice 5#(S,)
&astf mnoZiny S;. — Tyto tvahy pfitom mtZeme pro-
vadét v metrickych prostorech {E,;, d}, {E,, p} i {E;, m}.

Priklad 43. UvaZujme metricky prostor {E;, d} a v ném
mnozinu 8 tvofenou jedinym bodem a. Tato mnoZina
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nemd vnitiek: #(8) = P; pfitom bod a je sam svou hra-
nici: #(S) = 8. Ze vzorce (56) pak plyne, Ze &(8) =
= E, — 8. — Mnozina T, tvofenid napt. tsedkou AB
(nebo obloukem AB) z obr. 27, mé tytéz vlastnosti:
HT)=T,IT)=90aé&T)=E—T.

Nebudeme uz pojem vnitiku, vnéjsku a hranice mno-
ziny ilustrovat na dalSich pfikladech. Doporudujeme
viak &tenafi, aby si z hlediska téchto pojmia prosel
piedchazejici piiklady a rozebral mnoziny, které v nich
vystupuji. Zvlasté doporudujeme, aby si dokizal, Ze
hranici koule K(a, r) v metrickych prostorech {E,, d},
{E,, p} i {E;, m} je sféra S(a, r).

Uvedeme ovsem dva piiklady, které ukazuji, Ze
pojmy vnitfku, vnéjiku a hranice mnoZiny zaviseji —
stejné jako pojem oteviené mnoZiny — na zvoleném
metrickém prostoru.

Ptiklad 44. UvaZujme mnozinu S z obr. 28 (viz ptiklad
39). Zkoumame-li mnoZinu 8 jako podmnoZinu celé
roviny, bude se ,,chovat’ podobné jako mnoZina S,
z pHkladu 42: jeji vnitiek #(S) (v {E,, d}) bude tvofit
mnoZina, kterd vznikne, kdyZ z § odstranime tsetku
AB, zatimco jeji hranici #(S) (v {E,, d)} tvo¥f isedka AB
i kiivka (oblouk) AB z obr. 28. — Zkouméme-li viak
mnoZinu § jako podmnoZinu mnoZiny M z ptikladu 30
(tj. jako podmnozinu horni poloroviny véetnd osy z,),
bude jeji vnittek S (S) (v {M, d}!!) tvotit celd mnoZina
8 — tj. do vnit¥ku patii tentokrat i #sefka AB (plyne
to z tvaru koule v metrickém prostoru {M, d}; rozebirali
jsme to v piikladu 30) a hranici 5#(S) (v {M, d}) tvoii jen
k¥ivka AB.
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PFiklad 45. O néco vyse jsme &tendfi doporudili, aby si
ukazal, Ze v {E,, d} je hranici koule K(a, r) sféra S(a, r).
Tento nazorné zcela zfejmy fakt nelze automaticky pte-
nést do jinych metrickych prostori: V prostoru {M, d}
z ptikladu 27 neni sféra S(a,r) hranici koule K(a, r).
Dokazeme to: Zvolime-li napf¥. bod b = [2, 4] z M, ktery

leZi na sféfe S(a, 3) z obr. 18, je koule K [b, %] tvofena

jedingm bodem b; tato koule tedy neobsahuje Zddny
bod mnoziny K(a, 3), a proto nemu#e pattit do hranice

#(K(a, 3)). Naopak: bod b — a tedy celd koule K [b,%]

—leizi v M — K(a,3) a patii tudiz do &(K(a, 3)).
V prostoru {M,d} z piikladu 27 tedy pro kaZdou
kouli K plati: K = #(K), M — K = £(K) a hranice
H(K) je prdzdnd mnofina.

Uloha 9. Srovnanim definice 7 s &astf (1) definice 8 do-
kaZte tuto vétu:

Véta 7. Budif {M, o} metricky prostor a S libovolnd pod-
mnozina mnofiny M. Pak plati : (1) Vnitfek S (S) mnoZiny
8 je oteviend mnoZina (v metrickém prostoru {M, o}).

(2) Mno#ina S je oteviend v {M, o} prdvé tehdy, je-li
totoZnd se svym vnitikem, tj. plati-li

J8) =8
Definice 9. Budiz {M, ¢} metricky prostor. Rekneme,
Ze mnoZina SC M je uzavrend (v metrickém prostoru

{M, g}), je-li jeji doplnék M — S mnoZina oteviena
(v metrickém prostoru {M, o}).
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Pfiklad 46. Uzaviend koule K(a,r) v metrickém
prostoru {M, ¢} je v tomto prostoru uzavienou mnozi-
nou. DokidZeme to (kreslete si obrazek): Doplnék

M — K(a,r) je podle definice uzaviené koule tvofen
viemi témi body x z M, pro které je o(a, ) > r. Zvolme
tedy jeden (libovolny, ale pevny) bod z z dopliku
M — K(a, r) a oznaéme R jeho vzdalenost od bodu a:

o(a, ) = R.Pak je R > r, a polozime-lir* — % (R—7),

bude r* > 0. UkéZeme, Ze koule K(z,r*) lezi celd
v M — K(a, r): BudiZ y libovolny bod z koule K(z, r*) —
to znamena, Ze p(x, y) <r*. Podle trojihelnikové ne-
rovnosti je

e(a, z) < olz, y) + ela, y)
¢ili

e(a, y) = e(a, x) —o(@, y)
Ale p(a,x) = Ra —p(z, y) > —r*, a proto je

Q(a:y) >R—r* =R—%(R—r) —

1 1
=_2_(R+r)>?(r+r)=r

(uZili jsme toho, %¢ R > r). Bod y tedy le?i v M —
— K(a, r), a protoZe y byl libovolny bod koule K(z, r*),
lezi v M — K(a, r) cela tato koule. Tim jsme viak k da-
nému prvku z z M — K(a, r) nadli &slo r* > 0, které
poZaduje definice 7, a podle této definice je tedy mnoZi-

na M — K(a,r) oteviend mnoZina. Doplikem této
mnoZiny (vzhledem k M) je vSak uzaviend koule

K(a, r), a ta je tedy podle definice 9 uzavienou mnozi-
nou.
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Piiklad 47. Ze vzorce (56) plyne, Ze dopliikem mnoZiny
F#(8) je mnozina £(8)|J s(S). Protoze mnoZina #(8) je
podle tvrzeni (1) véty 7 oteviend, dokazali jsme vlastné,
ze mnoZina

&(8) U #(S)
je uzavrend v { M, g}. Toto tvrzeni plati pro kazdou mno#zi-

nu SC M. PouZijeme-li je tedy pro mnoZinu M — 8§,
bude uzaviens také mnozina

&M —8) U #(M — 8)

Odtud dostivime pouZitim vzorel (58) a (59) ihned
tuto vétu:

Véta 8. BudiZ {M, o} metricky prostor a S libovolnd pod-
mnotina mnofiny M. Pak je mnofina

J(8) U #(8)
uzaviend v {M, o}.

P#iklad 48. Mnozina &(8) je vnittkem mnoZiny M — 8
a je tedy podle véty 7 otevienou mnoZinou. Také #(S)
je oteviena mnozina, a proto je oteviena také mnoZina

£(S)U €(S)

(dokazte to!). Dopliikem této oteviené mnoZiny (vzhle-
dem k M) je podle vzorce (56) hranice 5#(S); dokazali
jsme tedy, Ze hranice libovolné mnoZiny SC M je uzavie-
nd mnoZina v {M, o}.

P#iklad 49. UvaZujme znovu metrické prostory a mno-
finy 8,, S, a 8; z piikladu 36 (viz téZ piiklad 42).
Mnotzina 8, je ofeviend — plyne to nynf napf. z véty 7,
nebot jsme v piikladu 42 ukazali, Ze S(S,) = S,. Mno-
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Zina S je naproti tomu uzavfend: podle p¥ikladu 42 je
totiz &(8S;) = E, — 8;, podle vzorce (57) je &(S;) =
= JS(E;—S,), a tedy je F(E; — S;) = E;—8,; to viak
podle véty 7 znamena, Ze mnozina E, — S; je oteviena.
A koneéné opét z tvrzeni (2) véty 7 plyne, Ze mnoZina
S, neni ani oleviend ant wuzaviend: Mnozina S, totiz
obsahuje &ist hranice #(S,), takze mneni S(S,) = S,,
a také mnozina E, — S, neni oteviend, nebof obsahuje
¢ast hranice #(S,) = H#(E, — S,), takZe neni S(E,—
—8,) =E;—8,.

PFiklad 50. Vrafme se k prostoru {M, d} z piikladu 45
a oznaéme K kouli v tomto prostoru. Podle ilohy 8 je K
oteviend mnozina v {M,d}, a tedy je podle véty 7
S (K) = K. —V piikladu 45 jsme ukazali, Ze #(K) = 0,
a proto je J(K)J #(K) = F(K) = K. Podle véty 8 je
viak mnoZina S (K){) s##(K) uzaviend v {M,d}, tj.
mnozina K je uzaviend v {M, d}. Ukazali jsme tedy, Ze
koule K je v {M, d} soulasné oteviend i uzaviend!

Mnoziny, které jsou soudasnd oteviené i uzaviens,
nazyvame obojeiné. Obojetné mnoZiny existuji v katdém
metrickém prostoru:

Véta 9. Budiz {M, o} metricky prostor. Pak jsou mnoZiny
M a 9 obojeiné v {M, g}.

Duikaz plyne z véty 4 a z definice 9: Dopliikem mnoZiny
M vzhledem k M je prizdnd mnoZina #; ta je podle
véty 4 oteviend v {M, g} &ili je mnoZina M uzaviena.
Podobné je doplitkem mnozZiny ¢ vzhledem k M mnozi-
na M sama; ta je podle véty 4 oteviend v {M, g}, &ili
podle definice 9 je mnoZina § uzaviena.

Z vty 5 a z definice 9 také ihned plyne, Ze v prostoru
{M, o}, kde M je libovolnd mnoZina a ¢ je metrika ze
vzorce (45), je obojetnd kaZdd mnofina S C M.
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Obojetné mnoZiny pisobf ponékud ,rusivé”. Na-
Stésti vSak v ,,béznych“ metrlckyeh prostorech {E;, d},
{Es, d} atp. jsou mnoZiny E, (resp.. E;) a pra,zdna mnozina
9 jedinymi obojetnymi mnoZinami; to zde oviem nebu-
deme dokazovat. Uvedeme vsak jesté jeden piiklad
obojetné mnoZiny, ktery ukazuje, Ze také obojetnost
z4visf na metrickém prostoru:

Pkiklad 51. UvaZujme v roviné E; dva kruhy: kruh M,
se stfedem v poditku a o polomeéru 1, a kruh M, se stie-
dem v bodé [3,1] a o poloméru 2 (viz obr. 29); kruznice,

Obr. 29

které tyto kruhy ohraniduji, pfitom k mnoZindm M,
a M, mnepoéitdme. Budiz nyni M = M, () M,; podie
véty 1 je {M, d} metricky prostor. Snadno se piesvéd-
¢ime, Ze jak M, , tak M, jsou oteviené mnoziny v {M, d}.
Soudasné je viak M, doplitkem (otevfené) mnoziny M,
vzhledem k M, a je tedy uzavienou mnoZinou v {M, d},
a stejné je uzaviend i mnoZina M, jako doplnék otevie-
né mnoziny M,. Mnoziny M, a M, jsou tedy v {M, d}
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obojetné. Ptitom v {E,,d} jsou to typické oteviené
mnoZiny — napf. podle tlohy 8.

Zavedeme na zaveér této kapitoly jesté jeden duleZity
pojem:

Definice 10. Budiz {}M, ¢} metricky prostor. Rekneme,
Je prvek x z M je bodem wuzdvéru mnoiziny S C M,
jestlize v kazdé kouli K (z, r) (tj. pro kazdé kladné &islo r)
lez{ alespofi jeden prvek mnoZiny S. — MnoZinu vsech
bodi uzavéru mnoZiny S nazveme uzdvérem mnoiiny S

(v metrickém prostoru {M, g}) a oznadime ji S.
Vsimnéme si nékterych vlastnosti uzavéru S:

(1) Ptedevsim obsahuje uzavér S mnoZinu S:

(60) ScS
Je-li totiz 2 prvek z S, lezi v kaZdé kouli K(z, r)
alesponi jeden prvek z 8, totiz prvek x samotny.

(2) Z &asti (3) definice 8 ihned plyne, Ze také kazdy
hraniéni bod mnozZiny 8 patii do S:

(61) xS 8

(3) Z &ésti (2) definice 8 konedné plyne, Ze vnéjsi body
mnoZiny S mnepatfi do S: €(S)N S =0. Pak
totiz existuje alespon jedno &slo r = r(z) tak, Ze

koule K(z, r) neobsahuje Zidny bod z S, a neni tedy
splnéna podminka z definice 10.

Protoze ze vzorcd (54) a (56) plyne, e M =
=8 &(S) U s#(S), dostavime z vlastnosti (1)—(3)
uzdvéru S ihned tento diusledek:

(62) 8 =8U#(18) (=S8 U #S))
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MiZeme tedy misto (56) psat také
(63) M =S8y &®8)
Odtud plyne tato véta:

Véta 10. Budif {M, 79} metricky prostor a S libovolnd
podmnozma mnoZiny M. Pak je jejt uzdvér S uzaviend
mnotina (v {M, g}).

Dikaz: Podle (63) a podle vlastnosti (3) uzdvéru S
je mnozina S dophikem vnéjsku &(S). MnoZina &(S)
je viak oteviena — napt. podle véty 7, nebot je vniti-
kem mnozZiny M — 8.

Plati dokonce o néco vice:

Véta 11. MnoZina S C M je uzaviend v {M, o} prdvé
tehdy, je-li totoind se svijm uzdvérem, tj. plati-li

§=8

Dikaz: (a) Necht je § = S. Mnozina § je podle véty
10 uzaviend v {M, g}, a je tedy uzaviena i mnozina S.

(b) Necht je mnoZina 8 uzavieni. To znamend, Ze
mnozina M — 8§ je oteviend, tj. podle véty 7 je S (M —
—8)=M—8. Ale F( UM — 8) = &(S), takie mame
E8)=M—S8 ¢li 8 =M — &(8S). Soudasné ]e viak

podle (63) § = M — £(S), a tedy mame S = S,

Opét nebudeme pojem uzdvéru ilustrovat na ptikla-

dech. MnoZina 8 je totiz uréena pomocf mnozin §
a ' (S) a étenaf si snadno uvédomi, jak vypadajf uzd-
véry mnozin v piedchazejicich p¥ikladech.
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Uloha 10. Ukaite, 7e uzivir S je nejmendl uzaviens
mnoZina, kterd obsahuje mnoZinu S (tj. dokaZte toto
tvrzeni: Je-li 7' uzavfena mnoZina v {M, o} aje-iS C T,
je také S C T).

Uloha 11. Podobné ukaite, %e vnittek #(S) mnoziny S
je nejvétéi oteviend mnozina obsaZend v S (tj. dokaite
toto tvrzeni: Je-li G oteviend mnoZina a je-li G C S,
je také G C J(9)).

V poznimce 17 jsme upozornili na rozdfl mezi doplsi-
kem mnoZiny S (vzhledem k M) a mezi jejim vnéjfkem
&(8): Je-li x bod z £(8), existuje koule K(z, r), ktera
celd lezf v £(8S), a bod x je tedy od mnoZiny S oddélen.

Obr. 30

Tuto situaci si miZeme ilustrovat v metrickém prostoru
{E,,d}: abychom se z mnoZiny S dostali do bodu z z £(8S),
musime ,,pfeskodit pikop‘, zndzornény na obr. 30.
(Poloha ptikopu je pochopitelnd zévisld na poloze
bodu z!) Z tohoto obrazku je té% vidét, Ze bod x je ,,dosti
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daleko* od mnoZiny 8, tj. Ze vzdalenost bodu = z &(S)
od mnoziny 8 je kladn4:

dz,8) >0

Uvidime v dal3im (viz piiklad 54), Ze tak tomu je
dokonce v kazdém metrickém prostoru {M, g}; soudasné
to naznaduje, Ze mnoZiny, které jsme v této kapitole
zavedli, lze charakterizovat pomoci pojmu vzdalenosti
bodu od mnozZiny, zavedeného v definici 5.

Pfiklad 52. UvaZzujme v obecném metrickém prostoru
{M, o} mnoZinu § C M a jeji hranici 5#(S). Pak plati:

Je-li x z #(8S), je o(x,8) =0
Dokézeme to: Zvolme r = % Protoze z patii do 5#(8),
le%i podle ¢asti (3) definice 8 v kouli K (x, %] né&jaky
prvek z, z S; je tedy
(69 0@ ) <

Takové prvky najdeme pro kaZdé piirozené d&fslo n,
a z nerovnosti (64) tedy plyne, Ze vidy dovedeme urdit
prvek y z 8 tak, aby vzdalenost g(z, y¥) byla libovolné
mald. To vsak znamend, Ze mf oz, y) = 0, a tvrzeni
je dokazano.

P#iklad 53. Necht je S otevienid mnozina v {M, g}.
Pak je #(8) = S a prvky z hranice 5#(8) nepatii do S.
Podle piedchoziho piikladu maji body hranice 5#(S)
od mnoziny S nulovou vzdalenost, adkoliv do S nepat#i.
Jinymi slovy: Z toho, Ze p(z, S) = 0, nemus{ jesté ply-
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nout, %e bod x lezi v mnoziné 8. S touto skutednosti
jsme se pro specidlni metrické prostory uZ setkali v p¥i-
kladech 29 a 34; tento piiklad tedy dopliiuje poznimku
11, implikaci (a). — Ilustrujte si tento obecny poznatek
napf. na mnoZindch S,, S, a S; z pfikladu 36 (s pfihléd-
nutim k pikladu 42).

Pomoci pojmu vzdalenosti bodu od mnoZiny lze plné
popsat i uzdvér a hranici mnoZiny S:

Véta 12. Budif {M, o} metricky prostor a 8 podmnoZina
mnofiny M. Pak plati : Prvek x z M patfi do uzdvéru S
mnoZiny S pravé tehdy, je-li

(65) olx,S) =0

Dukaz: (a) Podle (62) je § = 8 |J 5#(S). V ptikladech
23 a 52 jsme ukdzali, Ze prvky z S i z #(S) maji od S
nulovou vzdélenost, a proto je také pro prvky z z S
o(z, 8) = 0. Podmfnka (65) je tedy nutnd.

(b) Necht je naopak splnéna podminka (65). Podle
definice infima (viz odbodeni paté) to znamen4, Ze k libo-
volnému kladnému ¢&islu ¢ existuje prvek y, z S tak,
ze o(z, y:) < &. Bod y, tedy lezi v kouli K(z, ¢). ProtoZe
to plati pro kaZdou takovou kouli (tj. pro kazdé ¢ > 0),
obsahuje ka?da z téchto kouli bod mnozZiny 8, a to

znamena, %e prvek z patii do uzavéru S.

Pi#iklad 54. Z véty 12 plyne, Ze &islo oz, ‘S) je rizné
od nuly (a tedy kladné) pravé tehdy, kdyZz x nepatii

do §. Podle (62) je 8§ = #(S) U #(S), a bod z, ktery
nepatéi do S, musi tedy lefet v &(S). Tim dostavame:

oz, 8) >0 x e &(S)
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coZz potvrzuje situaci, kterou jsme pro specialni metricky
prostor ilustrovali na obr. 30.

Vé&ta 13. Za predpoklads véty 12 plati: Prvek x z M
patft do hranice H#(S) mnoZiny S prdvé tehdy, je-li

Dukaz: (a) Necht prvek = patii do 5#(S). Pak je podle
piikladu 52 po(z, §) = 0. Protoze podle (59) je s#(S) =
= H#(M — 8), patii x také do S#(M — 8§), a opét podle
piikladu 52 je p(x, M — 8) = 0. Podminka (66) je
tedy nutna.

(b) Necht jsou naopak splnény podminky (66). Z rov-
nosti o(z, 8) = 0 plyne podle véty 12, 7e = patii do
S =8 | 52(S), z rovnosti o(x, M — S) = 0 pak plyne
podle téZe véty, Ze x patti do M — S =M —8) Y
UM — 8) = (M — 8) { +(S) [uZili jsme opét vzor-
ce (59)]. Prvek z tedy patii souéasné do mnozin 8 (J 5#(S)
a (M—S8)s#(S), a protote mnoZiny § a M — 8§
se navzijem vyluduji, musi z patfit do mnoziny 5#(S).
Podminka (66) je tedy postadujici.

Hraniénimi body mnoZiny S v metrickém prostoru
{M, g} jsou tedy pravé ty body mnoZiny M, které maji
nulovou vzdalenost jak od mnoziny 8§, tak od jejiho
dopliiku M — S. — ProtoZe rovnosti (66) znamenaji

podle véty 12, Ze z lezi soudasné v mnoZiné 8 i v mnoZiné

M — 8, musi bod z z H#(S) lezet v pruniku téchto
mnozin:

#S) =80 =27

Opét doporudujeme &tenéafi, aby si obsah vét 12 a 13
ilustroval na mnoZinich v raznych metrickych prosto-
rech, s nimiZ jsme se zde dosud setkali.
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Utéinme na okamzik tuto imluvu: Budeme fikat, Ze
prvek x mnoziny M lezi ,,daleko“ od mnoZiny § C M
(v metrickém prostoru {M, p}), je-li jeho vzdilenost od
mnoziny 8 kladnd (Cislo o(z, S) pFitom miZe byt
i velice malé, podstatné je jen to, aby bylo vétsi neZ
nula). Znamend to tedy, Ze pak existuje cela koule
K(z, r), kterd nema s mnozinou S Zadné spoleéné body,
ze bod z je od mnoziny S oddélen jakymsi ,,pifkopem*
(viz obr. 30). Naopak fekneme, %e bod z le#i ,,blizko*
mnoziny 8, je-li g(z, §) = 0; pak tedy neexistuje Zadny
piikop, ktery by bod x od mnoZiny S oddé&loval.

V rameci této imluvy miZeme vysledky pfedchéze-
jicich piikladi a vét ilustrovat takto:

(1) do vnéjsku &(S) mnoZiny S patii privé ty body
x z M, které lezi ,,daleko” od S (ptiklad 54)

(2) uzavér § mnoziny § je tvofen pravé tdmi body z z M,
které lezi ,,blizko‘* mnozZiny S (véta 12)

(!3) hranici #(S) mnoZiny S tvofi pravé ty body z z M,
které lezi ,,blizko‘* mnoZiny S a soudasné i ,,blizko‘
jejiho dopliku M — § (véta 13)

(4) do vmitfku J(S) mnoZiny S patii pravé ty body z
z M, které lezi ,,daleko‘ od dopliku M — 8 mno-
Ziny S [to plyne z (1) a z toho, Ze J#(§) = &M — 8)].
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